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Gebilde vom Range Eins in sieb selbst übergeht, inber.ug auf ihr Ver- 
hallen bei der Iteration, Von Paul Koebe. Mit 3 Figuren im Teit 
Über die Projektion de« räumlichen Punktgitter». Von Gerhard Hessenberg. 

Mit 6 Figuren im Te»t 

Über systematische Fehler bei Zehutelschatzungen. Von Otto MelßDPr . . 
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Zur Theorie der Bewegung eines schweren Punktes 

anf einer Rotationsfläche. 

Von J. HORN in Clausthal. 

1. Ein schwerer Punkt von der Masse 1 bewege sich auf einer 
Botationsfiäche mit lotrechter Achse, welche zur j7-Achse (positiv nach 
oben) genommen wird, während in der a:f/-Ebene Polarkoordinaten ein- 
geführt werden: 

a: = r cos y, y -= r sin 9). 

Die Gleichung der Rotationsfläche sei 

z = f{f). 

Das Prinzip der lebendigen Kraft und der Flachensatz für die rcy-Ebene 
liefern die Gleichungen 

worin h, h Konstante sind. Daraas erhält man darcli Differentiation 
die Differentialgleichungen 

(1 + r irf) % + r^r)r\r) (^;)* - r (^^)* + gfir) = 0, 

^ TT? 1 ^ TT TT ^^ ^• 

df* dt dt 

Sie besitzen die Lösung 

r = r„ = const., ^J = ,„ = ]/??;K) '), 

faÜ8 fif^ > ist. Diese Lösung stellt eine gleichförmige Betvegung auf 
dem Parallelkreis vom Radius r^ mit der Geschwimligkeit r^rj^ = YgrJ^ir^ 



1) Wir denken uns die Achsen so gelegt, daß yj^ positiv ausfällt. 

AichiT der Mathematik und Physik. DL Reihe. X. 1 



J. Hohn: 



dar, Zweck des vorliegenden Aufsatzes ist die analytisctte BarsteUnwj 
der benachbarten Bewegungen.^) 

Die der gleichförmigen Bewegung entsprechenden Werte von // 
und k sind 



*o = ^oV^''or(*o)- 
Zur Untersuchung der benachbarten Bewegungen setzen wir 

r = ro + -K, h-^ho + H, k^k^ + K 

f{r^ + JB) - Oo + a,R + a,R^ + • • -, 



und 



so daß 



a^'~±l (^ = 0,1,2,...) 

* v\ 

ist. 

Die obigen Integralgleichungen bringen wir auf die Form 

t^C-^l^±JM=dr 

2. Wir haben 

F(r) - 2r«(Ä - gf(r)) - *» 

- 2(ro + JB)«(Ao + IT- gf(r, + R)) - (k, + Ky 

dabei ist 

^' - ~ 2g{a^ + 2a,ro + ajfj) 

1) Dieielbe Au^be ist nach einer anderen Methode in § 1 und § 9 des 
Aufflatze« des Verf. „Weitere Beitrilge zur Theorie der kleinen Schwingungen^' 
(Zeitflchr. f. Math. u. Phys. 52) behandelt. — Die vorliegende Arbeit knüpft an 
die folgenden Abhandlangen an : Weierstraß, über eine Gattung reell periodischer 
Funktionen (Werke Bd. U); Staude, über eine Oattung doppelt reell periodischer 
Funktionen zweier Veränderlicher (Math. Ann. 29); über die Bewegung eines 
schweren Punktes auf einer Rotationsfläche (Act. math. 11); über bedingt periodische 
Funktionen und Anwendung derselben auf Mechanik (Joum. f. Math. 105). In 
betreff der Untersuchung kleiner Schwingungen im Anschlufi an diese Abhand- 
lungen vergl. die folgenden Aufsätze des Verf.: Zur Theorie der kleinen endlichen 
Schwingungen von Systemen mit einem Freiheitsgrad (Zeitschr. f. Math. u. Phys. 49); 
Bewegungen in der Nähe einer stabilen Oleichgewichtslage (Joum. f. Math. 126). 



Zur Theorie der Bewegung eines schweren Punktes auf einer Botationsfiftche. 3 

usw. Damit der schwere Punkt beständig in der Nähe des Parallel- 
kreises vom Radius r^ bleibt, setzen wir Ä<.0, also Sa^ + 2ajr^> > 
Yoraus; mit andern Worten, es soU 

mn) + r,f"(r,) > 

sein. Ea besteht die Faktorenzerlegnng 

%) = (B* + ^1 ü + ft) (Go + GiR + G,R* + •••); 

Gi = A' •\- • ■ ■ 

usw. Weiter ist 

B^ + g^B + gt - (B-c)(B - c); 



Wir setzen 

and führen an Stelle von H, K die Integrationskoustanten H, L ein. 
Dann ist 

eine Potenzreihe Ton H, L, worin die nicht angeschriebenen Glieder 
mindestens zweiten Grades sind, und es wird 






femer 

(?o + GiB + A + A'R + {2- i^) H+--, 

also 

Schließlich ist 
(ro + B)>/i + rC»-« +~äT* = yr+^- (r„ + (l + ^i^) Ä + 

1» 



• • • J • 



4 «T. IIorn: 

Man hat demnach 






wenn 11 zur Zeit ^ = den größten oder kleinsten Wert c annimmt 
und wenn zur Zeit / der zwischen c und c gelegene Wert R zum ersten 
Mal erreicht wird.^) 

3, Durch die Substitution 

-ß = o 1" 2 cos ü = —-//+•• + Z» COS V 

erhält man 

wo §(q, Sl„ Stj, . . . Potenzreiheu von if, L sind; insbesondere ist 
unter Anwendung der Bezeichnung 

P"^ Y —A \ A* A Ä(l+a*)l' 

'^ r —A \ ^ 1+rt? 2^/ 

Wir setzen 

G)=^x%^:t{a+ ßH+ ' ..) 
und 

00 

H = " t = V + /^ ®ri>*' sin VI? , 

»•=1 
wo 

®r =» ÖT (^ = 1.^,..) 



t*iut* lV>t4^nzreihe von H, L und insbesondere 
i»t. 

r K» jtilt dM Zeichen — oder +, je nachdem c>c oder c<c ist. In 
Nr. ^ fällt dui doppelte Vorzeichen fort,, und t unterlicjjrt keiner Beschränkung 
moUr NV'l Zti«chr. Math. Phys. 4», 267 ff. 
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Als gerade periodische Funktion von u mit der Periode 27t läßt 
sich cosr in eine Fouriersche Reihe von der Form 



OB 

COS V =^ ^n COS n u 



n=0 



entwickeln; es ist 



Aq = - I COBV du =- I C08 17 j-(lv y 







A„ = / cosü cosnudu = — 1 sini; B'mnndv («--i,l\. .)• 


Zunächst ist 

n 

A = ifeoBvd + «licosf + . . .) ,/t, -= ^ ®i^ = /„ ^^ + • • • 

U 

Wenn 

»j = M — v = 93i L sin r + • • 

gesetzt wird, hat man 

sin H = sin v cos rj + cos v sin rj = sin t' + l^iL sin 2r + • • • 
und 

A^ «= - 1 sin «• (sin i? + | ©j// sin 2i; + • • •) dv = 1 + • . • 


Nunmehr ist 

lt^-^^^H-\ h /' (^ /' + cos //+••) 

oder 

n^^^^L" cos nu, 

WO die 9i^ Potenzreihen von //, L sind und inshesondore 



9i„--^'2i/ + ..., ?R, ^- 1 + .... 



4. Aus 



«p = (Ä„ + üT) r 



Vl + r(r,+B)'dB 



(r. + Ä) V{c_ B) (ij - c) • y- (C?;+ ö. Ä + • • •) 
folgt, vrenn man 



6 J. HoRV: 

beachtet; 



®o^ H-^/Svi" sin vV; 






wo Co, S|, &2; - • * Potenzreilien von H, L sind; insbesondere ist 

©o = x + Air+..., 6^ = ^ + ..., 

wobei gesetzt ist: 



X- y 3-j , 

V —A \ Ä* '^ A"^ ga^r^ A{l + aljh 

f* K — ^ Vl + af ro 2^/' 



Um den Winkel w als Funktion von u =^ —t darzustellen, setzen wir 

00 

und erhalten 

9 = Co** + t(v), 
wo 



OP 



aU uu((erade periodische Funktion von u mit der Periode 2n die Ent- 
wicklung Buläfit: « 

^(t?) «a y -B«, ßinnu. 

lllarbai ist 

flf^ — I ^(v)^nudu'^ — /costiM-j^dv 

— /cos nii » y i/((£y — ©0®!') ^"^ ^8 ^^ ' ^^' 

I>U AnhHtn «ind so gelegt, daß für qp«0 f = ist. Wenn der zwischen 
I* uiul !>' gttlo|n>iio Wert B zum ersten Mal erreicht wird, gilt das Zeichen — , 
wtim V .^{\ das Zeichen -f« wenn c<c ist Schon in der folgenden Zeile f&Ut 
(las doppelte Voneichen fort. 
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Wegen 

" cos u =- cos V cos ri — Binv Bmrj 

und 

ri =« 93iXr sint; + • • • 

oder 

C08U = cosv — yS9ii + j^iL C08 2t; + • • • 

ergibt sich 

Für 1 = oder t« =» jr nimmt qp den Wert 

oj = «Gq = ;r(x + AÄ + • • •) 
an. Also hat man 

n = l 

WO die @^ ebenso wie Tj Potenzreihen von H, L sind; insbesondere ist 

5. Wir wollen noch die rechtwinkligen Koordinaten x, y, z des 
bewegten Punktes als Funktionen von t darstellen. 
Zui^chst ist 

z = f(r^ + U) = ao + aji,+ a,B* + • • • 
oder 

^=2'2;„i'' cosnu, 

wo die X^ Potenzreihen von H, L sind and insbesondere 
Ferner ist, wenn man 




setzt. 



%^q>--u 



X =« r cos 9 = (ro + B) cos ( - + %) 



- cos - « • (r^ -f Ü j cos X — sin - u • (r„ + B) sin ;|r , 



y = r sinqp - (ro + B) sin (® + x) 



— sin - a • (r^j + JB) cos ;|f + cos — M • (r^ + Ä) sin % . 
Es ist 



=- y — . . . =« f^ - /^ Sin je 4- . . . 



8«iZ = Z „ 



8 J. HoBN : Zur Theorie der Bewegung eines schweren Punktes tuw. 

und 

(ro + B)coax= >'^,i" cos « m , 



n=0 



0» 



{r^ + R) sinx ='^Cl^D' sin nu, 
WO die Sß^, D„ Potenzreihen von /f, L sind; insbesondere ist 

a^L — yx 



^=^0-''-^ + 



Also haben wir 



oc 



X = cos - u -^ ^„i" cos nu — sin - u «^ D^Z** sin n«, 

00 oc 

y = cos u ' ^C^L^ sin nw + sin — m -^^„D* cos nti.^) 

Wir drücken die Integrationskonstanten //, K bezw. /T, L durch 

die Werte c und c' aus, welche B = r — r^ und ,^ — ly^ für ^ = an- 
nehmen. Aus 

2//0 + 2H^{r, + cy (% + cy + 2f/f(r, + c) , 

ergeben sich 

IT« 2gai • c + roj/^^o * ^' H > 

als Potenzreihen bezw. ganze rationale Funktionen von Cj c\ Da 
sich in 

die Glieder ersten Grades in c, c' wegheben, so ist L die Quadratwurzel 
aus einer mit Gliedern zweiter Dimension beginnenden Potenzreihe von 
c und c\ 



1) Bei Staude a. a. 0. sind die Koeffizienten der verschiedenen Fouri er- 
gehen Reihen, sowie die Größen o und Q nur durch Quadraturen dargestellt. 
Für die hier betrachtete Bewegung in der Nähe eines Parallelkreises konnten wir 
sowohl die Reihenkoeffizienten als auch die Größen c, c und co, o nach Potenzen 
der kleinen Integrationskonstanten H, L entwickeln. 
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Die Tantallampe der Firma Siemens & Halske A.-G. 

Von E. BüDDE in Berlin. 

Wenn auch die quantitativen Strahlungsgesetze erst eine Er- 
rungenschaft des letzten Jahrzehnts sind, so war doch schon lange 
bekannt, daß bei Körpern, welche durch bloße Temperaturstrahlung 
Licht aussenden, der sichtbare Strahlungsanteil mit der Temperatur 
steigt. Und die Technik hatte schon fröh^) hieraus den Schluß ge- 
zogen, man würde eine möglichst ökonomische GUihlampe erhalten, 
wenn man als Leuchtkörper einen Faden verwendete, der eine möglichst 
hohe Temperatur aushält. Die Schädlichkeiten, denen der Faden in 
der Hitze standhalten muß, sind Schmelzung, Zerbrechen und Zer- 
stäubung. Namentlich die letztere spielt bei den Glühlampen eine 
wichtige Rolle. In der ersten Zeit, nachdem Edison den Kohlenfaden 
erfunden hatte, benutzte man die Glühlampe so lange, bis der Faden 
brach, auch wenn sie kohlschwarz geworden war; neuerdings ist man 
dahin übereingekommen, die Lampe als ausgedient anzusehen, wenn 
sie 20% ihrer ursprünglichen Leuchtkraft verloren hat. Der „öko- 
nomische Tod" der Lampe wird demgemäß in der Regel durch Zer- 
stäubung herbeigefahrt; der Faden an sich hält meistens bedeutend 
länger. 

Bei den ersten Versuchen, eine Glühlampe mit höherer Faden- 
temperatur herzustellen, hielt man sich an die Kohlenfäden, deren 
„Unschmelzbarkeit'^ ihnen von vornherein eine besonders günstige 
Stellung zu sichern schien. Die Versuche nach dieser Richtung hatten 
aber keinen durchschlagenden Erfolg. Es ist nicht schwer, ausgesuchte 
Kohlenfäden herzustellen, die mit einem Energieverbrauch von etwa 
2,6 Watt pro HK brennen, während die gewöhnliche Kohlenlampe 
3,2 bis 3,5 Watt verbraucht; aber es scheint, daß in der Hitze mole- 
kulare Umänderungen des Fadens eintreten, welche seine Festigkeit 
vermindern und seine Zerstäubungstendenz erhöhen, sodaß man nicht 
mit Sicherheit auf eine genügende Lebensdauer derartiger Lampen 
rechnen kann. Siemens & Halske entschlossen sich infolgedessen vor 
etwa 8 Jahren, die Versuche mit Kohlenfäden fallen zu lassen und 
sich endgültig nach einem metallischen Fa^ nmaterial von genügend 
hohem Schmelzpunkt umzusehen. Sie ga' n dem Chemiker ihres 



1) Vei^l. W. Siemen« in der „ETZ" 1888. Vol. IV, S. 107. 



Glühlampen Werkes, Dr. W. von Boltou, deu Auftrag, nach einem ge 
eigneten Körper zu suchen. Die anzustrebenden Bedingungen waren: 
Schmelzpunkt erheblich über 2000*, geringf Zerstäubung, Vorkommen 
in solcher Menge, daß das Erzbedürfnis der Technik ohne Schwierig- 
keiten befriedigt werden kann. 

Die letzte Bedingung sehieu die Platinmetalle auszuschließen . 
Dr. von Boltou suchte infolgedessen unter den HOgenannten seltenen 
Metailt'n mit höherem Atomgewicht und fand, daß einzelne Körper aus 
der Vaiiadiumgruppe entsprechende Eigenschaften zeigten. Vanadium 
selhnt erwies sich noch als zu leicht schmelzbar, Niob hatte schon 
«inini recht hohen Schmelzpunkt, neigte aber in übermäßig hohem 
Oraile zur Zerstäubung. Dann ging man zum Tantal über. Die Re- 
duktion erwies sich anfangs als recht schwierig, und zwar hauptsächlich 
dt)Hliulb, weil das Tantnlmetall, wenn man es durch kohlehaltige Mittel 
reduziert, stets Kohlenstoff aufnimmt. Doch zeigte sich, daß man 
duroll starkes Glühen von Tantalverbinduugen in einem giit unter- 
halttmou Vakuum ziemlich rejnos MetaU herstellen kann, und diese 
lltimerkiing führte allmählich zu der Methode, nach der das Tantal 
JDtHt her^eslellt winl: Tantalkaliumfluorid wird mit metallischem Kalium 
rt'ilu«it*rt. Dipl Ergebnis der Reaktion ist ein grau schwärzliches Pulver, 
wuli'htiH vom Auslaugen aber noch Verunreinigungen enthält. Das 
Piilvtü' wird XU kleinen Scheiben gepreßt und dann im Vakuum durch 
«tiiiDU eli<ktriHch(-n Lichtbogen erhitzt, wobei das zu schmelzende Material 
nli Aunde diiMit. während die Kathode ihrerseits aus einem Tantalstiick 
linntidit. Ihn lUngereni Durch schmelzen dissoziieren sich die in dem 
l'i'lL)iui'at enthaltenen Gasreste und entweichen heim fortwährenden Aus- 
)mni|ii*n; oh bloibt ein Kuguhis von reinem Tautal. 

DiM Wnrl Metall wird heutzutage in zwei deutÜcli verschiedenen 
1 lud m Illingen gi>l>ruucht: Der Chemiker versteht darunter ein Element, 
wcliili«» mit SiiuBr«t(iff Hosen, oder wenigst^us eine Base, bildet; der 
PliVMihi'r «inen uiidiirchsichtigen Leiter erster Klasse mit den bekannten 
Gliui»i>JittiiiNohufl^u. Im chemischen Sinne ist das Tantal nicht ein 
MkI'mII XII iii'iuinni ei« ist bis jetzt kein Salz desselben iiekaiint, in 
ivtdoliKiii diku TnntalHtnm die Holle des Kations spielt: es bat vielmehr 
In MtiiiiPiii ohonUNcheii Verliulten eine erhebliche Ähnlichkeit mit 
Hillcium, Ka «inhl ein wenig dunkler als Platin, aber beller als Eisen 
iUH, liiit iitif(i'fillir den Glanz des Platins und nach dem Schmelzen und 
Zinlien dnn «jicKÜischc Gewicht 16,»^. Sein höchBte.>i Osvd, die Tantal- 
xllur», TA,0^,, int oin weißes nichtleitendes Pulver. Die niederen (>3iyde 
Mi'liKM Mchwiirzlichbntuii luin und besitzen in der Kälte eine mäßige 
Loiliingsfilhigkeit für deTi elektrischen Strom. An der Luft erhitzt, 
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lauft es ähnlich wie Stahl an, bei 400« gelb, bei 500 bis 600« tief 
dunkelblau, bei heUer Glühhitze verbrennt es, und zwar ohne merkliche 
Flanune. - Mit Wasserstoff und Stickstoff verbindet es sich schon bei 
Roi^lut begierig und bildet brüchige, dunkel-metallisch aussehende 
Verbindungen. Kohlenstoff nimmt es mit äußerster Leichtigkeit auf 
und bildet mehrere Karbide, die schwärzlich aussehen, einen gewissen 
Metallglanz haben und sehr spröde und so hart sind, daß sie Glas 
schneiden. In der Kälte ist es gegen die gewöhnlichen chemischen 
Agentien außerordentlich beständig. Es reagiert nur gegen Flußsäure 
und geschmolzene Alkalien; durch Kochen in Salzsäure, Königswasser, 
Salpetersäure und Schwefelsäure wird es nicht angegriffen, ebensowenig 
durch alkalische Lösungen von mäßiger Konzentration. 

Was die physikalischen Eigenschaften angeht, so ist es hämmer- 
bar, walzbar und läßt sich zu sehr feinen Drähten ziehen. Die ab- 
solute Festigkeit dickerer Stücke ist etwas größer als die des besten 
Stahls (93 kg pro qmm); beim Ziehen zeigt es in hohem Grade die auch 
für andere Metalle bekannte Eigenschaft, daß die scheinbare Zerreiß- 
festigkeit mit der Abnahme des Durchmessers bedeutend wächst; ein 
Draht von 0,1 mm Durchmesser trägt noch ca. 1200 g, und ein solcher 
von 0,05 mm Durchmesser (wahrscheinlicher Fehler der Dickenbestimmung 
etwa 0,001 mm) trägt noch 310 bis 440 g. Der elektrische Widerstand 
des Materials bei Zimmertemperatur beträgt 0,165 Ohm für 1 m Länge 
und 1 qmm Querschnitt. Sein 
TemperaturkoefGzient ist positiv 
und hat zwischen bis 100^ C 
den Wert 0,30; bei der Tempe- 
ratur, welche der glühende Faden 
in der Lampe annimmt, wenn er 
mit 1,5 Watt pro HK belastet 
wird, steigt der Widerstand fast 
genau auf das Fünffache desjenigen 
Wertes, den er bei Zimmertempe- 
ratur hat; er beträgt dann für 1 m 
Lange und 1 qmm Querschnitt 0,830. 

Fig. 1 zeigt die Widerstands- 
zunahme eines Tantalfadens und 
zum Vergleich diejenige eines 
Kohlen&dens, wobei als Abszisse die Spannung, als Ordinate der Wider- 
stand aufgetragen und der Maßstab so gewählt ist, daß bei einer Strom- 
belastung von 1,5 Watt pro HK sowohl Spannung wie Widerstand 
»100 gesetzt sind. 



toaiß'iiifntanä 



mo 
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Spannung 

Fig. 1. 



Der Sclmielzpiiiii£t des Tiintalfl liegt Äwischen 1i2bO und 2300", 
wahrscheinlich näher an 2200", Der Schinelzimg geht ein allmähliches 
Erweichen voran, welches eich über ein Teniperaturint«rva]l von inehrert'n 
hundert Grad zn erstrecken sclieint. 

Der hohe Schmelzpnnkt ließ diis Tantal für Olühlampen geeignet 
erscheinen; es zeigte aich femer schon bei den ersten Versuchen, daß 
das Material, wenn es rein und wenn die Lampe gut gepumpt ist, sehr 
wenig zerstäubt. Damit war seine Brauchbarkeit erwiesen. Aus dem 
spezifischen Widerstand und aus dem Lichteffekt einiger Versuchs- 
lampen ließ sich berechnen, daß zur Herstellung einer 25-kerzigen 
Lampe, die bei 110 Volt brennen sollte, ein Tantaldraht von 0,05 in ni 
Durchmesser und von t>5 cm Länge erforderlich sein würde. An die 
eigentliche Lanipenfabrikation trat also die Forderung heran, einen 
sehr dünnen Draht von dieser Länge im Innern einer filflhlampen- 
birne unterzubringen. Diese Aufgabe machte anfangs einige Schwierig- 
keiten und wurde schließlich von dem Direktor des Glühlampenwerkes, 
Dr. Feuerlein, in der in Fig. 2 abgebildeten Form gelöst. 

Wie man aus dem Bilde sieht, enthält die Lampe einen zentralen 
Ständer von Glas. An diesem Ständer befinden sieh 2 linsenförmige 
Glaskörper von horizontaler Fläcbenausdehnuug, der obere am oberen 
Ende des Ständers, der untere etwa 12 mm tiefer. In diese Linsen 
sind Nickeldrähte eingeschmolzen, die einen doppelten Stern bilden; 
jeder Nickeldraht hat am Ende ein Häkchen, und zwischen diesen 
Bäkchen ist der als LouchtkÖrper dienende Tantaldraht zlckKackfÖrmig 
hin- und hergespanut. Seine beiden Enden sind an Platindrähte an- 
gelötet, welche durch den Fuß nach außen füiiren und somit in üblicher 
Weise die Verbindung mit dem Stromnetz vermitteln. 

Die in Fig. 2 gezeichnete Ausführung hat sich als i-eclit stabil er- 
wiesen. Sie hält starke Erschütterungen aus, sodaß die Lampe weit- 
gehende See- und Eisenbahntransporte vertrat. Das einzelne Drahte 
stück, welches von einem Häkchen zum nächsten führt, ist so kurz, 
daß es sich auch in der Hitze nicht merklich durchbiegt. Demgemäß 
brennt die Lampe in jeder Stellung und ist nicht, wie z. B, die 
Osmiumlampe, an die Bedingung des Sonkrecbthcrabhängens gebunden. 
Das Licht ist, der höheren Temperatur entsprechend, weißer als das der 
gewöhnlichen Koblenlarape. Sie brennt mit einer Belastung von 1,5 
bis 1,7 Watt pro HK (kleine individuelle Verschiedenheiten sind bei 
der Dünne des Drahtes nicht zu vermeiden gewesen) und hat bei dieser 
Belastung eine normale Lebensdauer von 400 bis 500 Stunden. Bei 
Wechselstrom scheint sie etwas geringere Lebensdauer zu haben als bei 
Gleichstrom. Vielleicht weil der dünne Tantaldraht sich innerhalb jedes 
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Strom wechseis verbältnismäBig stark ahkQlilt und demgemäß einem 
kräftigeren Teniperaturwechscl ausgesetzt ist, als z. B. der Kohleufadeii. 
Man wird vielleicht dahin kommen, beaimdere Wi'i^^hselstromlampen 
einzuführen, deren Wattverbmuch um ein f^i-Tinges höher ist alt der- 
jenige der Gleichstrom km peiL. 

Die Tantallani|ie teilt mit 
einigen KohJenlampen die merk- 
würdige Eigenschaft, daß ihre 
Lichtstärke innerhalb der ersten, 
etwa 20, tiebrauchsshmden 
merklich zunimmt, um 15 bis 
20'/o. Zu gleicher Zeit nimmt 
der Stroniver brauch um etwa 
3 bis 6\ zu, während der spe- 
zifische Energieverbrauch auf 
1,4 Watt pro HK herabsinkt. 
Die Lampe wird also in den 
ersten Lebensstunden besser, er- 
reicht ein Optimum, und von 
da ab nimmt ihre Lichtstärke 
stetig und langsam ab, bi» sie 
nach etwa 40() Stunden auf 
H0% des Ä nfangs wertes ge- 
sunken ist. 

Dieser ganze Voi^sng deutet 
offenbar darauf hin, daß in 
dem lange Zeit erhitzten Tan- 
tiüdraht. wie übrigens in fast 
allen Körpern, molekulare An- 
denmgen vor sich gehen. Zum 
Teil spielt da einfach die Kapil- 
larität mit. Wie schon gesagt, 
erweicht der Tantalfaden bereits 
nnterhalb der Schmelztemperatur 
nicht soweit geht, daß der Faden in Tropfen zerfällt, so macht sich 
doch die kapillare Kontraktion geltend. Und Kwnr erstens darin, daß 
die Taatslfädeii durch \'erkürzuug straffer werden. In der frischeu 
Lampe sind diese mit Absicht etwas lose gewickelt; in einer Lampe, 
die 20Ü Stunden gebrannt hat, sitzen sie straff zwischen den tragenden 
Häkchen. Bei noch längerem Breniieu verlieren ^e Tantaldrähte ihre 
(Jilätte, sie bekommen ein eigeuttlmlich glitzeriges Ansehen, und unter 
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4 



14 



K, Bin 



i Die Tantallniiiiie 'ter Firma -Siemeu« & Haleke Ä.-G. 



dem Mikroskop zeigt eich, daß ein Anfang von TropfenbilduDg atatt- 
gefiinden bat; sie sehen aus, als ob sie auf dem Wege wären, rosen- 
kranzförmig zu werden. 

Fig. ;i zeigt einen aolelien Faden, der 1000 Stunden gebrannt bat, 
neben einem frischen Faden, beide in hundertfacher Vergrößerung, 
Dementaprechend büßen auch die Taiitaldrähte, weuu sie längere Zeit 
gebrannt haben, einen Teil ihrer Festigkeit ein. Während sie, wie 
oben gesagt, im Ziistande der Frische rüttelnden Transport sehr wohl 
vertragen, sind sie nach 2ü0-stündigein Brennen spröde geworden und 
zerspringen bei mäßiger Erschütterung. Bei der gewöhnlichen Benutzung, 
wo die Lampen ein für allemal eingeschraubt werden, kommt diese Eigen- 
tümliclikeit iiatflrlicb kaum zur Beobachtung. 

Der Tantälfaden unterscheidet sich thermisch 

vom gewöhnlicben Kohlenfaden erstens dadurch, daß 
er viel dünner ist, und zweitens durch seinen po- 
sitiven Temperaturkoeffizienten. Die Folge diesei^ 
letzteren Umstandes ist, daß in dem Augenblick, 
wo der Strom geschlossen wird, die Tantallampe 
einen wesentlich stärkereu Strom bekommt als die 
Kohlenlanipe. In Verbindung mit dem geringen 
Volumen des Drahtes wirkt dies dahin, daß der 
Tantaldraht sich sehr viel schneller als der 
Kohlenfaden auf seine endgültige Leuchttemperatür 
erhitzt: Während man bei der Koblenlampe das 
Aufglühen des Leuchtfadens mit bloßem Auge ganz 
deutlich verfolgen kann, geschieht das Aufglühen 
des Tantaldralites in ao kurzer Zeit, daß es dem unbewaffneten 
Auge als momentan erscheint. Versuche, den Hergang strobosko- 
pisch zu verfolgen, sind eben im Gange. Das schnelle Ein- 
schießen des Stromes in den Draht bedeutet, wenn ea öfter wiederholt 
wird, vermutlich eine molekulare Anstrengung desselben. Auf der 
anderen Seite gibt ihm sein positiver Temperaturkoeffizient einen ge- 
wissen Widerstand gegen mäßige tHjerspannung; Erhöht man die 
Spannung in einer Kohlenlampe, so nimmt dadurch der Widerstand 
des Kohlenfadens ab, und die Erhitzung wächst bedeutend schneller 
als die Spannung; bei der Tantallampe ist das umgekehrte der Fall, 

Gegen sehr starke Überspannungen erweist sich die Tantallampe 
leidlich widerstandsfähig; eine solche, die für 110 Volt gebaut ist, 
kann man bei langsamem Erhöhen der Spannung bis auf etwa 260 Volt 
hinauftreiben, ehe sie unter gewaltig blendender Lichtentwickelong 
durchbrennt. 
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Wenn sie während ihres natürlichen Lebenslaufes eine Beschädigung 
erleidet, so kommt es nicht selten vor, daß sie sich sozusagen spontan 
flickt Reißt nämlich eine der Drahtwindungen, so fällt das frei ge- 
wordene Ende häufig auf den Nachbar und klebt dort fest. Die Lampe 
brennt also weiter, aber, da ein Teil des Widerstandes ausgeschaltet 
ist, mit stärkerem Strom als vorher; sie wird also plötzlich heller und 
geht dann freUich auch früher zugrunde. 

Aus geschäftlichen Opportunitätsgründen wird die Lampe zurzeit 
von der Firma Siemens & Halske für im Mittel 110 Volt und 25 HK 
gebaut. Sie kann auch mit geringerer Spannung und dann natürlich 
mit entsprechend geringerem Lichteffekt gebrannt werden; auch sind 
mäßige Abweichungen nach oben bis 120 Volt zulässig. Will man 
2 Lampen hintereinander schalten, um 220 Volt zu benutzen, so müssen 
die Lampen ausgesucht werden, sodaß beide Bestandteile des Paares 
ziemlich genau den gleichen Strom aufnehmen. Anderenfalls nimmt 
das besser leitende Exemplar zu viel Strom auf, wird dadurch über- 
anstrengt und geht abnorm früh zugrunde. 

Berlin, den 10. August 1905. 



Ranmknryen nnd Liniengeometrie. 

Von Paul EP8TEI^r in Straßbarg i. E. 

Die Elemente eines dreifach orthogonalen Systems werden ver- 
mittels der Formeln von Euler durch vier Parameter PiPtPaPtf welche 
die Bedingung 

(1) Pj+Pl+Pl+Pj-l 

erf&Uen, in folgender Weise dargestellt: 

(öi"=l>i+i4-i>8-rf. h-^(P%P9-PiPA)y <h'-'^{PiPA+PiPz) 
(2)ja, = 2(fti), + pii0, 6, -pI-pI+pI-pI, (^ = ^PtP^-PiPt) 

U =- 2(p,jp^-ftft), \ = KPzPi+PiPi)y c$ == pI-pI-pI+pI- 

Man kann nach dem Vorgang von Herrn Study ^) die Parameter p,. 
als homogene Punktkoordinaten in einem Raum, den wir „Parameter- 
raum'^ nennen wollen, auffassen; dann entspricht jedem Punkt dieses 

1) Stady, Sphärische Trigonometrie, orthogonale Substitationen und ellip- 
tische Funktionen. 1S93. 
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Raumes außerhalb der nullteiligen Fläche a^ + a| + ^ + ^ = 0^ ins- 
besondere jedem reellen Punkt ein bestimmtes orthogonales System, 
und umgekehrt wird jedes orthogonale System durch einen ^^arameter- 
punkt" (p) repräsentiert, dessen Koordinaten durch die Formeln 

(3j 2h '2h '2h 'Ih = U + «1 + ''2 + ^3) ' (h - ^t) ' (^1 - «ä) • («« - h) 

gefunden werden können. 

Zwei orthogonale Systeme, (afi^c,) mit den Parametern (PiP^p^p^ 
und {a^ß^y^ mit den Parametern (^i^s^r^^rj, kann man zu einem 
neuen System 

(4) 6, = a,\ + Ä&, + y,&3 

l c, = u^c^ + ftc, + y<^ 

zusammensetzen, dessen Parameter 91^2^8 ^4 ^^^^ mögen. Es entspricht 
dann der Zusammensetzung der beiden ersten Systeme eine bestimmte 
Transformation im Parameterraum, durch die man aus den Punkten 
(p) und {tc) den Punkt (9) des komponierten Systems erhält. Nun 
findet man leicht, daß die Parameter q^ aus den p^ und n^ durch die 
Formeln der Multiplikation von Quaternionen : 

^8 = ^ilh f ^ah - ^aPz + ^»A 

ft = ^iPl + ^aP% + ^lA - ^8^4 
94 = ^4Ä - ^8ft + ^8ft + ^il>4 

hervorgehen, und diese Gleichungen stellen bei konstanten Parametern n^ 
eine bestimmte KoUineation des Parameterraums vor, die unter dem 
Namen Schuinmg^) (erster Art) bekannt ist. Es bleiben dabei zwei 
konjugiert imaginäre Geraden, die Achsen der Schiebung, fest, und 
sämtliche Punkte verschieben sich längs der Geraden einer linearen 
Strahlenkongruenz, die die beiden Achsen zu Leitlinien hat. 

Wir haben also den Satz: 

Der Zusammensetzung von zwei orthogonalen Systemen entspricht 
eine Schiebung im Parameterraum. 

Die Lage der Achsen ist bedingt durch die Parameter 7t ^, also durch 
den zugehörigen Parameterpunkt, dergestalt daß zu einem Parameter- 
punkt mit den Koordinaten tc^ :n^:n^: tc^ ein Paar konjugiert ima- 



(5) 



1) Klein, VorleHungon über Nicht -Euklidische Geometrie. 1890. Eine 
ä<*.hiebung zweiter Art erhält man, wenn man die Systeme in anderer Weise 
Bosammensetzt. Vgl. auch Study, Monatshefte für Mathematik und Physik Bd. I, 
S. 861. 
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ginirer Achsen gehört, deren PlQckersehe Linienkoordinateny abgesehen 
von einem Pioportionalit2ts£ftktor, durch die AasdrQcke gegeben sind 

(6) 3r„ = ar^ = -t, t, ± i;r^aj. 

worin o = + V^rl + :r| -j- ^ . 

Umgekehrt gehören aber zu jedem Paar Achsen unendlich viele 
Punkte (V). denn durch die Gleichungen (5) sind nur die Koordinaten 
ar^ : :r^ : x^ eindeutig bestimmt, während .Tj willkQrlich bleibt: alle diese 
Punkte liegen auf einer Geraden, die die beiden Achsen schneidet und 
durch eine Ecke des Fundamentaltetraeders gegenüber der Ebene x^ = 
hindurchgeht. 

Bei allen durch die Gleichungen (4) dargestellten Schiebungen 
geht nicht nur die absolute Flache -rj4"-'| + ^ + -'i = in« sich 
selbst über, sondern es bleibt auch ein ganzes Bündel ron linearen 
Komplejcen unverändert, welches durch die paarweise involutorischen 
Fundamentaüiompleüce 

bestimmt ist: die Achsen samtlicher Schiebungen sind die gemeinsamen 
Geraden aller Komplexe des Bündels und sind Erzeugende der absoluten 
Flache. 

Wir kehren zu den Gleichungen {2) des orthogonalen Systems 
zurück und nehmen an, daß die Parameter ;>,- Funktionen einer Variahlen s 
sind. Dann können wir die Elemente a-, &,-, c^ als die Richtungskosinus 
eines beweglichen rechtwinkligen Dreikants ansehen. 

Wir yerlangen jetzt, daß die o^, 6-, r,. (' = i. s, s) die Richtungscosinus 
der Tangentty Haupt- und Binormaie einer Baumkurve mit dem Bogen- 
element ds sein sollen und fragen: 

Wddie Bedingungen müssen die Parameter p^ p^, p^ p^ erfüllen, damit 
die Eulenchen Formeln die Bichtungskosinus den begleiteitden Dreikants 
einer Baumkurte darstellen::' 

Wir gebrauchen im folgenden die Bezeichnung 

(8) Pik^^Piplt-Pipi, 

wobei die Akzente Differentiationen nach ^ andeuten. 

Sind nun r und q der Krümmungs- und der Torsionsradius der 
Raumkurve, so bestehen die Frenetschen Differentialgleichungen 

^^ ds r ' d>i \r "^ p/ ' ds q ' 

und wir können unsere Aufgabe so ausdrücken: 

ArehiT d«r MatliematU and Pbjrtik. IIF Reihe. X. 2 
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Es sollen die Parameter in den Eulerschen Formeln so bestimmt 
werden, daß die Frenetscfaen Gleichungen erfüllt sind. 

Wir differenzieren die Ausijipücke für a^, er,, a^ in den Formeln (2) 
nach ^ und erhalten: 



(10) 



2 -y =i^2i>3 +PzP2 + PiPa + PxP'l 



2 V = PtP[ + P^P2 - Pl Pz - Pf^P'l 



Hier multiplizieren wir der Reihe nach mit l\j h^y \, indem wir dafür 
rechts die Ausdrücke aus (2) einsetzen, addieren die drei Gleichungen 
und erhalten nach einiger Rechnung, wenn wir noch rechts den Faktor 
P\ +i^| +i^3 +i^4 = 1 weglassen, die einfache Formel 

(11)' ^=-Ä4-i>2»- 

In gleicher Weise verfahren wir mit den Ausdrücken für r,, c,, c^ in (2) 
und erhalten: 

(12) - 2^ -Pn-Pw 

Multipliziert man aber die Gleichungen (9) der Reihe nach mit 
^1' ^iy ^8 ^^^ addiert, so sieht man, daß 

(13) Piz-PAt-^ 

sein muß, und erkennt ohne besondere Schwierigkeit, daß unter Voraus- 
setzung der Gleichungeti (11), (12) und (13) die Frenetschen Gleichungen 
identisch erfüllt sind. Wir haben damit folgenden Satz gefunden: 

Damit durch die Eulerschen Formeln die Richtungskosinus des be- 
gleitenden DreiMnts ei^ier RaumJcurve dargestellt werden, ist notwendig 
und hinreichend, daß die Parameter p^, p^, p^, p^ der Differentialgleichung 

Pi fis ^3 ds P^ fJs ^« ds 

Genüge leisteti; es bestimmen sicJi dann Krümmung und Torsion der 
Kurve durch die Formeln (11) uml (12). 

Diese Resultate lassen sich nun durch Übertragung auf den 
Parameterraum in einfacher Weise geometrisch deuten. 

Sind die Richtungskosinus a,, &^, c,. Funktionen einer Veränderlichen 5, 
so beschreibt der zugehörige Punkt im Parameterraum eine „Parameter- 
kurve" Diese Kurve wird von besonderer Art sein müssen, wenn die 
a,., &., c^ gerade die Richtungskosinus des begleitenden Dreikants einer 
Raumkurve sein sollen. Nun stellen offenbar die p^J^ die Plückerschen 
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Linietikoordinaten der Tangente an die Parameterkurve im Punkt {p) 
Tor, und die Gleichung (13) bedeutet, daß sämtliche Tangenten der 
Parameterkurve dem Fundamentalkomplex p^^ — 2)^2 "^ ^ angehören 
müssen. Die Parameterkurve muß also eine Komplexkurve sein. Bei 
einer solchen Kurve ist bekanntlich jeder Kurvenpunkt seiner Schmie- 
gungsebene in dem zum Komplex gehörenden Nullsystem zugeordnet, 
und es ist daher die Komplexkurve eine Ordnungskurve des Nullsystems. 
Wir haben also den Satz: 

Damit durch die Formeln von Eulcr die Richtumjskosinus des be- 
gleitenden Dreikants einer Raumkurve dargestellt tverden, ist notwendig 
md hinreichend y daß die Parameterkurve eine Ordnungskurve des dem 
Fumhmentalkomplex p^^ — p^^ = ^ zugeardneten Nulls tjstems ist. 

Es stellen also die Euler sehen Formeln eine bestimmte Trans- 
formation vor, hei der sämtliche Raumkurven in Kurven eines linearen 
Komplexes übergehen. 

Nehmen wir z. B. eine allgemeine Schraubenlinie und legen die 
-J-Acbse parallel den Erzeugenden des Zylinders, auf dem die Kurve 
verläuft, so können wir, wenn 9 irgend eine Funktion von s, k eine 
Konstante bedeutet, für die Richtungskosinus der Tangente ansetzen: 



^1 = <P 7 Og = ]/l — A*^ — 9^ , «3 = k 
and erhalten damit die Richtungskosinus der Hauphiormale 

6^ = 1^J[_-"^', 6, = ---^--, 63 = 0, 

1 yi _ A* ' * yi - it« ' ^ ' 

die Richtungskosinus der Binormale: 
femer Krümmung und Torsion: 



r |/i "__ jc^ _ y«' p yi _ k* — q>* 

^un finden wir mit Hilfe der Formeln (3) die Parameter: 



^1 yi _ k^ ^^ ^^ 



k 



Xp. = - --— — fl -k^^(p' 



k 






*>* 
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worin infolge (1) 

zu nehmen ist, und können zunächst die Formeln (11) und (12) f&r 
Krümmung und Torsion, sowie die Formel (13) verifizieren. Weiterhin 
aber sehen wir, daß die Gleichungen 

(15) kp, + (1 - vr^^')p, = , kp, - (1 - Vi- k»)p, = 

stattfinden, und wenn wir noch beachten, daß wir die Gesamtheit der 
Schraubenliuien aus den hier betrachteten durch eine Koordinaten- 
transformation ableiten, die sich im Parameterraum, wenn wir von ein- 
facher Translation absehen, in eine Schiebung übertragt, so können wir 
folgenden Satz aussprechen: 

Der Gesamtheit der allgemeinen Sdiraubeniinien entsprechen vermöge 
der Eulerschen Formeln die Strahlen der linearen StrahlenkongruenZj 
die die Kanten (13) und (14) des Fundamentaltetraeders mi Leitlinien 
hol, sowie die aus ihnen durch irgend eine Schiämng hervorgehenden 
Strahlen, Die Gesamtheit dieser Strahlen bilden gerade den Funda- 
mentalkomplex j?i8 — i>41 = 0. 

umgekehrt ist leicht zu zeigen, daß jeder Strahl des Fundamental- 
komplexes als Parameterkurve eiuer allgemeinen Schraubenlinie aufgefaßt 
werden kann. Es ist nämlich die Strahlenkongruenz, deren Strahlen 
die Kanten (13) und (24) des Fundamentaltetraeders tre£Pen, der Schnitt 
der beiden speziellen Komplexe 

also bestehen für die PflETameter die Differentialgleichungen 

PiPz-PiP[ == 0, PiP'^-PtP^ ■= 0, 
und es ist 

(16) Ä-ajPi, Pi-ßPi-, 
worin a und ß konstant. Daraus ergibt sich 

Pu =- ßPii 7 As =" ~ «A« 7 Psi = «M2 
und 

(17) Pu - As = (« + ß)Pu y Pu - Pu = (1 - <^ß)Pu y 
folglich nach (\\) und (12): 

=« const. , 

wodurch die Kurve in der Tat als eine allgemeine Schraubenlinie ge- 
kennzeichnet ist. 
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Gleichzeitig sehen wir, daß jeder Komplexkurve eine ganze Familie 

vofi Baunikurven zugeordnet ist. Berechnen wir beispielsweise für die 
eben betrachtete allgenieine Schraubenlinie nach den Formeln (2) die 

Bichtungskosinns der Tangente, indem wir zu (16) noch die Formel 

(1 + a')pi + (1 + ß')pl => 1 
hinzunehmen, so ergibt sich 



a 



* 1 + /?• " 1 + /?» ^1 

also haben die Erzeugenden der Zylinder, auf denen sämtliche durch 
die Gleichungen (16) charakterisierten Schraubenlinien yerlaufen, die 
gleiche Richtung; ihre Richtimgskosinus verhalten sich, da wir nach 
(17) den Fall a + /J « ausschließen dürfen, wie 

(1 + a/J) : : (/J - a). 

Nennen wir die Richtung dieser Erzeugenden die Adisenriditung der 
Schraubenlinie, so können wir jetzt folgenden Satz aussprechen: 

Jede Gerade des Fundamentalkomplexes p^^ —Psa^^ ^^^ Parameter- 
hurve für eine ganze Familie von allgemeinen Schraubenlinien mit ge- 
meinsamer Achsenrichtung und gleichem Verhältnis zwischen Krümmung 
\md Torsion, 

Die Aufgabe, zu einer Raumkurve, von der Krümmung und Torsion 
als Funktionen der Bogenlänge gegeben sind, die Parameterkurve zu 
finden, ist gleichbedeutend mit dem Integrationsprobletn der natürlichen 
Gleichungen einer Raumkurve und wäre mit den hier gegebenen Hilfs- 
mitteln in folgender Weise zu lösen. Wir haben in den Formeln (1), 
(11), (12), (13) vier Gleichungen zur Bestimmung der Parameter, die 
^ir so schreiben können: 



PiP 
P%P 
PiP 
PaP 



+ PlPi+PiPi+P4P4'=='^ 

+ PlPi +P4Pi,'-PtPA = - äp 

-PiPi +PiPz +P2P4 = 

+ PBPi-PtPi+PlP4==' 2/ 



Aq8 ihnen finden wir durch geeignete Kombination die folgenden 



(18) 
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Differentialgleichangen^ die eine bemerkenswerte Ähnlichkeit mit den 
Frenetschen Oleichnngen besitzen: 

Wir setzen jetzt 

und erhalten aus den Gleichungen (18) durch paarweises Zusammen- 
fassen: 

und hieraus für x die lineare Differentialgleichung 

(19) ."-.'^4log(l-i) + f(l. + i,) = 0. 

Setzt man aber 

ft + iPi^'i, Pi - '*A = ^» 
so ist 

und man erhält f&r £ dieselbe Differentialgleichung. 

Die Aufgabe ist also auf die Integration der Differentialgleichung 

(19) zurückgeführt; und diese geht durch die Substitution 

(20) t^'__l('+i)., 
in die bekannte Riccatische Differentialgleichung 

'■-JC+'y+H'-i) 

über. 

Straßburg i. E., Dezember 1903. 
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Zur Darstellung definiter binärer Formen als Summen von 
Quadraten ganzer rationalzahliger Formen. 

Von Albert Fleck in Berlin. 

Hist/>nsclies. — Das Problem der Darstellung definiter Formen 
als Summen von Quadraten, welches HeiT Hilbert in seinen auf dem 
internationalen Mathematikerkongreß zu Paris 1900 gehaltenen Vor- 
trage aufstellte^), hatte diesen Forscher im Jahre 1888 zu dem Resul- 
tate geführt, daß für tetmäre Formen solche Darstellung nicht immer 
möglich sei*), selbst bei Zulassung beliebiger reeller Koeffizienten in 
den Basen der Quadrate. 

Herrn E. Landau ist jedoch 1902 zuerst der Nachweis gelungen, 
daß jede definite hwäre Form 2A-ten Grades mit rationalzahligen Koeffi- 
zienten sicher als Summe von 4^ + 4 Quadraten ganzer rationaler 
Funktionen mit rationalen Koeffizienten darstellbar ist.^) 

Da aber die Zahl 4/i- + 4 nur eine obere allgemeine Grenze für 
die Anzahl der Quadrate darstellt, so läßt sich im Einzelfalle diese 
Zahl noch vermindern — wie schon aus der eben erwähnten Arbeit 
des Herrn Landau hervorgeht. 

Herr Landau stellte nun das Problem auf: Welches ist die für 
(ine definite Fimktiofi 2Jcten Grades äußerste zidässige Anzdld von 
^MadrateHy durch welche solche Funkiian darstellbar ist? Diese Grenz- 
zahl nennt Herr Landau N{2k). Jede definite binäre Form ist dann 
sicher durch X(2k) Quadrate darstellbar; aber es gibt auch stets 
formen, welche genau durch N{2k) und nicht weniger Quadrate dar- 
gestellt werden können. 

Eine allgemeine Lösung hat jedoch dieses Problem noch nicht 
er&hren. Bisher hat nur Herr Landau gezeigt*), daß iV(0) = 4; 
^^'(2) = 5 und iV^(4) ^ 6 ist. 

Die letztere Ungew^ißheit zu entscheiden, hat Herr Landau per- 
s^>u]ich mir dankenswerteste Anregimg gegeben. 

Formulierung dts Problews, — Im folgenden soU gezeigt werden, 
^ß *V(4) = 5 ist, d. h. d<iß jede definite huiuadratische Funktion einer 
ymabeln mit rationalzahligen Koeffizienten sich aU Summe von fünf 

1) B. dieses Archiv (^3) 1, 224, 1001. 
2; 8. Math. Annalen 82, 344 tf 1888. 
3; 8. Math. Annalen 57, 58 tf. 19U3. 
4) 8. dieses Archiv (3; 7, 271 ft". 1904. 
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Quadraten ganzer raiionalzahligcr FunJdimen darstellen läßt, und daß 
es biquadratiscfie Formen gibt, zu deren Darstellung fünf Quadrate 
gerade ausreidien. 

Der letztere Teil dieser Behauptung leuchtet ein — worauf auch 
Herr Landau mich persönlich hinwies — wenn man die Funktion 

a^ + lx^ 

durch 4 Quadrate auszudrücken versucht. 
Sei 4 

80 ergeben sich daraus die Gleichungen: 

«f + «? + «I + «1 = 1, 2 (a, ft + a, A + a,ß, + a,ßj = 
ßl + ßl + ßl + ßl + 2(«iy, + «2^2+ «»^«+«4^4) =- 7 

2(n/3i + y,A+ y«A+ nA)= 0, yj + y| + yj + yj - 0. 

Aus der letzten Gleichung geht hervor, daß die y alle = Null sein 
müssen, und daraus folgt, wenn wir die erste Gleichung mit x*, die 

4 

dritte mit 1 multiplizieren: x^+ 7 ^J^(cc^x + ß^^. 

Dies aber ist unmöglich, wie Herr Landau in seiner letzten 
Arbeit (oben auch als letzte zitiert) nachgewiesen hat. 

Es ist daher nur der Nachweis erforderlich, daß der Wert G noch 
auf 5 reduzierbar ist. Dieser stützt sich auf das von Herrn Landau 
ebenfalls in seiner letzten Arbeit gewonnene Resultat, daß für jede 
definite biquadratische Funktion ohne mehrfache Wurzeln 

f = aar* + &^^ + ex + d 

mit rationalen Koeffizienten stets eine rationale Größe £ gefunden 
werden kann, so daß 

definit bleibt. 

Dadurch ist /' als Summe von (3 Quadraten leicht erweisbar, da 
die rechte Seite der letzten Gleichung eine definite quadratische Funktion 
von x^ darstellt, und für eine solche nach dem obigen ^(2) = 5 bereits 
erwiesen ist. 

Es läßt sich aber zeigen, daß S, welches ja innerhalb gewisser 
Grenzen jeden rationalen Wert annehmen kann, ohne daß ^ indefinit 
wird, stets in diesem Bereiche auch so gewählt werden kann, daß 

ax'+{b-^*)x'+a--^i 

eine schon durch vim' Quadrate darstellbare definite Funktion ist. 
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Damit wäre für f bewiesen, daß N ==-b ist. 

Vorbereitungen zur Lösung, — Die Funktion f kann stets in eine 
mit gamzahligen Koeffizienten umgetvandelt werden, — um dies zu er- 
reichen^ bringen wir die Glieder von f auf einen gemeinsamen Nenner, 
erweitem dann den Bruch so, daß der Nenner quadratisch wird, und 
können dann diesen quadratischen Faktor weglassen, da er auf die zu 
suchende Zahl N ohne Einfluß ist. So entsteht die Funktion 

(1) F^Äca'+Bx'+Cx + D, 
und es ist entsprechend dem obigen: 

^^F-^(ix + ^y^Aa^ + {B-V)x' + D--^, 

~"^r + 2A )+^ 4g» 4^» 

Also: 

Aq>^A^[f+ -2X") + 4l» ■ 

Können wir hier von Aq> nachweisen, daß es durch 4 Quadrate 
darstellbar ist, so folgt dasselbe für A^q) nach dem Satze, daß das 
Produkt zweier Summen von je 4 Quadraten wieder eine Summe von 
4 Quadraten ist, also gilt dann das gleiche von 9, und F wäre daher 
eine Summe von 5 Quadraten. 

Dies führt aber zurück auf die Aufgabe: Zu zeigen ^ daß durch 
geeigfiete Wahl des rationalen S innerhalb seiner Grenzen der Ausdruck: 

(2) 4^2)5« -^AC'-iB-i^ I« 

stets als Summe von drei Quadrate^i darstellbar ist. Hat eine Zahl ^ 
letztere Eigenschaft, so soll dies im folgenden kurz durch die Gleichung 
d = Z^ ausgedrückt werden. 

Von den ganzen Zahlen sind bekanntlich alle von der Form 

8w + l, Sn + 2, 8n + 3, 8« + 5, 8n + 6 

sicher in 3 Quadrate zerlegbar. Um nur ganze Zahlen betrachten zu 

brauchen^ setzen wir -^ statt |, und es seien von jetzt an i und m 

ganzzahlig. Wir können ferner schreiben: 

wo u ungerade, q ganzzahlig positiv sei. Dann kann 2^u stets so 
gewählt werden, daß -^ innerhalb der ihm gesteckten Gh-enzen auch 

dann bleibt, wenn 2^mu + {; statt 2^ um gesetzt wird, wo g eine je 
nach Erfordern zu bestimmende Zahl ist. Setzen wir statt 2^mu + t 
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einfach m und statt | u einfach J ? so wird statt des ursprüng- 
lichen S geschrieben werden können , wo — für das Folgende durch- 
weg — 5 mul m ungerade Zahlen sind (deren Ilcste mod 8 beliebig je 
nach Bedarf gewählt werden lönnen). 

Setzen wir in (2) diesen Wert des ursprünglichen 6 ^in, so er- 
halten wir nach Portlassung des quadratischen Nenners: 

Da es wesentlich auf die in den drei Ghedern dieses Ausdrucks 
enthaltenen Potenzen von 2 ankommt, so sondern wir diese, soweit sie 
vorhanden sind, auch aus den Koeffizienten Aj B, C, D aus und schreiben: 

A^2^A,', B=2i'B,; C=2/Ci-, Z) = 2*^Z),, 

wo nun die A^, JBj, C^, D^ ungerade ganze Zahlen sind. 
So erhalten wir schließlich als zu diskutierende Größe: 

(A) ^ = 2^-^"+'^ + '''>^A,D,i,^m*-2-+^yA,C'lm^-{2^'B,)n^--2^Q^ 

Über die Koeffizienten stellen wir gleich anfangs fest, daß 

1. A^ und D^ positive ganze ungerade Zahlen sind, und daß 

2. Cj > 0, da für C^ = die Funktion F eine quadratische 
wird, für welche ja N =- 5 ist. 

Da Q eine beliebige ganze positive Zahl ist, so können wir aus der 
Klammer in (A) je nach Bedarf den Faktor 2^^^ oder 2^^ herausnehmen, 
je nachdem wir die Ungleichung 2() > /3 oder 2q < ß als bestehend 
annehmen. Im ersteren Falle setzen wir 2q = ß -\- :t {n positiv ganz), 
im letzteren Falle 2q = ß — tc (;r positiv ganz). Wichtig ist, zu be- 
merken, daß, wenn die letzteren Gleichungen ganzzahlig erfüllbar sein 
sollen, 7t stets zugleich mit ß gerade rcsp. ungerade zu wählen ist. Diesen 
beiden Fällen entsprechend Itiiitet nun der Ausdruck (A) 

(P') z/=2»+" + '>+.^+''^i2>il«m*-2''+*>'^iCfw«-(^i7>i^-2''r0''S^2 

(Q') z:/=22+«+^+-^-MiZ)J«m^-2«+->'^iqm«-(2^^iw3--|»)^g»2^*--«^ 

Die Exponenten von 2 in den 3 Gliedern sind hier: 

(P) 2 + cc + ö + ß + 7t=^A + 7C', « + 2y-J5; 3/3+ :r=r+:r 

(Q) 2 + (i + d + ß-7r.=^ A-TT.', a + 2y = ß', 3/J- :3.t = r~3;r. 

Je nachdem der Exponent A um jt erhöht oder erniedrigt ist, wollen 
wir später von erhöhteil oder erniedrigten Exponenten oder auch von 
dem Verfahren (P) oder (Q) sprechen. 

Im folgenden wird nun die Größe 7t (welche positiv und i^/?mod2 
ist) nach Möglichkeit so variiert werden, daß der Schluß z/ = /f j, daraus 
hervorgeht, wobei wir uns je nach Bedarf des Verfahrens (P) oder (Q) 
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der erhöhten oder erniedrigten Exponenten bedienen werden, welche in 
dem dritten Exponenten den bemerkenswerten Unterschied -f- n resp. 
— 3;r zeigen. 

\. Ist a ungerctäCy so läßt sich stets J^Z^ maclien. — Denn wenden 
wir das Verfahren (P) an und machen % so groß, daß der erste und 
dritte Exponent beliebig groß gegen den zweiten J5 =« a + 2y, welcher 
ungerade ist, wird, so wird ^~2^+^^Di~2^^i -2' +^ (mod 2»+»), 

also -ßZLY = — 2^1 — (mod 8) = 2 oder 6 (mod 8) — Z,, also auch 

Dies gilt aacli im Falle B = 0. Denn dann ist nach (A) 

J = 2-*+»P^D, - 2«^ - 2«f, 

wo p an keine Ungleichung gebunden ist. Wird es groß genug gewählt, 
so folgt stets 

-^— = 0-2^-0 (mod 8) - Z,. 

Wir köfinen also ungerade a im folgendeti stets aus der Betrachtung aus- 
schalten und daJier J5 = a -h 2y stets als gerade ansehen, 

2. Ist a gerade^ so läßt sich, falls A^ nicht = 1 mod H, stets A^Z^ 
machen, — Denn das Verfahren (P) föhrt, wenn % groß genug ge- 
nommen wird, zu 

^ _ 2^+Mi2)i - 2»^! - V^^ fmod 2« + »), 
also: 

4 = 0-^1-0 (mod 8). 

Dies wird = Z^ in allen Fallen^ wo nicht A^ ^ l (mod 8; wird. In 
letzterem Falle würde eine Zahl Yon der Form 8m + 7 sich ergeben, 
welche bekanntlich nur als Z^ darstellbar ist. Km Ueiht daher für die 
Betraditung nur übrig: A^'= 1 (mod 8; bei geradem a}) 

3. Die gleictieti Beschränkungen wie für A^ und a geUen awJi für 
Dj und d, — Um dies zu zeigen^ transformieren wir die Funktion 

i^'= ^:r* -»- J»x» ^ Ca: + D, 
indem wir x =» -37^ setzen und dann mit (z — C/ multiplizieren. 
Wir erhalten dann: 

, (z--q^F(^^^)^lJz' ^ \GBI)-fi(J*jDz^^(H(J'-'i2liCI))I)z 

^ i256^Z>» - \e,BC*I) - 3C*; I), 

1) Im Falle J&=^0 folgt g^oau wk toHi^ ^ *t A^ 0^nut*iHß. u\mt 
diflselbe RemilUt. 
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Wir können also F stets in eine Funktion derselben Art ver- 
wandeln^ in welcher nicht A, sondern D der Koeffizient von s^ ist und 
das Glied mit :^ wegfallt. Nach dem vorigen ist fQr diese aber stets 
A ^ Z^j wenn d ungerade^ oder wenn bei geradem d D^ ^ 3 oder 5 
oder 7 (mod 8) ist^) 

4, Ist C ungerade, so kann man stets z/ =» Z, machen. — Denn 
dann ist die transformierte Funktion (3) in ihrem letzten Koeffizienten D' 
nicht so beschaffen, daß; wenn aus demselben der in D' steckende 
gerade Faktor 2^' weggelassen wird^ ein ungerader Faktor übrig bleibt, 
der = 1 (mod 8) wäre. Wäre diese dem D^ der Funktion F ent- 
sprechende Größe aber = 3 oder 5 oder 7 (mod 8), so wäre nach (3) 
stets z/ = Z, zu machen. C kann also im folgenden stets als gerade an- 
geseheti werden, also y als positiv, also auch J5 = « -|- 2y stets als positiv. 

6. Ist B ungerade, also /J = 0, so kann stets -^ =» Z, werden. — 
Denn für /J = wären nach (A) die drei Exponenten: 2 + a-f-d-f-2p; 
a + 2y; 2q. Ist hier a + 2y = 2Ä', so setze man Q '=^ k, dann werden 
die Exponenten 2 -f- 2Ä; -f- a + d; 2A;; 2k] also 

2^ = 2^+«+^^iD, -^iCf-l = ±2(mod8), also z/ = Z,. 

Dies gilt auch für k =^0. B kann also im folgenden stets als gerade, 
ß als positiv angesehen werden. 

6, Ist i? = 0, so kann stets z/ = Zj werden. — Ist jB = 0, so er- 
setzen wir die Funktion F durch die transformierte Funktion (3). In 
dieser kann dann der Koeffizient von z^ nicht auch Null sein, da sonst 
16 BD - 6C« - 0, also wegen B^O auch C = wäre, ein Fall, der 
schon oben ausgeschieden wurde, da sich F dann auf eine quadratische 
Funktion reduziert. 

Es könnte aber eintreten, daß einmal an Stelle der Funktion F mit 
nicht verschwindendem B die transformierte Funktion (3) zu setzen wäre 
und in dieser der Koeffizient von z^ verschwände, und daß die Schlüsse, 
welche sich auf letztere Funktion bezögen, dann wegen des Ver- 
schwindens dieses Koeffizienten keine Geltung mehr hätten. In diesem 

1) Daß auch in diesem Falle sich Quadrate ganzer Funktionen ergeben, fo%i, 

wenn wir die Koeffizienten der Funktion (3) mit Ä\ B\ C\ D' bezeichnen und 

Ct 4- 4 7) 
z = ^ einsetzen. Dann wird (42>)*F(a:) = ^' (Cx-{-4kD)*+B' (Cx+^D)V 

6 



+ C'(Ca;+4D)j:«4-2)'a:*. Ist nun ^V+Fm«+C'm + D'— ^««»4- P« + /)», 

Cx 4- 4 Z> ^ 

80 ist das auch filr u = ^ der Fall, also wenn mit x^ multipliziert wird. 



5 

ADy F(x) = (4Z»*^L« ^<'^ + ^ J>)' + fi (Cx + 4 />j a: + yx^y. 



1 
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Falle wäre 16 BD — 6C7* = 0, ohne daß B verschwände. Dann würden 
wir die transformierte Funktion (3) durch eine analoge Substitution 

= __^, transformieren und diese der Betrachtung unterziehen. In 

ihr aber könnte nach dem oben Gesagten der Koeffizient von u^ nicht 
mehr verschwinden. B Jcann also im folgenden als von Null verschieden 
angesehen werden. 

Wenden wir uns nach dieser Ausschaltung spezieller Fälle der 
allgemeinen Diskussion des Ausdrucks (A) zu und betrachten zunächst 
den Fall, wo der erste Exponent größer als der dritte ist. 

7. FaU: 2 + aH-d + /3>3/} oder A>r. 

A) ünterfall: a + 2y ^ 3/J oder J5 ^ F. — Bei Anwendung des 
Verfahrens (P) werden die drei Exponenten von 2 gleich A -{- tc] B; 
r*-h 3t, wo r+ 7C nach dem obigen stets gerade ist, ebenso B nach (1). 
Wir machen x so groß, daß J5 + 2 == F -f* ^t, dann wird 

4" = ~ 1 - 4 (mod 8) = Z,. 

B) ünterfall: a + 2y < 3/J oder J5 < F. — Bei Anwendung des 
Verfahrens (Q) werden die drei Exponenten von 2 gleich A — 7t\ J5; 
F— 3ä. Hier muß a + 2y nach 4. positiv sein. Wir wählen nun n 
so, daß F— 37r=»3/3 — 3;r möglichst wenig von a -{- 2y ver- 
schieden ist. 

Da beide gerade sind, so kann ihre Differenz dann nur gerade sein 
und einer der 3 Falle eintreten: 

a) a + 2y — 2 = 3/J — Stc. Hier ist Jt sicher nicht 0, da a 4- 2y < 3/J, 
also ist sicher A — 7t > F — Stc und 

J 



^r-ifi 



= 0-4~l(mod8) = Z,. 



b) a + 2y + 2 = 3/J - 3ä. Hier ist: 

_^_^0~l-4(mod8)==Z3. 

c) a + 2y = 3ß — Stc, Auch hier ist 7t sicher nicht und: 

-^;4^^0-l-l(mod8)-Z,. 

Hiemach scheidet der Fall 2 + a + J-t-/3>3/} oder A> F aus der 
folgenden Betrachtung vollständig aus. 

S. FäU: 2 + a + d + ß<Sß oder A < F. 

A) ünterfall: a + 2y'^2 + a + d + ß oder iJ ^ ^. — Bei An^ 
Wendung des Verfahrens (P) werden die Exponenten von 2 gleich 



30 Ai.BKKT Fleck: 

^ + ^; -B; r + n. Machen wir % so groß, daß A + tc = B -\- 2y was 
durch mindestens tc = 2 zu erreichen ist, so folgt: 



2« 



= 4-1 -0(mod8) = Z3. 



B) UnterfaU: a + 2y<2 + a + S -{- ß oder B < A. — Bei An- 
wendung des Verfahrens (Q) werden die Exponenten von 2 gleich 
A — %\ B; F— 3;r. Wir setzen hier F=3/3 soweit herunter, bis 
3/3 — 3ä ga'ode ebeti Meiner als die beiden anderen Exponenten oder 
wenigstens gleich dem Jcleitieren von ihnen wird. Dies kann, da ursprüng- 
lich r der größte Exponent ist, stets nur durch eine wirkliche Ver- 
minderung geschehen. :i ist daher stets größer als Null. 

Während bei dem Fall 7. aber nachgewiesen werden konnte, daß 
nach der Verminderung der erste Exponent noch immer der größte 
geblieben war, ist das hier nicht stets der Fall, wodurch die Betrachtung 
sich kompliziert. 

Nennen wir die durch obige Verminderung erreichten Exponenten 
die rexhizierten Expoyienten und bezeichnen diese mit I; II; III, wo stets 

II = B = a + 2y bleibt, so ist: III < I und III < II; oder allenfalls 

III = I oder = U; oder ÜI = I = U. 

Anderseits ist I ^ II möglich. Es kann nun im folgenden der 

Fall eintreten, daß die reduzierten Exponenten noch nicht sofort für* 
eine Diskussion sich eignen. Dann müssen wir n um eine gewisse Zahl 
größer' oder kleiner nehmen, um A als Z^ charakterisieren zu können, 
d. h. wir müssen die reduzierten Exponenten entweder noch weiter ver- 
mindern oder wieder erhöhen}) 

Sei a) I > II. 

tt) in = IL Dann sind die reduzierten Exponenten: I; II; II und 

^ = - 1 - 1 (mod 8) - Z3 oder =4-1-1 (mod 8) = Z, oder 

= 2-1-1 (mod 8). 

Die letztere Möglichkeit scheidet aus, da wegen ß = tc mod 2 und 
wegen 1. der erste reduzierte Exponent I = 2 + « + d + j8 — ;r gerade 
wird, während auch II gerade ist. 

ß) III = 11 — 2. Die reduzierten Exponenten sind dann: I; U; 
II — 2 und es ist: 

--ir-T=^«-4-l(mod8) = /f,. 

y) III = 11 — 4. Die reduzierten Exponenten sind dann: I; II ; 
II — 4. Diese ergeben sich als unbrauchbar. Wir erhöhen sie wieder 

1) Es ist klar, daß die reduzierten Exponenten , sobald xr >^ 0, stets sHmtlich 
gerade sind. 
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und zwar: I um 2; III also um 6 (s. Formel (Q)), dann folgt: 1 + 2; 

II: n + 2. Also A 

^ = 0-l-4 = Z,. 

Ist /) ungerade^ so könnte der Fall eintreten^ daß eine Erhöhung 
Ton I nm 2 nicht möglich ist. Dies träte dann ein, wenn schon für 
;r = 1 die Exponenten richtig reduziert (s. o.) wären. Dann würde 
schon eine Erhöhung von I um 1 die unverminderten Exponenten 
2-(-a + * + /J=^; a + 2y = ß:3/J = r liefern. Anderseits erhalten 
wir bei Erhöhung von I um 1: I + 1; U; U — 1, und es ist wegen 
I > II sicher I + 1 > 11 - 1, d. h. ^ > T, was der Bedingung A<r, 
die für aUe Fälle in 8. gilt, widerspräche. 

Keduzierte Exponenten könnten also hier nur durch Verminderung 
Ton A um mindestens 3, nicht aber schon für ;r = 1 (siehe (Q)) ent- 
stehen. Daher ist auch stets die Erhöhung von I um 2 möglich. 

Sei b) I = II. 

a) III = n. Dann sind die reduzierten Exponenten 11; II; IL 
Diese ergeben sich wieder als unbrauchbar. Erhöhen wir I um 2, also 

m um 6, so folgt n + 2; II; II + 6, also -^ = 4-1-0 = ^8. Hier 

könnte wieder der Fall eintreten, daß eine Erhöhung von I um 2 un- 
möglich wäre. Dann wäre j8 ungerade und wir erhielten bei Erhöhung 
um 1 die ursprünglichen Exponenten /^; 5; F resp. II + 1; II; II -f 3. 

Dann ist aber -^ = 2 — 1— O^Zg. 

ß) III °>= II — 2. Dann sind die reduzierten Exponenten II; U; 

U-2. Erhöhe ich I um 2: U + 2; II; II + 4, so folgt 4=4-1-0=2,. 

Angenommen, die Erhöhung von I um 2 wäre unmöglich, so 
wären die ursprünglichen Exponenten ^, B, F resp. II + 1; II; U-f 1. 
Das kann aber nicht sein, da dann A ^ F wäre, hier aber A <i F ist. 

y) in = U — 4. Dann sind die reduzierten Exponenten: U; II; II — 4. 

Erhöhung von I um 2 gibt: 

II + 2; U; n -f 2, also 4 = 4 - 1 - 4 (mod 8), 

Erhöhung von I nm 4 gibt: 

n + 4; H; n + 8, also 4 = - 1 - 0, 

Erniedrigung Ton I um 2 gibt: 

n - 2; U; n - 10, also -^^^^ = 0-0-1. 

Alle diese Maßnahmen geben nichts, wodurch A als Z, sicher 
charakterisierbar wäre. 
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Bei ungeradem ß kämen als Kombinationen noch in Betracht Er- 
höhung von I um 1: II +1; 11; II — 1, welches die ursprünglichen 
Exponenten sein müßten, was aber nicht sein kann^ da hier (entgegen 
der gültigen Bedingimg ^ < F) ^ > F wäre; Erhöhung von I um 3 

gibt: II + 3; II; II + 8, also 4 = - 1 - (mod 8), was ebenfalls 

f&r ^ nichts Charakteristisches gibt. Dieser Fall läßt sicJi also mittels 
der bisher angewandten MetJwden nicht erledigen. Wir können leicht 
das Charakteristische desselben ermitteln: Die Koeffizienten heißen: 
2 + a-|-d + /S — ^; a + 2y; 3/S — 3;r, wo nach dem Anfang von 8 
und 8B) 3/J > 2 + « + * + /S > a + 2y. 

Bei der Reduktion der Exponenten erhalten wir die Form : II ; 11 ; II — 4. 
Es wäre also 

n = a + 2y, II = 2 + a+d + /^-;r, 11-4 = 3^ -3ä. 

Aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich 2/J— 2;r=a+d— 2. 
Femer ist: 

2 + a + S + {ß^n) = 2 + a + S + "^ - 1 « l + l(a + d), 

^^®''' 2 + 3(a + d) = 2a + 4y, 

4y = 2 + a -f od. 

Fügen wir hier den Inhalt der obigen Ungleichungen hinzu und 
und schreiben y da 

3/J > 2 + a + d + /5 und a und d gerade, 

2/3 = 2 + « + * + 2«, wo e eine positive ganze Zahl. 

Mit dieser Festsetzung ist dann von selbst die weitere Ungleichung 

2 + a + d + /S>a + 2y erfüllt, denn es ist: 

2 + a + d + i8 = 2 + a + d + l+-«4^-+-'-^- = e + 2 + a + ?+-^ 

= 6 + 2 + a + 2y>a + 2y. 

Der Fall I: 2/J = 2 + a + d + 2^ (« ganze positive Zahl), 
4y = 2 + a + 3d, restiert also für spätere Betrachtungen. 

Sei c) i< n. 

a) 111 = 1. Die reduzierten Exponenten sind dann I; U; L Er- 
höhung von I um 2 gibt: I + 2; ü; I + 6. Je nachdem hier 11 > I + 4 
oder n = I + 4 oder U = I + 2^), wird 

_^^. = 1 _ -- (mod 8) = Zj, oder = 1 - 4 - = Zj, 

oder =1-1-0. 



1) I ist stete gerade, da 1 = 2 + « + ^ + ^ — w, wo a, 8 und ^ — n gerade 
sind; II ist stets gerade. 
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In letzterem Falle, in welchem die erhöhten reduzierten Exponenten 
I; I + 2; I sind, erhöhen wir nochmals nm 2, so folgt: 1 + 2; 1 + 2; 
1 + 6. Diese Erhöhung ist stets möglich, da jetzt erst der erste gleich 
dem zweiten Exponenten wird, bei den ursprünglichen Exponenten aber 
B <i A werden soll. 

Auch hier ergibt sich noch nichts Sicheres, da 

_l_^l_l_0(mod8) 

wird. Erhöhen wir also nochmals um 2, so' folgt: I + 4; I + 2; I + 12. 

Dies gibt ^ , , . 

ii$F = 4-l-0(mod8) = Z,. 

Diese letztere Erhöhung könnte aber schon unmöglich werden und 
im Fall eines ungeraden ß nur noch eine Erhöhung um 1 möglich 
sein. Dann wären 1 + 3; 1 + 2; 1 + 9 die ursprünglichen Exponenten 
Ay By Fy was den für diese gültigen Bedingungen auch nicht wider- 
spräche. Doch ist in diesem Falle 

_^^2-l-0(mod8) = Z,. 

ß) lU »- I — 2. Dann sind die reduzierten Exponenten I; U; 

1 — 2 und wird: 

__£_ = 4 _ - 1 (mod 8) = Z3 . 

y) in =1 — 4. Dann sind die reduzierten Exponenten: I; II; 
1 — 4. Erhöhung von I um 2 gibt: I + 2; II; 1 + 2, also nichts 
Brauchbares. Da dieses die ursprünglichen Exponenten noch nicht 
sein können, so erhöhen wir nochmals um 2: I + 4; II; 1 + 8. 

Ist n > I + 4, so wird: ^^^ := 1 - 4 - (mod 8) = Z, oder 

= 1-0-0 = ^3. 
Ist n — I + 4, so werden die Exponenten: 1 + 4; 1 + 4; 1 + 8, 
was wegen B <A der Anfangszustand noch nicht sein kann. 
Erhöhen wir um 2, so folgt: 1 + 6; 1 + 4; I + 14, also 

^^4-l-0(mod8)»Z3. 

Ist dies nicht möglich, so erhöhen wir um 1: 1 + 5; 1 + 4; I+ll. 

Dann ist ^ 

,H:T^2-l-0(mod8) = Z3. 

Ist U = I + 2, so werden die Exponenten 1; I + 2; I — 4. Bei 
Erhöhung um 2 folgt: 1 + 2; 1 + 2; 1 + 2. Dies kann der Anfangs- 
zustand noch nicht sein. 

ArchlT dor MathMnatik mid Pbyifk. HI. Reihe. X. iJ 



34 Albbrt Fleck: 

Dann ergibt eine weitere Erhöhung um i: I + 3; I + 2; I + 5, abo 

_^^_s4-l-0(inod8) = ^,. 

Hiermit ist der Fall 8, wo ^ < F, vollständig erledigt. Es ist in jedem 
Spezialfall hier der Nachweis gelungen, daß bei geeigneter Wahl der 
veränderlichen Größen z/ als Summe von 3 Quadraten darstellbar ist. 
Die einzige Ausnahme bildet der Fall I: 

2/J = 2 + a + d + 2£, 4y = 24-a + 3d, s ganz und positiv. 

Da mit 7 der Fall F< ^ erledigt war, so bleibt übrig die Diskussion von: 

9. Fall: 2 + a + d + ß^*dß oder ^ - F. 

A. Unterfall: a + 2y<2 + a + d + ß oder B < A. — Wenden 
wir hier das Verfidiren (Q) an, so werden die Exponenten: A -— n^ 
B] A — Sn. Für jeden von verschiedenen Wert von tc wird also 
hier der erste Exponent größer als der dritte. Also ist auch bei den 
reduzierten Exponenten stets I > III. 

Sei a) lU » II. Dann sind die reduzierten Exponenten I; II; 11 und 

-^ = 0-1- l(mod8)-.Z, oder =4~1-1 = Z,. 

Daß das erste Glied nur = oder 4, nicht = 2 werden muß, folgt 
daraus, daß schon für » = 1 der Unterschied von A — jc und A — Sx 
gleich 2 würde, während für größere ä er sicher > 3 wird. 

Sei b) in = II — - 2. Dann sind die reduzierten Exponenten I; U; 
II — 2. Hier ist zwar I > H — 2, aber es bestehen die Möglichkeiten 

a) I > n. Dann ist -~ = 0-4-1 (mod 8) = Z,, 

/S) I - H: H; U; H - 2. 

Durch Erhöhung von I um 2 kommt: H + 2; H; U + 4, durch 
Erhöhung von I um 4 kommt: H + 4; H; U + 10 usw. 

Hieraus ist ersichtlich, daß Erhöhung um gerade Zahlen niemals 
zum ursprünglichen Zustande zurückführt, bei welchem ja ^ = F sein 
soll. Der Fall eines geraden ß kommt hier also außer Betrachi 

Für ein ungerades ß bleibt nur übrig die Erhöhung um 1. Dann 
werden die Exponenten U + 1; U; U + 1, welches die ursprünglichen 
Exponenten A] B] F sein müßten und (s. o.) auch sein können. In 

diesem Falle wird -^ = 2 — 1 — 2, d. h. wir können daraus keinen 

Schluß ziehen, ebenso wie auch etwaige Erniedrigungen der reduzierten 
Exponenten keinen Schluß zulassen. 

Dieser Fall läßt sicli daher miUels ^/er bislier angewandten MeOioden 
nicht erledigen. Die Exponenten sind hier: 2 + a + d + /S; a + 2y; 3/J 
oder 11+ 1; U; n+1. 
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£b gelten also die Bedingungen: 

2 + « + * + /} = 3/}, 2 + a + d + /J = (a + 2y) + l 

oder 

2/J -= 2 + « + *, 4y = 4 + a + 3d. 

Der FaU H: 2/J = 2 + « + d, 4y = 4 + a + 3* resHert also für 
spätere Betrachtungen, 

Sei c) ni » II — 4. Dann sind die reduzierten Koeffizienten I; 11; 
n — 4. Bei Erhöhung um 2: 1 + 2; U; U + 2. Hier ist 1 > H - 4, 
und es gibt drei Möglichkeiten 

«) I > II, dann ist: ^ = - 1 - 4 (mod 8) = Z,; 

ß) 1 = 11 — 2, dann folgt aas den reduzierten Exponenten: 11 — 2; 
H; n - 4, daß -^^ = 4-0-1 (mod 8) =- Z,; 

y) I » n, dann ist 11 + 2; 11; 11 -f- 2 sicher der Anfangszustand 
A] JB; r, da hier ^ — F und B<A. 

Weitere Erhöhung ist also nicht möglich. Nur gerade ß kommen 
hier in Betracht, da bei Erhöhung um 1 nicht schon der An&ngs- 
zustand eintreten kann. Sowohl die reduzierten Exponenten, wie die 
um 2 erhöhten, aber auch die noch weiter erniedrigten versi^en hier. 
Der FaU läßt sich daher mitteis der hisher angewandten MeÜioden nicht 
erledigen. Die Koeffizienten sind hier: 2 + a + d + /J; a + 2y; 3/} oder 
n + 2; U; n + 2. 

Also gelten die Bedingungen: 

2/} - 2 + « + d, 4y = 2 + « + 3d. 

Dieser FaU taird unter den FaU I stibsumiert werden können, icenn 
wir dort auch die Bedingung € » zulassen, 

B) UnterfeU: a + 2y^2 + a + d + /J oder B^ A, wobei zugleich 
^ = r oder 2 + a + d + /J = 3/} gilt— Weder die Methode (P), 
noch {Q) liefern hier etwas für z/ CharakteristiBches. Also sind auch 
diese FäUe durch die bisher angewandten Methoden nicht zu entsdteiden. 

Die Bedingung: a + 2y = 2 + c + d + /S(= 3/}) liefert hier 

2/} == 2 + a + d, 4y = 6 + a + 3d. 

Die Bedingung: c + 2y > 2 + a + 4 + /3 (- 3/J) gibt 

FaU ni: 2/J = 2 + c + d, 4y«6 + « + 3d + 2i? {rj ganze positive Zahl). 

Läßt man für tj auch den Wert zu, so ist der vrn-ige Faü durch 
die letzteren Gleichungen mit dargestdU. 



«• 
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10. Wir fassen nunmeltr alle für eine weitere Betrachtung resiieren- 
den Folie zusammen: 

FaU I: 2/J = 2 + « + * + 2«, 4y = 2 + a + 3* (« ^ 0), 

Fall 11: 2/J = 2 + « + *, 4y « 4 + a + 3d, 

FaU UI: 2/S = 2 + « + d, 4y - 6 + a + 3* + 2iy (i? ^ 0). 



W. Es soll nun gezeigt u^erden, daß die Fälle I und 11 sich auf 
den Fall III zurückführen lassen Dies geschieht, indem wir statt der 
Funktion F = As^ + Bx* + Cx + I) die transformierte Funktion (3) 
benutzen: 

(3) (z - CyF ^Di^ + {16 BD - (yC^)Dz^ + (8C^ - 'd2BCI))I)z 

+ (2b6ÄD^ + IßBC^D - 3C*)Z). 

Kann bewiesen werden, daß Fall I und 11 der ersteren Funktion 
für die letztere auf Fall UI zurückführt, so ist dieser Fall allein noch 
zu diskutieren, und kann durch umgekehrte Transformation das, was 
für die letztere Funktion gilt, auch für die erstere bewiesen werden. 

Zunächst bestimmen wir die Potenzen von 2, welche die Koeffi- 
zienten in der transformierten Funktion (3) enthalten. Heißen diese 
Koeffizienten resp. A\ B\ C\ D% und seien die Exponenten von 2, 
die in ihnen enthalten sind, a\ ß\ y\ ö', so daß 

A' = 2-A[', J5'«2^'J5;; C' = 2y'C;; D'^2^D[, 

wo die A[y B[, G[, D[ ungerade sind. Diese Benennungen entsprechen 
genau denen, welche sich auf die Fimktion F bezogen, da nach dem 

^^^'^^ ^ = 2Mi; J5=2-^J5i-, C^2rC^^, D = 2^D,. 

Setzen wir die letzteren Werte in die Koeffizienten der Funktion (3) 
ein, so folgt: 

A'^D=^2^D,, 

J5' = 16J52)« - 6C«D = 2*+i^+«^J5iDJ - 2'-^^y+^ '3C\D^, 

C -8C»D-32J5C2)*=-2»+3)'+^C?2)i-2'"^^"^^"^'^ J^iC,2>?, 
7)' = 256^7)* + IQBC'D^ - 3CD - 2»+«+^^^i2)* 

+ 2^+.^+«y+8^J?iqZ); - 2*y+^.3C}7)i. 

Um nicht für jeden Fall die Größen «', ß\ y\ d' einzeln be- 
stimmen zu müssen, vereinigen wir die 3 Fälle unter die eine Formel: 

2/J - 2 + a + * + 2« (« ^ 0), 4y^2 + a + Sd + 2v (v^ 0)). 

Hier entspricht dem Faü I das Wertepaar * = «; i/ = 0, Fall H « — 0; 
1/ = 1, Fall HI 6 = 0; v ^ t] + 2. 



(6) 



Zur Darstellung definiter binärer Formen usw. 37 

Diese allgemeineu Werte von ß und y setzen wir oben ein und 
erhalten: 

j5' _ 2 2 B^IJ\ - 2 2 '^^CUh, 

IS + Sa+iad + er 26 + 3« + 18() +4 e + SJi- 

Hieraus sind sofort die «', /?', y'. d' bestimmbar. Sie werden im 

FoZZ I: a =*; /? = -^ 2 ^ ^ ^ "" ^ ; d =2+a + 4d, 

r'HTT ' jfr /?' 6 + a+ö<y , 24+3a+18a ^, , , , . j. 

FaMlI:a =«0; ß =--!—-' — ; ;/ = — — ^-' ; ö =4 + a + 4ö. 

Die Bedingungsgleichungen werden aber hier: 

im JFoB I: 2/8' = 2 + a' + *', 4/ = 6 + a' + 3d' + 23, 

was dem Falle III für rj = 3 entspricht, so daß also durch Transfor- 
mation von F in die Funktion (3) der für erstere gültige Fall 1 in den 
für letztere gültigen Fall lU übergeführt wird; 

imFaUU: 2ß'^2 + a +S\ 4y' = 6 + «' + 3d' + 23, 
was wieder dem Falle III für iy = 3 entspricht, so daß der obige Schluß 
auch hier gilt. Fall 1 tmd II können daher, weil m durch Tramfor- 
mation der Funktion F auf Fall III reduzierbar sind, im folgenden außer 
Betracht komfnen. Es restieri also nur nodi die Betraehtumj des Falles III: 

2/J = 2 + a + *, 4y - 6 +. a + 3d + 2i? (1? ^ 0). 

12. Der Sonderfall rj ^ läßt sich auf ein von Null verschiedenes 
ri mrückführen. — Es ist notwendig, dieses zu tun, da der F'all iy = 
Schwierigkeiten machen würde. Da 1/ = 2 wird für >/ = (), so suchen 
wir unter Einsetzung des letzteren Wertes in (Oj die «', ß\ y\ Ö' der 
iransformierten Funktion zu bestimmen: Berücksichtigen wir, daß im 
FaUe in « « ist, so folgt 

a' = d, /J' == 1(8 + a -f 5d), d' = 6 + a + 4df. 

Femer wird: 3o + 3« + i3(f 

C-^2 T" (C]I)^ - B,(\I)X}. 

Hier ist die Klammer eine gerade Zahl. Enthält sie die Potenz 
2«, so wird y' - |(30 + 3a + 13d + 4©). Aus diesen Werten er- 
geben sich aber die Bedingungsgleichungen dieses Falles filr die trans- 
formierte Funktion: 

2/8' = 2 + «' + d', 4/ = 6 + a' + 3d' + 2(3 + 2(d), 

d. h. Fall m für )? = führt bei Transformation auf Fall III für 
1? = 3 + 2©, was sicher positiv ist. 
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13. Es bleibt nun allem noch der* Fall übrig: 2/J =- 2 + a + d, 
4y«=6 + a + 3d + 2iy (^>0). — Hier sind die Exponenten von 2 
in dem zu diskutierenden Ausdruck z/: 2 + a + d + /l; aH-2y; 3/J, 
oder; wie leicht aus den Bedingungsgleichungen hervorgeht: 

3/8; 8/8 + 1?; 3/J (i? > 0). 

Sei hier ß ungerade, so ergibt sich durch Anwendung des Verfahrens {Q) 

'dß — Tt] 3/8 + 1?; 3/8-3^. Für ^«1 wird dies 3/8-1; 3/8 + iy; 

3/8 — 3, also: ^ 

^-4-0-l(mod8) = Z3. 

Ungerade ß kommen also mcM mehr in Betracht, 
Sei ß gerade, so wird auch rj gerade, wir schreiben also 2^* statt 
7j und haben dann die Bedingungsgleichungen: 

2/8 = 2 + a + *, 4y«6 + a + 3* + 4'^ ('^>0). 

Aus (A) erhalten wir nun, wenn wir 2^ » /8 annehmen, was ja^ 
da ß gerade, jetzt erlaubt ist: 

j = 2«+«+<^+/^^2),6*w»* - 2«+«MiCJm« - {B^m^ - S*)»S«2V 
« 2»'^ J,2)J«m* - 2»/^+*^^iCj;m« - (-Bim« - S«)«S«2»/'. 

Hier wird die Klammer auf der rechten Seite aber gerade, also ihr 
Quadrat mindestens durch 4 teilbar. Es sei: 

JJjW* — g« = 2^+* 17 (wo ü ungerade und Ä ^ 0), 

dann wird: 

-^ - ^iA6*»»* - 2«^^iCJm« - 2«-»-"I7«J« 

oder 

-_^ = 1 « 2«^ - 2«-»-"(mod 8) ;^>*^ 

Die beiden letzten Glieder sind je nach den Werten von d" und h 
kongruent 4 oder (mod 8). Es folgt daher eine der Eongruensen 

-j-^ = 1 — 4 — 4 (mod 8) oder =1—4 — oder =1—0 — 4 oder 

= 1-0-0. 

In allen diesen FäUen wird -r-; =- Z.. 

Hiermit ist bewiesen, daß z/ durch passende Wahl von i, m und 
n stets so bestimmt werden kann, daß es als Summe von 3 Quadraten 
darstellbar ist, woraus folgt, daß ^(4) » 5 sein muß. 

Berlin, den 22. Dezember 1903. 
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Snr röquation difförentielle de Monge; 

Par M. W. Kapteyn ä Utrecht. 

(Snite.) 

11. Considerons, avant de terminer, encore le cas particnlier oü la 
fonction D, integrale de requation (3), satisfiait anx deux membres de 
cette equation s^par^ment. On a dans ce cas 



et 



ou 



et 



^»« [dfi - ^^'« aj If + ^" (ff)" ^ ^ 
^" apt "" ^^1« dpdq "^ ^11 a(z« ^ 

ä^. - (^ + /*) ^^ + ^/» ä^ = 0. 



La premiere de ces equations donne lieu ä deux hypotheses 

En introduisant ces hypotheses dans la seconde de ces Equations 
Celle -ci donne respectivement 

o itö— = et 5^ — A ~ = 0. 

oq ^dp dq dp 

Or, nous verrons bientot (Art. 12) que 

dX dx n 

cq ^ dp 

est une conseqnence de Tequation diffi^rentielle 

dl) ,dD 



dq dp 



= 



et que de la meme maniere -^ ,a ■^-' = entraine Fequation 

On aura donc les deux cas snivants 

dD .dB ., . cD dV f. 

cq dp dq ' dp 
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ou, en choisissant comme variables independantes g et 0,, 

Di-DD, = et D^ + DD^^O. 

Adoptons la premi^re hypoth^se. Dans ce cas Tintegrale generale est 
representee par les formules 

q> etant une fonction arbitraire. 

En suivant le meme chemin qu'auparavant^ on obtient ici 

Tö„ = 2«(9>' - v), TO,, - 2«(t; _ g,-) |f - «» |^ , 

L'egalisation des deux yaleurs de 0^^ et requation D ^u^ donnent 
maintenant 

^tt ^ ^^dv du' ov cv' 

d'oü 

dudv ^^ ^dv* 

On voit donc que P = ^ est Tint^grale generale de T^quation 



ou 



P~.r[uv-Jq>'{u')du], 



f'(f) ^tant la d^rivee d'une fonction arbitraire f(i), Posons, pour 
faire disparaitre tont signe d'int^gration^ 

alors on aura 

Viu*) - 2u'g" - 4ug' + 4g 
et 

P = || = /•'[„(„ -/')]. 

En introduisant encore une fonction arbitraire de u, de la forme r''(u\ 
on obtient 

P = i/"[«(« - </")] + r"(u). 

De cette yaleur de p se deduit 

dv ' ' 
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d'oü 

e,-.uf+a{u). 

En comparant la yalenr de j-^ avec la yaleur pr^cedeute on tronve 
que la fonction 6(u) doit satisfaire ä requation differentielle 



On a donc 



ö, = uf[u(v - sr")] - tiV + 2ttr' - 2r, 



et 



Ö -9,p^Jp^^du. 



12. Pour determiner les integrales communes du Systeme 

nous remarquons que 

dV 
La premiere ^qnation ^(F)=-0 se reduit ici ä ^ = 0; par snite, 

en nous servant des notations de Tart. 9^ 

r^F(x, y, z, u). 

En snbstitnant cette valeur dans la demifere^ on obtient 

cv cy Lt> ~ 9 öu ' ^onl ot 
ou, en obsenrant 

dy^ £^ , u a*j? u ^jp u ^1) 

De cette ^quation on tire 

F= G(x, u, a), a = jp — yg>'(tt*). 
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En introdaisaiit cette valeur dans l'equation J?(F) «» 0; celle-ci devient 



Or, 



^ + [p + liq-(iq>]-^~0. 
p + (,(v-<p')-p + u^£-(v-ip')^^~r" + ur"', 



par consequent les deax integrales commnnes sont repr^sent^s par 
tt = const., 2 — yq>'(u*) — x(r" + ur'") = const., 

et l'integrale intermediaire correspondante par 

n - y9'(M«) - x(r" + ur'") - %(u). 
Dans le second Systeme 

C,(F)-^(A)|^+^(p + Ag)|?-0 
on a 

^ C n - - - "* ^ « « ^ + ^ ü:?- - 
A (P + A g) - A - ft = - -^, |£ , 

ce qui prouve que la fonction A, que doub avons d^duite de Tint^grale 
gäi^rale de r^uation differentielle 

dP ilR^Q 

dq dp ^ 

remplit bien la condition 

Iciy la premi^re equation prend la forme 

dV J*_^^o 

dv V — fp du ' 

d'oü 

V = F{x, xfy xr, a), a - u (v — A"). 

La demita'e equation 

fait Toir que la fonction F{Xj y^ Zj a) est independante de la vari- 
able My par Buite 
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En substituant cette valeur dans requation J5(F) « 0, on obtient 

oü 

* - - If — /"t-C" - Sil 

Las integrales communes 

u(t; — Ä") = const. et y + xf'[u(v — - ä")] =» const. 

donnent ainsi la seconde integrale interm^diaire 

y + a;r[u(«-(/")]-5[«(» -/')]• 

18« Pour faire voir comment se fait l'int^gration dans un cas 
donn^; consid^rons l'^quation differentielle 

Er + 2Ks + L< = 0, 
oü 

H^pqa^ + (1 + 3«)a6, 2ir- (1 + g«)6* - (1 + p^a^, 
L (1 + p*)ab - pqbl 

Comme dans l'ari 10, on d^terminera facilement 

oü 

JV- (1 +jp«)a« + 2pqab + (1 + g")»*. 



De 


ces 


yalenrs 


on 
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par snite -s A ^— = 0, ce qui montre que la premi^ hypotli^se 

est bien remplie. 

Or, comme D = u\ on a N ^ ^-^ , d'oü 



p „ _ * „ + il/ A, _ a» - 6«. 



Ponr determiner q>'{u^j on a 
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par suite 

2uq> = c^ii ö^ + 2wt; = — 



et 



J (p'iu^au = „-T?p-j,i]/2~. - a- - 6» == mjt". 



En comparont maintenant 

avec la valeur precedente de p, on trouve 



/•(r) = -|r et r" = ^^^ ]/^. - «« - 6«, 
d'oü 



r" + «r 



/r/ 



Vi - «• - " 



£n exprimant a present » et v en fonction de p et g, on obtient les 
int^gralee intermediaires demand^es 

et 

^ a * ö La« + 6« + (ap + 6g)«J 

14. En adoptant la seconde hypoth^se D^ + DD^ =^0, on trouve 
de la mdme maniere 

/) = „», ö, = ,p(«») + «y q = v, P'^lnu(v+ff"y] + r"(u), 
ö, tt/-[M(t> + </")] + «*r" - 2ur'+ 2r, 

e~6,p-fp^du 

et lee integrales intermediaires 

y + a;/" [u{v + «?")]- S [u(t; + i/")], 
z + y^j'C«*) - a^Cr" + ur"') = g-(u). 
Utrecht, 22 fövrier 1904. 
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über einen Satz Yon Herrn Frobenins in der Theorie der 

linearen Differentialgleichnngen. 

Von Edmund Landau in Berlin. 

Man versteht in neueren Untersuchungen über lineare Di£ferential- 
gleichungen unter einem Rationalitatsbereiche ein System von Funk- 
tionen einer unabhängigen Yariabeln, welches die Eigenschaft hat^ daß 
Summe; Differenz, Produkt und Quotient je zweier ihm angehSrigen 
Funktionen und der Differentialquotient jeder ihm angehörigen Funktion 
gleichfalls in dem System vorkommt. 

Eine homogene lineare Differentialgleichung n ter Ordnung 

(1) P(y) =p„(a;)g + ;,,(a:)^^^ + • • • +p,(% = 0, 

deren Koeffizienten dem Bereiche angehören, heißt irreduzibel (in bezug 
auf den Bereich), wenn sie mit keiner Differentialgleichung niedrigerer 
Ordnung, deren Koeffizienten dem Bereiche angehören, ein von Null 
verschiedenes Integral gemeinsam hat. 

Herr Frobenius') hat zuerst den Begriff der Irreduzibilität eingeführt 
und grundlegende Sätze über ihn bewiesen. Er behandelte den Fall einiger 
besonders wichtiger Bereiche, insbesondere des Systems der eindeutigen 
analytischen Funktionen. Für diesen Bereich hat er den Satz bewiesen'): 

I. Wenn von zwei linear unabhängigen Integralen einer homogenen 
linearen Differentialgleicimng das eine als homogener linearer Differential' 
ausdruck des anderen darstellbar ist, so ist die gegebene Differential- 
gleichung rcdussibel. 

Mit anderen Worten'): 

n. Besteht etoischen zwei Integralen y^ (4* 0) und z^ der Differential- 
gleichung (1) eine Beziehung 

1) „über den Begriff der Irreductibilität in der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen'', Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 76, 187S, 
S. 236—270. 

2) 1. c, S. 268—270. 

3) n ist mit I gleichbedeutend. Denn, wenn die beiden in (2) auftretenden 
Integrale y^ und z^ linear abhängig sind, wenn also z^ =^<oy^ ist, so hat P{y) » 
mit der Differentialgleichung niedrigerer Ordnung Q(y) — a>y — das Integral y^ 
gemeinsam. Da auch die Koeffizienten von Q{y) — my eindeutige analytische 
Funktionen von x sind, wäre also P{y) auch in diesem Fall reduzibel. 



Ko 1/0(^)1 - ■ f ?»-it^} Fii'nkti<m€n äes Bereiciies sind, ohne daß gleich- 

eeitiff J 

4o(^) = ■•■'= q„-ai^) — 0, ^^^i.(x) — constans fl 

trf, so jX die DifferenÜalgleicimrfg (1) redaisibel. 

EiiKJU zweiten Beweis dieses Satzes hat Uaiuburger'j an- 
gegeben. 

Da nun alle übrigen Frobeniueachen Satze über Rednzibilität 
für einen beliebigen Rationalitatsbereich gelten — die Frobeuius- 
Bcben Beweismethoden sind ohne weiteres anwendbar — , ao hat man 
mitunter auch den oben angeführten Hntz für einen beliebigen Bereich 
angewendet.') Dennoch gilt der Satz nicht für jeden Bereich, wie ich 
in § 1 des Folgenden an einem einfachen Beispiel zeigen werde. In 
§ 2 werde ich die Richtigkeit des Satzes für eine umfassende Klasse 
TOn Bereichen nachweisen. 

1, Es sei das System der rationalen Funktionen von x mit reellen 
ZahlenkoefUzienten zugrunde gelegt. Dasselbe ist offenbar ein Bereich 
in dem oben definierten Sinne. In diesem Bereich ist die Diö'erential^ 
gleichung 
(3) i"W-g + »-0 



\ 



r 



irreduzibel. Denn wäre sie reduzibel, so hätte sie ein von Null 
Bchiedcnes Integral mit einer Differentialgleichung erster Ordnung 

gemeinsam, wo r(.r) eine rationale Funktion von x mit reellen Koeffi- 
zienten ist. Da das allgemeine Integral von (3) die Form 

y = a&inx + h coai 

hat, so bestände also eine Gleichung 



in. + 6«.. 

.%! + » 'W. 



J 



1) „Über die Beduktibilit3t linearer homogener Differeatiatgleichiutgeu". Jotir~ 
nai fOr die reine und angewandte Mnthemalik, Hd. 111, 18!l:i, S. 191 — 133. 

2) Man bat dabei abersebcn , daß der RatioDalitüt«bpreich nadi d«r gp- 
){ebentm Üetinition nicht iille Konatanten iii enthalten brKucht. PQr ciaen Be- 
reich, der alle Konstanten enthUlt, iat die Hamburgencbe Beweismetbode wfljfr 
lieh anwendbar. 
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die linke Seite dieser Gleichung kann aber nur dann eine rationale 
Fonktion von x sein, wenn sie konstant ist, d. h. wenn 

a b 

ist Alsdann ist 

a , . 



b 

a — bigx 
aigX'\'b 



±i; 



diese Zahlen + ' und — i, als Funktionen von x betrachtet ^ gehören 
jedoch nicht zum Bereich. Die Di£ferentialgleichung (3) ist also in 
demselben irreduzibel. 

Trotzdem besteht zwischen den beiden Integralen von (3) 

y^ =» sin X, 0^ = cos x 
die Differentialgleichung erster Ordnung 

mit Koeffizienten im Bereiche. 

Diese Bemerkungen gelten natürlich für die Differentialgleichung 
(1) auch dann, wenn man z. B. den Bereich der rationalen Funktionen 
Ton X mit reellen algebraischen Zahlenkoeffizienten oder auch nur mit 
rationalen Zahlenkoeftizienten zugrunde legt, oder noch einfacher den 
Körper der rationalen Zahlen. 

2. Es sei ein Bereich zugrunde gelegt, welcher außer den auf S. 45 
angegebenen Voraussetzungen die weitere erfüllt: ist 

(4) p* + «iP*-* + ••• + «* = 

eine beliebige algebraische Gleichung mit Zahlenkoeffizienten a^, o,, . . ., Uj^y 
welche dem Bereiche angehören, so gehören alle Wurzeln der Gleichung 
(4) dem Bereiche an. Kurz ausgedrückt: Die Konstanten, welche dem 
^reiche angehören, reproduzieren sich durch algebraische Operationen, 
^cbt nur durch rationale Operationen. 

Für jeden solchen Bereich soll nun der Frohen ins sehe Satz be- 
lesen werden, und zwar in der Formulierung 11 , welche offenbar I 
^thali Die in § 1 vorkommenden Bereiche genügen eben der an- 
Pgebenen Bedingung nicht. 

Gesetzt, es bestehe im Bereiche zwischen zwei Integralen yi{+0) 
^d fj Ton (1) die Beziehung 

(2) z, = goWyi-" + • • • + «.-i(*)yi = Qiyd, 
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WO nicht zugleich 

q^(x) = . . . = q^^^(x) = 0, Qn-iix) - constans 

ist, lind es sei trotzdem die Di£ferentialgleichung (1) irreduzibel. Dann 

folgt aus 

Piz,) = PQiy,) = 

zunächst^ da der Di£ferentialaasdruck PQ(jf) mit dem irredoziblen P(ff) 
das Integral y^ gemeinsam hätte^ daß die Di£ferentialgleichung 

PQ(y) = 
durch jedes Integral von (1) befriedigt wird. Es sei nun 

ein Fundamentalsjstem von (1), und es werde 

gesetzt. Dann sind z^, z^, , ,,, g^ partikuläre Integrale von (1), also 
von der Form 

^1 - «iiyi + • • • + öi«y«, 



^n-<^ntyi+'' + %nyny 



wo die a^i gewisse Konstauten sind. Bestimmt man nun o als eine 
Wurzel der Gleichung 



(6) 



d^l a^ — C9 . . . ^2 A 

I 



0, 



so laßt sich ein System von n nicht sämtlich verschwindenden Kon- 
stanten c^y ' ' -y^n ^^ finden, daß die Gleichungen 



erf&Ut sind. Alsdann ist 

Qic^y, + • • • + c^y^ " a)(qyi + • • • + c.yj. 

(1) hätte also mit der Diflferentialgleichung (n — l)-ter oder niedrigerer 
Ordnung 

Q{y) - «y = 
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ein von Null yerschiedenes Integral, nämlich CjyiH h c^y^, gemeinsam. 

Es gibt also mindlsstens eine Konstante C3^), für welche die Resultante 
der beiden Differentialausdrücke P(j/) und Q{y) — cjy identisch ver- 
schwindet. Nach der allgemeinen Theorie^) kann diese Resultante als 
Determinante dargestellt werden ^ deren Elemente sich aus den Koeffi- 
zienten von P(i/) und Q{y) — (oy durch rationale Operationen und 
Differentiation finden lassen und insbesondere in bezug auf cd von der 
Form f(x) + g(x)G) sind, wo f(x) und g(x) Funktionen des Bereiches 
sind. Die Resultante hat also, da sie nicht für alle cd identisch ver- 
sdiwindet^), die Form 

/iw«" + /; Wo""' + • • • + fMy 

wo iw^l ist, foix), fi{x)y ..., f^{x) Funktionen des Bereiches sind und 
fj^x^ nicht identisch verschwindet.^) Es besteht also für o eine alge- 
braische Gleichung 

(6) o^ + g^{x)(o-'-^+ . • . + g^{x) == 0, 

deren Koeffizienten Funktionen aus dem Bereiche sind. Die Gleichung 
(5) hatte Zahlenkoeffizieuten, die jedoch nicht dem Bereiche anzugehören 
brauchten. 

Beide Gleichungen (5) und (6) habe ich völlig im Anschluß an 
die Entwicklungen Hamburgers ausgeführt (der allerdings nur vom 
Bereiche der eindeutigen analytischen Funktionen spricht). Für meinen 
Zweck kommt es nun darauf an, zu zeigen, daß o) einer algebraischen 

Gleichung „» + a.o,*- + • • • + a, = 

mit Zahlenkoeffizienten aus dem Bereiche genügt; denn daraus folgt 
(nach der am Anfang dieses Paragraphen gemachten Annahme), daß die 
Zahl (D selbst dem Bereiche angehört, mit anderen Worten, daß der 
Differentialausdruck (n — l)-ter oder kleinerer Ordnung Q{y) — (oy, mit 
welchem P(y) das Integral ^li^i + * • • + ^„y« gemeinsam hatte, Koeffi- 

1) €0 braucht jedoch nach dem ßisherigen, da die Konstanten a nicht dem 
Bereiche angehören müssen, nicht aus dem Kationalitätsbereiche zu sein. 

2) Vgl. y. Escherich, ,,Über die Gemeinsamkeit partikulärer Integrale bei 
zwei linearen DifTerentialgleichungen'S Denkschriften der Kaiserlichen Akademie 
der Wissenschaften in Wien, mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse, Bd. 46, 
1882, S. 61 — 82, oder die neuere Darstellung von Herrn Heffter „Zur Theorie 
der Resultanten zweier linearen homogenen Differentialgleichungen*', Archiv der 
Mathematik und Physik, Ser. 3, Bd. 3, 11)02, S. 124—126. 

8) Z. B. hätte der als irreduzibel Torausgesetzte Diiferentialausdruck P{y) 
mit Q(y) — 0'y==Q(y) kein Integral ^0 gemeinsam. 

4) Übrigens zeigt die genauere Betrachtung der Resultante, daß m =» n ist; 
doch ist diese Tatsache hier unerheblich. 

ArchiT d«r Matbemstik und Physik. HI. Reihe. X. 4 
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zienten im Bereiche besitzt; das besagt dann die Unrichtigkeit der 
Voraussetzung^ daß P irreduzibel ist. 

Wenn alle Koeffizienten der Gleichung (6) von x unabhängig sind, 
ist die Behauptung schon bewiesen; anderenfalls differenziere ich die 
Gleichung (6) nach x und erhalte 

(7) .^a(^)cd— ^ + ••• + .(/; w^-o. 

Dies ist eine Gleichung mit Koeffizienten im Bereiche, welche nicht 
sämtlich yersch winden; sie habe den genauen Grad l] dann ist 

und (7) läßt sieh nach Division mit dem Koeffizienten von co' in der Form 

cj' + Äi(a:)o'-^ + f- h^(x) = 

schreiben. Sind hierin h^(x\ . . .^ ^'{(•^') nicht sämtlich konstant, so ist 
die Differentiation zu wiederholen, bis man schließlich, und zwar nach 
spätestens m — 1 Schritten, zu einer Gleichung mit konstanten Koeffi- 
zienten aus dem Bereiche gelangt. 

Die Annahme der Irreduzibilität von P führt daher zu einem 
Widerspruche. 

Für die Gültigkeit des Frobeniusschen Satzes ist also nicht die 
Zugehörigkeit aller Konstanten zum Bereiche erforderlich; denn nach dem 
soeben Bewiesenen ist der Satz beispielsweise für den Körper der 
rationalen Funktionen von x mit algebraischen Zahlenkoeffizienten richtig. 

Berlin, den 13. August 1905. 



Zur Bildimg der symmetrischen FnnktioneiL 

Von Carl Kostka in Insterburg. 

Unter dem gleichen Titel gibt Herr Saalschütz im IX. Bd. des 
Archivs S. 113 ff. eine neue hübsch ausgedachte Methode zur Lösung 
der Aufgabe, eine symmetrische Funktion von n Größen ^, ^, . • . ^„ durch 
die Elementarfunktionen auszudrücken. Hier geschieht mir Unrecht 
In der Anmerkung S. 114 wird mein Name genannt mit dem aus- 
drücklichen Zusatz, meine Arbeit stehe zum Inhalt jenes Aufsatzes 
in keiner engeren Beziehung. Die Angabe ist nur richtig hinsichtlich 
der Methode. Dagegen habe ich im 81. Bd. d. J. f. r. u. a. Math, ein 
Verfahren zur Lösung jener Aufgabe dargelegt*), welches hinsichtlich 

1) In der Encyklopädie I 8. 466 ist das Verfahren erwähnt, in der An- 
merkung 38) aber vor dem Zitat J. f. Math. Hl, 1875, p. 28 versehentlich mein 
Name fortgelassen. 
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der Bequemlichkeit seiner Anwendong mit keiner der sonst bekannten 
Methoden den Vergleich zu scheuen braucht; auch ein zweites in vielen 
Fallen recht geeignetes Lösungsverfahren ist in Bd. 93 auseinandergesetzt. 
Ich dnrfte daher erwarten, im Text jenes Aufsatzes unter Nr. V genannt 
zu werden. Im J. Bd. 81 habe ich u. a. die beiden Aufgaben gelöst^), 
die bei Saalschütz S. 140 £f. behandelt sind; imd zwar ist meine 
Lösung kürzer als die bei Serret und kürzer als die von Saalschütz. 
Hier sei mir gestattet^ an einigen anderen der von Herrn Saalschütz 
gewählten Beispiele die Brauchbarkeit meiner Methoden zu zeigen. 

Im folgenden werden gewisse aus den Elementarfunktionen gebildete 
Determinanten benutzt, die ich in meinen Arbeiten J. Bd. 81, 82, 93 
mehrfach verwertet und nach verschiedenen Seiten hin untersucht habe. 
Sie sind dort c- Funktionen, in der Encjklopädie (I S. 465) nach 
Wronskis Vorgang Aleph-Funktionen genannt. Man wird mir wohl 
gestatten, wenigstens die äußere Buchstabenbezeichnung für sie hier 
festzuhalten. Ich nenne (7^ die Ate Elementarfunktion, d. h. die Summe 
der Kombinationen der t zur hien Klasse ohne Wiederholung. Zum 
Vergleich mit den Formeln von Saalschütz hat man: 

Dann setze ich die Determinante 

^^ ^ß-^-i ^,f + 2 ' ' ' __ n 
^y ^y + l ^Y-k-% ' ' • 

• • • 

wobei jedes c mit einem Index, der negativ ist oder größer als n, der 
Null gleich und c^ = 1 ist. Die Determinante ist nach den Indices 
der Diagonalreihe bezeichnet, weil dadurch klar das Gewicht der durch 
sie dargestellten symmetrischen Funktion hervortritt = a + (/J + 1) 
-f (y + 2) + . . . Der Index wird in der Regel fortgelassen, weil in 
diesem Fall die Determinante einfach um einen Grad sich verringert; 
auch werden gleiche Indices in Potenzform zusammengefaßt. Es ist 
also z. B. 



a 



4Jh 



<•* 


C5 


Ce 


<7 


Cl 


c, 


c» 


C4 


<^0 


Cx 


c. 


c» 


<•-» 


«-■-l 


«'o 


Cl 



Nun soll die Bymmetrische Funktion 



1) Sie stammen von Waring her. 
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deren einzelne Glieder durch die Permutationen der Exponenten ent- 
stehen, durch die Elementarfunktionen c ausgedrückt werden. Für 
derartige Funktionsformen wähle ich auch, wie in J. Bd. 93, die Be- 
ziehung 2^00«, • • • a,,_i ^^®^ ^- ß- ^63*» ™i^ ähnlicher YereinÜEtchung 
der Indexreihe, wie yorher bei den C. Die allgemeine Regel für jene 
Umformung ist J. Bd. 81 angegeben und bewiesen. Unter Verwertung 
der hier gewählten Zeichen (vgl. auch Bd. 82, S. 213 f.) kann sie so 
ausgesprochen werden: 

Zu der ZaJdefvreihe 0, 1, 2, . . ., w — 1 in der hestimnüen Folge 
addiere tnan a^, «i, Oj, . . ., a^_, in beliebiger Anordnung, Von den so 
erhaltenen Zahlenretheti lasse nian jede unfwrücksichtigt, wcldie irgend 
ztvei gleiche Zahlen enÜicUt; in jeder anderen zahle man die Anzahl r 
der Inversumen und bestimme, na^ch der Größe aufsteigend, diejenigen 
ZaJden ß^, /3,, /Jj, . . ., welclie in jener Reihe f etilen. Dann ist: 

Die Zahlen ß^, ß^, /S^, . . . sind also für das betreffende C charakteristisch, 
die Indices der ersten Spalte dieser Determinante sind n — /S^ , n — ß^ 
n — ß^y,.,; die Summe enthält soviel Glieder, als Zahlenreihen ß^, ß^j ßv "- 
sich bilden lassen. Jede Determinante ist höchstens vom Grade des 
größten a. 

Sei nun z. B. vorgelegt, wie bei Herrn Saalschütz, V '^^{ahcf 
oder nach unserer Bezeichnung F=» T^^. Die niedrigste Zahl, zu der 
eine 5 addiert werden darf, ist n — 15; dann muß die zweite 5 zu 
n — 10, die dritte zu n — hinzugefügt werden, um gleiche Zahlen 
in der Reihe zu vermeiden. Man erhält daher die Determinante (^5=^0^5. 
Ebenso ergibt sich nur eine Determinante, wenn die erste zn n — 14^ 
oder n — 13, w — 12, n — - 11 zugelegt wird. Fügt man sie zn n — 10 
hinzu, so muß die zweite zu n — h zugesetzt werden, die dritte darf 
4 verschiedene Stellen einnehmen. Es gibt auch je 4 Determinanten, 
wenn die Addition bei n — 9, w — 8, n — 7 oder w — 6 beginnt Stehen 

endlich aUe 5 bei den letzten 5 Zahlen, so kommt man auf ^ ,0, » 10 Um- 

Stellungen und Determinanten C. Somit enthält das Ergebnis 35 Glieder 
und lautet: 

~ ^10,2, 1' ~" ^'% + ^94« ~ ^98<1 + ^92*1' + ^861 ~" ^851 + ^SSM ~" ^M*! 

— C76I* + ^'76»! ~ ^^42* + ^V + ^Vl* ~ ^65« + ^(W»*l — Q8t'+ ^ö* 

^ ~" ^^»41 + Q'31» + ^'54*8 "" ^64321 + ^ MV "" ^4*8 + QVl "" ^48^ + Q'« 

Das Resultat hat man fast ohne jede Rechnung. Der Ausdruck für V 
in Aggregaten der c hat Indexreihen der Olieder von ähnlichem Bau, 



V = 
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wenu man^ wie in J. Bd. 93, ein solches Aggregat durch K mit der 
entsprechenden Reihe von Indices bezeichnet, z. B. JTgg»! = ^^ • c| • q. 
um das Ergebnis in dieser zweiten Form, die ja von Herrn Saalschütz 
erstrebt wird, zu erhalten, sind noch die Determinanten, von denen 
einzelne vom 5. Grade sind, zu entwickeln und die Glieder zusammen- 
zuziehen. Die Rechnung wird dadurch erleichtert, daß man den Bau 
der Glieder im voraus kennt: jedes muß das Gewicht 15 haben und 
höchstens 5 Faktoren c enthalten. Es wäre also z. B. abzuzählen, wie 
oft cfcj in jenen Entwicklungen sich finden kann. Wünscht man, wie 
Herr Saalschütz, z. B. F^, d. h. den Teil von V zu kennen, der 
höchstens e^, kein c mit höherem Index enthält, so setze man 
^'b = Cg = . . . = Cj5 == 0; man sieht, daß von den 35 Determinanten noch 
18 übrig bleiben; und wünscht man F^ — V\, d. h. die Gesamtheit 
aller Glieder, die jedenfalls c^ enthalten, nicht aber ein c mit höherem 
Index, so hat man aus jenen 18 Determinanten nur gewisse Partial- 
determinanten zu berücksichtigen, also höchstens Determinanten vom 
4. Grade zu entwickeln. Die Rechnui^ gestaltet sich hinreichend über- 
sichtlich. IJberdies könnte man — nötigenfalls nach Entwicklung der 
vorgelegten Determinante nach den Elementen der letzten Spalte — 
die Tafeln benutzen, welche ich im J. f. Math. Bd. 93 angegeben habe, 
dort der Raumersparnis wegen allerdings nur bis zum 8. Grade, doch 
wie ich ebenda gezeigt habe, mit sehr geringer Mühe weiter aus- 
führbar. 

Aus denselben Tabellen kann man das andere Beispiel ^a^V von 
Herrn Saalschütz, T,, nach unserer Bezeichnung, in beiden Formen 
sofort entnehmen: 

= — 5c5 + 5c^Ci — Cjfj — 2(^c[ + c\c^. 

Bei dem Beispiel ^a^V oder T^^ (S. 132) ergeben sich nach 
meinem Verfahren 57 Determinanten, zum Teil vom H. firade, unter 
denen allerdings einige gleiche sich finden. Zur Be^uitwortung be- 
sonderer Fragen ist der Ausdruck dennoch geeignet, weil er Ificht über 
sichtlich ist. Weit komplizierter gestalt<?t sich die Aufgabe S. 139, 
Anm. 2: V = ^a^b*€^€Pe = Tr^^g^^ Die Schwierigkeit liegt nicht in 
verwickelten Rechnungen, sondern nur in der sorgfältigen Aufmerksam- 
keit im Abzählen von vielen gleichartigen Ausdrücken; doch bemerkt 
Herr Saalschütz S. 114 sehr richtig, daß ^>ei manchen Aufgaben, wie 
die langgestreckten Resultate zeigen, die ihrer Natur nach etwas reichiicl^f 
Rechnung sich nie wird vermeiden lassen. Man wird zuerst den Teil 
von V bestimmen, bei welchem die Exponentfin 1, 2, 3, 4, 5 in irgend 
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einer Folge auf die letzten Zahlen w — 5, . . ., n — 1 verteilt bleiben, 
bei dem also jedes C als höcJisten Index 5 haben muß. Dieser Teil 
sei F^^); es ist: 

F*^ = — 2C5» + 2C5»4i + 2C5»82 ~~ 2C5«2»j — 2 C^^^^ — 2G^^i + Qisn- 

Setzt man hier c^ = C7 = . . . = 0, so erhält man nach der Entwicklung 
den Ausdruck V^ von Herrn Saalschütz. Man wird dann zu 1^^)— F^*i 
übergehen, also alle C ermitteln, bei denen der höchste Index 6 ist. 
Hier sind schon mehr als 50 Zahlenreihen zu prüfen, während schließlich 
der Ausdruck in 12 Glieder sich zusammenzieht. Die Rechnung wird 
nachher wieder einfacher, ist aber, dies ist zuzugeben, etwas reichlich. 
Aber, worauf ich besondem Wert legen möchte, in jedem Stadium der 
Rechnung kann man eine gewisse Kontrolle ausüben. Einmal muß 
bei jeder Zahlenreihe ein ü vom Gewicht 15 sich ergeben; vor allem 
aber kann jeder Zahlenfaktor eines C im schließlichen Ergebnis leicht 
geprüft werden auf Grund des folgenden Satzes, den ich J. Bd. 93 S. 92 
erwiesen habe: 

„Der Faktor von K^ ^ . , , „ _ in der Entwicklung eines C ist 

identisch mit dem Faktor des konjugierten C in der Entwicklung von 

«o«! • • • ^m-l 

Dabei werden zwei C konjugiert genannt, wenn ihre Indexreihen 
es sind im Sinne von Cayley.\) Zu 642-1 z. B. wird die konjugierte 
Reihe 542^1^ erhalten, indem man in 5 Zeilen je 6, 4, 2, 2, 1 Einheiten 
untereinander schreibt und kolonnenweise addiert. So kommt, um ein 
Beispiel zu nennen, in der Entwicklung des oben genannten F^*)— F^) 
ein Glied — 8 • C^^^^ vor, und — 8 ist auch der Zahlenfaktor von c^c^c^c^i^ 
in der Entwicklung der Determinante C^^'^^^^'^ so läßt jeder der oben 
genannten Zahlenfaktoren sich leicht prüfen. 

Damit sind wir aber zu der zweiten Methode gekommen, welche 
für die Lösung der vorangestellten Hauptaufgabe aus meinen im J. f. 
Math, veröffentlichten Arbeiten, insbesondere aus Bd. 93 zu ersehen ist. 
Sie fordert für die Bestimmung der Determinanten C sowohl wie der 
Aggregate der c, welche den Wert von V zusammensetzen, keine andere 
Rechnung als die Entwicklung von Determinanten, eine Operation also, 
die dem Mathematiker etwa so geläufig ist wie das Auflösen von 
Klammem. Sei a der Zahleufaktor von K^^ . . . ^^_j in der Entwicklung 

eines C und h derjenige von Jf^^.. ..^^_j in der Entwicklung des 

konjugierten C; man bilde das Produkt a - b für jede Determinante C 
von der betreffenden Dimension (immer haben einige dieser Produkte 

1) Phil. Transact. London 1857, S. 401. Vgl. Encyklopädie I S. 461. 
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den Wert 0): dann ist ^ab, d. h. die Summe aller derart gebildeten 
Produkte ab, der Faktor von K^^^,,,^ _ in der Entwicklung von 

-^Mx'i^n — v ^^^ dieselbe Zahl Sab ist offenbar auch der Faktor von 
^^/*x-V«-i ^ ^^^ Entwicklung von T^,a,"-a,__y) Im Wert von 
^aoa •••««-! ^^ ^®'^ ^ ^^" Grad des größten a, es sei ä, übersteigen. 
Man zerlege also das Gewicht der symmetrischen Funktion ao+^i + *'^n-i 
auf jede Art in ä oder weniger positive Summanden und setze jede 
solche Summandenreihe als Index eines C im Werte von T. Den 
Zahlenfaktor dieses C findet man, indem man den Faktor von 
^«o^ffi • •• ^o» — 1 '^ ^'^^ Entwicklung des konjugierten C ermittelt. 
Namentlich die successive Entwicklung aller Determinanten C von 
bestimmtem Gewicht gestaltet sich besonders einfach. Führt man sie 
aus und ordnet die Schlußtabelle so an, wie ich es in J. Bd. 93 getan 
habe (nur die Zahlen rechts von der Hauptdiagonale kommen hier in 
Betracht), so hat man sofort den Ausdruck in den C für jedes T von 
dem bestimmten Gewicht; durch geeignete leichte Korabination jener 
Zahlen hat man auch die Entwicklung nach Potenzen von c, wie Herr 
Saalschütz sie wünscht. 

Ich will den Raum des Archivs nicht weiter in Anspruch nehmen, 
um Dinge vorzutragen, die doch nicht neu sind. Die Behauptung, 
Bd. IX, S. 114 dieses Archivs, daß meine Arbeiten mit der gestellten 
Aufgabe in keiner engeren Beziehung ständen, glaube ich hinreichend 
widerlegt zu haben. 

Insterburg, Mitte August 1905. 

1) Dieser Satz, daß der Faktor von Ka^ft^ ■••<'„. j i" ^^-^ Entwicklung,' von 
7/^0 /*! "(in — i ebenso groß ist als derjenige von K[i,^^ - ■ (i^^ i i" der Entwicklung 
▼on Tooffi • • • "w — 1» ^®^ ^^° Cayley aufgestellt und durch Induktion für die ersten 
10 Dimensionen geprüft worden. (Phil. Trans. London 1867, S. 492 f.) Einen 
vollen Beweis hat Betti (Tort. Ann. Jahrg. 1868, S. 328 f.) und einen andern habe 
ich (J. f. Math. 98, 98) geliefert. Hier zeigt er sich als ganz einfache, 
unmittelbar ersichtliche Folge meines oben aus J. Bd. 98 zitierten Satzes, eine 
Folgerung, die an jener Stelle (J. Bd. 93) nicht gezogen ist. 
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Bemerknng zu dem vorstehenden Aufsatz 
des Herrn C. Kostka. 

Von L. Saalschutz in Köiiiirsberif i. P, 



{AUS! 



chreibe 



I Redaktion.) 



In dem genannten Aufsatz werden mir von Hmth Kostka zwei Vor- 
würfe gemiicbt, daß ich seine Methode nicht im Text meiner qii. Arbeit 
neben tlen früheren als V erwähnt habe, und daU ich, in der Ajinierlning, 
von seiner Arbeit gesagt, sie stehe zum Inhalt meines Aufsatzes iu keiner 
engeren Beziehung, Was den ersteren Vorwurf betrifft, bo bedauere ich 
allerdings, den Aufsatz des Herrn Kostka im Kl, Bd des Cr. J. zurzeit 
nicht gekannt zu haben, anderenfalls hätte ich zweifellos seine Methode 
den anderen bekannten augereiht und charakterisiert; den zweiten Vor- 
wurf glaube ich aber zurückweisen zu dürfen. 

Mein Ausdruck: die Arbeit des Herrn Kostka im 1(3. Bd. von 
Cr. J. stehe, nebst andern gleichzeitig genannt«n, zum Inhalt meines 
Aufsatzes in keiner engeren Beziehung, ist durchaus harmlos gemeint 
und soll nur ausdrücken, daß sich in der Kostkaschen Arbeit nichts 
findet, was bei der von mir dargelegten Methode benutzt worden wärt- 
oder hätte benutzt werden können, was ja auch Herr Kostka selbst 
zngibt. Daß Arbeiten aus demselben Gebiete miteinander überhaupt 
in Beziehung stehen, ist ja selbstverständlich. — Was aber die Sache 
selbst betrifft, so verfolgen unsre Methoden, die des Herrn Kostka 
und die meinigf, ganz verschiedene /wecke; die erstere er/ielt Über- 
sieh tlichkett wie sie durch Detcrminunten-Diirstellung gewahrt wird, 
und (in der Abhandlung im 93. Bande) die Möglichkeit, Tabellen auf- 
zuHtellen, was bis zum Gewicht 8 einschließlich auch wirklich geschieht; 
die meinige erstrebt praktische Durchführbarkeit bis zur Ge- 
winnung des Endausdrucfcs. 

So hat z. B. bei mir V=S {ahcf im ganzen 84 Summanden 
(F, hat 1. F, -r, li, ^^-y* 12 usw.). der Ausdruck des Herrn 
Kostka im vorstehenden Aufsatz zur Lösung derselben Aufgabe enthält 
3f) Determinanten, darunter 15 vom 5. Grade, deren jede also 120 Glieder 
enthält; man kann somit ermegsen, wieviel Glieder oder Glieder-Gruppen 
verschwinden oder sich itusammenziehen oder zerstören müssen, um das 
wirkliche Endresultat zu liefern; wenngleich nicht in Abrede gestellt 
werden soll, daß bei der DurchfÜhruug sich mancherlei Abkürzungen 
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darbieten würden. — Andererseits ist die Eostkasche Auflösung der 
Waring-Serretschen Aufgabe kürzer als die meinige. ^) 

Wenn also die Arbeiten des Herrn Kostka über symmetrische 
Funktionen sicher die anerkennende Beachtung der Fachgenossen ver- 
dienen^ so ho£Pe ich, daß auch mein Aufsatz daneben nicht als über- 
flüssig angesehen werden wird. 

Königsberg, den 22. August 1905. 



Fonctions continnes sans dörivöe; 

par M. Ernest Cesaro. 

Au cours d'une etude*) sur une lign^ conünue sans tangentes, con- 
struite') par M. Helge von Koch, j'ai rencontrö d'interessantes fonctions 
continues sans derivee, qui ne sont pas les plus simples de leur type. 
En faisant abstraction des questions geometriques qui leur ont donne 
naissance, j'ai ete conduit a me proposer de eonstruire d'autres fonctions 
du meme type, mais plus simples, et en meme temps plus generales. 
La variable independante x etant obligee, pour fixer les idees, ä rester 
dans Tintervalle (0, 1), je suppose qu'on ecrive sa valeur dans le 
Systeme binaire. Soit x = 0, a^a^a^ . . ., oü «^ = [2''x] — 2[2''"^a;] ne 
peut avoir que les valeurs et 1. Je remarque d'abord que toute 
Serie absolument convergente w^ + ^2 + ^s + ' * * t^ovls donne le moyen 
de definir une fonction 
(1) y == «jtii + a,M, + «3^3 + • • • , 

qui semble continue, du moins en general, parce que toute Variation 
infiniment petite de x ne peut alterer que les chifires infiniment eloignes 
vers la droite, et, pourtant, eile ne peut produire qu'une Variation in- 
finiment petite de Texpression (1). U y a cependant des valeurs excep- 
tionnelles de Xy pour lesquelles la fonction y n'est pas bien definie. 
Ce sont les valeuis susceptibles d'une double representation dans le 
Systeme binaire; et il faut remarquer qu'il y en a une infinite dans 
tout Intervalle, si petit que ce soit. Chaque fois que .r devient egal 

1) Ob Kostka 8 Tabellen, die bis zum Gewicht 8 gehen, auch für symmetrische 
Funktionen höheren Gewichtes verwertbar sein können, wie es mir in einzelnen 
i^Uen bezüglich der Bruno scheu Tabellen gelungen ist, bleibt späterer ünter- 
snchnng vorbehalten. 

2) Atti della E. Accademia delle scienze dt Napoli (2^"»« gerie, vol. XII, n*^ 15). 

3) Arkiv för Matematikj Astrofiomi och Fysik (Stockholm, 190i, p. 681—702). 
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au quotient d'un nombre entier par une puissance entiere de 2, la siiite 
^u ^; ^8; * * * ^"^^ P^^ ^^ renfermer que des ^ros^ apres un certain 
a^ » 1; mais on peut remplacer ce cbiffi*e par 0, et chacun des zeros 
suiyants par 1, sans alterer la valeur de x, Si Ton convient d'adopter 
le premier mode de representation, la fonction y est bien definie^ eile 
est m^me continue ä droite de tonte yaleur de x, mais eile est dis- 
continue a gauctie des valeurs exceptionnelles. Le contraire arrive si 
Ton adopte Tautre mode de representation. Toutefois il y a moyen de 

faire disparaitre la discontinuite en choisissant la s^rie u^+u^ + tt^-i 

de maniere que Fexpression (1) ait une yaleur unique pour toute yaleur 
exceptiounelle de x. Cela exige que Ton ait, quel que soit p, 

(2) % - Wp+l + %^i + W^+8 + -"y 

et, par suite, u^ = 1/2", ä moins d'un facteur constant. On trouye ainsi 
la fonction y ^ x, depouryue d'interet. 

Pour trouyer d'autres fonctions continues on est donc oblige de 
rendre l'expression (1) un peu plus generale, en faisant dependre le 
n*'"** terme de tous les chiflfres qui precedent a„. Soit, par exemple, 

La condition (2) deyient, dans le cas actuel, 

(3) u^ = i/^^j + Ap + iW^+sr + ^,+i^p+aW^+8 H j 

d'oü, ä moins d'un facteur constant, u^ = 1 /(l + ^i)(l + ^) • • • (1 + ^J 
II en resulte que, pour toute yaleur de x, la fonction 

^^n 1 2 • • • ^j. ^_ ■% 

(4) y-2j {\ + i\)\\ + i^) . ::{i'+T„) 

n = l 

est bien definie, et, par suite, continue. II faut, bien entendu, que la 

Serie w^ + w, + Mj + • • • soit conyergente. Pour assurer cette conyer- 

gence il snffit de supposer tous les nombres k^ plus grands qu'un 

nombre positif. Cela pose, je yais d'abord calculer la deriyee de la 

fonction y a droite d'une yaleur exceptioniielle de xi soit a;^= 0, «, «^ . . . a^, 

oü a. =« 1. Tout accroissement 
p 

ÖX = 7 -\ T. + • • • {p<n<n'<n"<,..) 



produit un accroissement de la fonction, eyidemment egal ä 
oü 
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Pour que la derivee existe, il suffit de choisir les nombres k^ de ma- 
niere qne, pour n infini, 2"u^ tende vers une limite finie k. Cela 
exige qne ces nombres tendent vers Tnnite. II est d'ailleurs evident, 
d'apres (3), que 6^ ne peut surpasser «^.j, d*oü il suit que son produit 
par 2", toujours compris entre deux nombres qui tendent respectivement 
Ters k et 2k, reste fini. On a donc 

lim II = lima-K - O = lim^2- {(A„ - l)tf, + «.} = k; 

puis 

(5) lim ^ = A'rUl''...A"''. 

Qu*arrive-t-il ä gaucheV Si da: «= — ^- „•""•'•> ^^ ^^^^ d'abord mettre 

la valeur de x sous la forme x^, = 0, «,«3 . . . ajj.jOlll . . . pour trouver, 
en tenant compte de l'identite (3), la Variation de f/: 



On a pose X^k^ . . . k^^ a^. Soit r^ le numerateur de la demiere ex- 
pression, et remarquons que 



^' 



^n = «»«<n + 2 ? d'oü r, - %n' = (1 " AJt„ + X^a^U^. 



n 



Lorsqu'on suppose que les nombres a^ tendent, pour n iniini, vers une 
limite «, il est facile de voir que 2"t„ reste fini. II en resulte 

— lim l" = lim 2*'(t„ — r«) = lim ^''au^ = ka. 

H = ccOX n = CB /*s=« 

Donc 

(6) lim i^ = -. , -*" , 

1 2 P"-*- P 

La derivee ä gauche ne coincide donc pas, en general, avec la derivee 

a droite. 

On peut cependant avoir une derivee unique. En eflfet, si Ton 

<?gale entre elles les expressions (5) et (6), on trouve 

i_ 

A^ = Ap^l Ap^2^p + 8 • • • > ci ou A^ = a 

II est d'ailleurs aise de s'assurer de Texistence du nombre k dans ce cas 
particulier; car * 

a-" — 1 j I . ^.„ log a 

M_ =» 7- , k = lim 2"?*. = — ^ • 
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Ainsi; pour toute yaleur exceptionnelle de x, la fonction 

a^\aJ -l) + a^a'\a^ — l) + cc^a'^ia^' — l) + • • 

admet la derivee unique a' log a. On retrouyerait ce resultat si Ton se 
donnait la peiue de calculer la derivee pour les autres yaleurs de X'^ 
raais ce serait inutile; car il est facile de voir que la fonction consideree 
ne differe pas de a^ — 1. II suffit de remarquer^ ponr s^en conyamcre, 
qne la somme des n premiers termes de la demi^re serie peut etre mise 
S0U8 la forme suivante: 



(a^ -i) +a'Aa^-l) + a'»(a*' - l) + •.. + a''«-i(a2" ~l) 



a'^-l. 



La somme de la serie est donc bien o' — 1. 

Je reprends la fonction y ^ (p{x) sous la forme generale (4), et je 
me propose d'en calculer la derivee pour une valeur quelconqne de x. 
Je remarque d'abord que, lorsque p croit indefiniment, les expressions (5) 
et (6) tendent vers 

Maintenant; pour s'assurer que cette fonction est effectivement la derivee 
de 2^ ä gauche de la valeur consideree de x, il suffit de chercher la 
limite du rapport 

y — yp _ A^ Ag . . . A^^x g^ 

X-Xp^ 1J._1_ 

dans lequel n, n\ n", ... marquent le rang des chiffres 1, qui snivent 
le ff^'. On obtient le rapport analogue ä droite en rempla^^t x^ par 

^1» "^ 2^ ' ®* ^p ^^^ ^p "^ ^i' ^2* • • • ^"^%' ^^ retrouve ainsi Texpression 
precedente; seulement n, n\ n", . . . y designent le rang des cliiffi-es 0. 
Donc^ en faisant croitre p, et par suite n, au-delä de toute limite, 

Ce resultat subsiste meme pour les valeurs exceptionnelles de x\ car 
les expressions (5) et (6) ne sont que les deux valeurs de ^'(x), qui 
correspondent aux deux manieres d'ecrire x dans le Systeme binaire. 
En resume, lorsque la derivee de la fonction (4) existe, sa valeur est 

Maintenant il ne tient qu'a nous de faire manquer oette derire^ 
du moins ponr une infinite de valeurs de x, en disposant conTenable- 
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ment des nombres X^. Lorsqu'on suppose, par exemplO; que ces nombres 
ont iiiie yaleur nnique A ^ 1^ on trouye que (p'{x) depend de la fonction 

ö (x) = Um 07, := lim -^- 1«. + • ; •_+ 5n 

<jui sert a mesurer la frequence du chüBEre 1 parmi les chiftes represen- 
tatifs de x dans le Systeme binaire. Cetie fonction n'est pas bien 
definie par Tegalite precedente, soit parce qu'elle donne simultanement 
= et (17 == 1 pour tonte valenr exceptionnelle de a:, soit parce que 
la frequence (T^, ne pourrait pas tendre vers une limite determinee, ce 
qui arrive pour une infinite de valeurs de x entre denx nombres quel- 
conques; mais ces faits ne peuvent que contribuer ä la non-existence 
de g>'{x), On a, d^apr^s (7), q>\x) ==lim X''^^'»'"'\ oü le nombre a, 

n — OD 

defini par Tegalite 1 + A = 2A", est compris entre et J-, ou bien 
entre ^ et 1, suivant que X est plus petit ou plus grand que 1. II 
est impossible que q>'(x) ait une valeur finie, autre que zero. En effet 
n(p^ — a) ne peut pas tendre vers une limite finie, parce que la diffe- 
rence entre deux yaleurs consecutives de cette expression est a^ — a, 
qni ne tend pas yers zero. Supposons^ pour fixer les idees, A < 1. II 
est evident que (p\x)=^0 ou (p'(x)^<x> suivant que ü}(x)>a ou 
W(x) < a, respectivement. En particulier, pour toute valeur exception- 
nelle de X, q>\x) est nulle comme derivee ä gauche (r7> «= 1), infinie 
comme derivee ä droite (oT =* 0). Enfin pour toute valeur de x, teile 
que iS(x) = cCy q>\x) ne peut exister tant que n((S^ — a) ne tend pas 
vers ± oo. Si Ton remplace X par un autre nombre, par exemple 
fi > 1 , on doit changer a < y en ß> \, et Ton obtient une autre 
fonction, dont la deriv^ est nulle ou infinie suivant que [rj(x) < ß ou 
VS(x) > ßy respectivement. En particulier cette derivee est nulle comme 
derivee ä droite, infinie comme derivee a gauche, pour toute valeur 
exceptionnelle de x. II en resulte que la somme des deux fonctions 
cesse d'avoir une derivee finie pour ces valeurs de x, aussi bien que 
pour toute autre valeur qui ferait sortir S5(a:) de Pintervalle (a, ß). 
Comme cet intervalle est d'autant plus petit que X ei fi sont plus pres 
de Tunite, on peut faire en sorte que les valeurs finies (nulles) de la 
derivee deviennent de plus en plus rares; mais il en restera toujonrs 
une infinite dans tout intervalle, arbitrairement petit, parce que Uj(x) 
reprend une infinite de fois la meme valeur entre deux valeurs quel- 
conques de x, 

Les fonctions considerees en demier lieu ont quelques pro- 
prietes, qui expliquent comment il se fait que leurs derivees man- 

1) Bulletin des sciettces mtUMmatiques et astronomiques (Paris, 1897, p. 257). 
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quent si frequemment. Si Ton change «i, «,, a,, . . . en 0, o^, Oj, . . . 
dans 1 -°°, 

n = l 

on trouve (p{x) == (1 + ^)9(2)- ^^^^ 1 + A = 2"*. II est erident que 

la propriete precedente appartient ä la fonction oc^, d'oü il suit que la 
courbe y ^ (p(x) rencontre la parabole y == a:™ en une infinite de points 
dont les abscisses sont x =^ l, \, \, '^^ . . . Si Fon attribue ä x une 
yaleur Xq^ n'appartenant pas ä cette succession, on trouve une auirc 
parabole^ qui passe egalement par une infinite de points de la courbe, 
dont les abscisses sont Xq, yO^Q, \Xq, . . . Ainsi, par ezemple, poor 
A => 3; on obtient une premi^re parabole y ^ x^y puis une infinite 
d'autres 9y = lx^, 13y = 9a:^, etc., qui correspondent aux valeurs 
hu h ' ' • ^^ ^0' ^^ ^^ ^^"^ compte assez bien, par lä, de Tallure 
sinueuse de la courbe dans la region occupee par une gerbe de para- 
boles, issues de Torigine tangentiellement ä* Tun des axes. Soit p(x) 
ce que devient q)(x) lorsqu'on y change A < 1 en ft > 1. Les paraboles 
dont il vient d'etre question se reduisent ä autant de droües si Ton 
consid^re la fonction Y¥{x)il^{po), pour (1 + k)(l + ft) = 4, ou bien 
q>^{x)ilf°(x\ pour Aft = 1; etc. 

Je laisse de cöte la question de savoir s'il est possible de choisir 
les nombres reels X^ de mani^re que la fonction (4) soit absolument 
depourrue de derivee, et je vais me procurer une pareille fonction par 
Temploi des imaginaires. Pour A, = e^^'^n Tezpression (4) prend la 
forme q> + i^f et il est evident que les fonctions 
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[O) ^^x)—^ gn - g Q^ ^joa Q-^ ^j^ja Q^ y WK-^) ^ .^ '^^ Öj cos ö, . . . coa Ö„ ' 

fiel ns=l 

sont continues. On a pose 

K = (- 1)"'«! + (- ir-ö, +••• + (- 1)"- ö.. 

D'aprfes (7), les derivees de 9? et ^, si elles existent, sont 

cos ^^ sin ^^ 
(9) cp'(:r) =• lim - vi ^— ' - —^ » t W = lim — -x 5 ^• 

\ J y \ J „«ooCOSÖi COSÖ, . . . cos Öj^' ^ V / « = a>C08dj COBÖ, . . . COed^ 

TT 

Ainsi, par exemple, si Ton prend 6^ = nr+T? ^^ trouve 



00 



n=al 11=1 

c'est-a-dire ^(a;) = sin*-,-- Or on a bien 

<p'{x) - Im 2» 8in~f sin («x, + ^^ - J sin xx. 
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Mais si Ton prend ö„ =» . , de sorte que ^^ = — -~^y oü v^ represente 

Texc^s du nombre des chiffres 1 sur le nombre des chiffires 0^ parmi 
les n Premiers chifires representatifs de a;, il est evident que q>\x) 

n'existe pas; car, pour n infini, (1/2)" cos -ö*^ ne peut pas tendre vers une 
liniite. II «n resulte que la fondion cmitinuc 
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9>(^) = >7r/:rNn«"^ 



^ (1/2)" " ^ 

n'a pas de derivee. En d'autres termes, si Ton fait corresponare a 
chaque valear de Tabscisse 

a; = — -f • • •, 

2»i o"« 2"' 

pour toute succession de nombres entiers n, tels que < a*i < n^ < . . ., 
la valeur ^^^ ^« ^^ ^^ „^, 

C08 —-' sm -• - cos --^ sm -— - cos ** 

4. 4 4 i_*i 

^ ^ (V^ "^ (V2)"^' "~ (V^)"' ~ (^2)«* "^ (|p*i?^ 

de Tordonnee, le lieu des points {Xy y) est uue amrbc Continus sans 
tangentes. 

Teile est aussi toute courbe representee par les equations x = ^{t\ 
y = t{t), les fonctions qp et ^ etant definies au moyen des egalites (8), 
quels que soient d'ailleurs les nombres 6^, pourvu qu'ils ne tendent 
pas Ters zero. En effet; d'apres (9), la taugen te ne peut exister tant 
que ^^ ne tend pas vers une limite finie, ce qui exige que Ton ait 
lim ö^ = 0. II est d'ailleurs facile de construire la courbe qui corre- 

spond ä une succession donnee de valeurs de 0^. Les points definis par 
les valeurs 0^ •!•; 1 de ^ forment un triangle isoscele, dont les angles ä 
la base sont egaux ä 0^. Si l'on construit sur les cotes deux autres 
triangles isosc^les^ ayant les angles ä la base egaux ä O^y les deux 
nouveaux sommets appartiennent ä la courbe , sur laquelle ils sont 
definis par les valeurs ^ et f de t. Si l'on construit de meme sur les 
quatre nouveaux cotes quatre triangles isosc^les, ayant les angles ä la 
base egaux ä 0^^ on trouve quatre nouveaux points de la courbe^ 
definis par les valeurs |^, f, |, ^ de ^; etc. En particulier^ si Ton prend 

on obtient successivement une circonference, la courbe de von Koch, 
une courbe continue remplissant tout un triangle] etc. 
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F. Klein und A. Sommerfeld, über die Theorie des Kreisels. Heft HL 
Die störenden Einflüsse. Astronomische und geophysikalische Anwendungen. 
Leipzig 1903, B. G. Teubner. 247 Seiten. 

Die Beziehungen der Kreiselbewegung und der Bewegung der Erde 
sind in den ersten Heften des vorliegenden Werkes bereits öfter erwfthnt 
worden. Das dritte Heft wendet sich speziell der Anwendung der vorher 
entwickelten Theorie auf astronomische und physikalische Fragen zu. Der 
Inhalt des Heftes, der ausführlicher in der demselben vorgedruckten Anzeige 
angegeben ist, beschränkt sich aber nicht auf diese Anwendungen, sondern 
umfaßt außer dem auf der Horizontalebene spielenden Kreisel: die störenden 
Einflüsse, insbesondere die Reibung und die Elastizität des Materials, und 
am Schlüsse die Gyroskope. Da der behandelte Stoff mehr noch als bei den 
vorangehenden Heften über eine von Herrn Klein gehaltene üniversitäts- 
vorlesung, der das Werk seinen Ursprung und seine Grundlage verdankt, 
hinausgeht, wird man im allgemeinen Herrn Sommerfeld, der ihn be- 
arbeitet hat, als den eigentlichen Verfasser bezeichnen dürfen. 

Mit Rücksicht auf den reichen Inhalt wird im folgenden auf eine Auf- 
zählung der einzelnen Ergebnisse um so eher verzichtet werden können, als 
diese, wie sich nicht anders erwarten ließ, zum größten Teile bereits be- 
kannt waren, vielmehr wird ein kurzer Hinweis besonders auf die Methoden 
gerechtfertigt erscheinen, da auf ihnen der Erfolg des Werkes in erster 
Linie beruhen dürfte. 

Während der früher behandelte Kreisel mit festem ünterstützungspunkt 
nur drei Freiheitsgrade besitzt, wird in einem Anhang zum VI. Kapitel der 
auf der Horizontalebene spielende Kreisel untersucht, dem fünf Freiheits- 
grade zukommen, indem nur die senkrechte Koordinate des Stützpunktes 
konstant ist. Die Gleichung, welche den Winkel -0" zwischen der Figuren- 
achse und der zur Horizontalebene senkrechten £:- Achse (Achse der Präzession) 
als Funktion der Zeit darstellt, enthält hyperelUptische Funktionen, während 
im früheren Falle elliptische auftraten. Bei sehr großer Rotationsgeschwindig- 
keit, die durch eine Annahme über die Größe des Eigenimpulses im Ver- 
hältnis zur Schwerewirkung präzisiert wird . kann indessen u = cos ^ als 
elliptische Funktion einer angenäherten Zeit dargestellt werden, deren Ab- 
weichung von der wahren Zeit weniger als 0,01^0 beträgt. Geht man in 
den Vernachlässigungen noch weiter, so erhält man u als explizite Funktion 
der Zeit, bei der Fehler von 1% noch zugelassen werden. Im § 9 des 
IV. Kapitels ist bereits ausführlicher diese Methode angenäherter Berechnong 
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mil Fehle räch ätzung begründet worden. Besonderes Interesse erweckt die 
Babukurve des StützputLkf«s, deren Ableitung bei den gemachten Ver- 
einlkchongen verhältnismäßig leicht ist. 

Diese Untersuchungen sind deshalb nicht mit gröBerer OeDaaigkeit 
durchgeführt, weil die störenden Einflässe bisher vemacUässigt wurden. 
An «rat«r St«lle kommt die Keibnng in Betracht, die in drei Formen als 
gli<ileude, rollende und bohrende Reibung auftritt. Der WiderätiLud IV' bei 
dN gleitenden Reibung wird dem Druck in der Richtung der Normalen der 
BcnliinuigsflBche (der Verf. sagt sehr kun; dem Normaldruck) proportional 
gfsetit: W ^^ t'^N, wo der Reibungskoeffizient ft, dessen Abnahme mit der 
(twrtiHindigkeit wenig bekannt ist, hei der geringen Geschwindigkeit des 
Sllltipimktes konstant gesetzt werden kann. Bei der Rotation des Kreisels 
itmmt die rollende Reibung zur Geltung, die als eis Reibungsmomeut auf- 
pli&t werden muß, das von dem Drehmoment in jedem Augenblick Über- 
wunden wird: M = vN. Die bohrende Reibung endlieh wirkt, wann sich 
m KBrper auf einem anderu tun die Normale im Berührungspunkte dreht. 
Infolge der Deformation der Unterlage entsteht aber eine BerührungsflUche 
il»tt des Berflhnmgs Punktes, so daß wieder von Krfiften einer gleitenden 
Beibnog gesprochen werden kann, die sich hier zu einem Drehmoment 
M = ^N zusammensetzen, wo ft =^ p,a und n der Radius der Beriihrunga- 
Sichfl ist. 

Sehr durchsichtig sind die Wirkungen der verschiedenen Arten der 
KrihuEg dargestellt, indem in erster Linie die geometrischen Verhilltnisse 
der Bewegung zum Verständnis der mechanischen Vorgänge klar gemaclit 
»etdeo. Wir fassen die Ergebnisse kurz zusammen: Durch die gleitende 
Edbtmg wird der Impuls N geschwächt, d. h. die Rotation verlangsamt und 
die Figureaachse aufgerichtet. Ist dies nahezu erreicht^ so wirkt besonders 
die bohrende Reibung, die den Impuls weiter herabsetzt und die aufrechte 
Bewegung instabil macht, falls der Schwerpunkt ober dem Stützpunkte liegt. 
Bfi der Schätzung des quantitativen Reibungseinflusses gibt der Verf eine 
graphische Integration einer Differenti a1 gleich img, die über den speziellen 

i^ll hbaiu Anwendung finden kann. Wenn allgemein -3 , " /"(**! **) ist, 
*ifd f{H, (') = als Leitlinie bezeichnet. Hat f{u, v) in der NBhe der 
teitlinie ein starkes Gefalle, so pendelt die Integralkui've fortgesetzt um die 
teillinie herum und v -j (oder /'(",«) selbst) gibt einen Näherungswert der 
Krtimnung der Integralkurve, der bei Einzeichntmg der Niveaulinien 
f(u, nj = eonst. abgelesen werden kann; denn auf der Leitlinie ist die 
Krümmung null, beim Verlassen derselben wird sie sofort bedeutend, die 
InUgialkurve kehrt zur Leitlinie zurück, überschreitet sie usf. Ein anderer 
ttSreudpr Einfluß ist der Luftwiderstand, der einer der augenblicklichen 
K^tionsgesch windig keit proportionalen und entgegengericbt«teD Drehkraft 
glticb gesetzt wird. Beim abgeplatteten Kreisel ist dann die Rotation um 
^^ Ftgnreaachse stabil, beim verlängerten labil, woran sich eine Anwendung 
•«f die Erde knüpft. (Die Bezeichnungen abgeplattet und verlängert be- 
n^ben sich auf das Trttgheitsellipsoid.) 

Die Betrachtimg des krftftefreien Kreisels wird durch Berücksichtigung 
der Schwere ergänzt. Hierbei wird die Methode der langsamen Bewegungen 

ArUt da MiUianktlk und Fh/ilk ITI. Raih». X. b 



aogewendet, die cipe solche als ADeinaDÜerrnihung von Gleichgewicbtslagen 
betrachtet. 

Die Elastizität des Kreisel materials ist von besonderer Bedeutung 
im Falle der Erde, deren Gestalt sich ändert, wenn die Drehachse eine 
andere Lage im Erdkörper annimmt. Diese direkt nicht meßbare Form- 
änderung wird durch ihre Rückwirkung auf den Wechsel der Drehachse im 
Erdkörper merkbar. Die PrBzessionsdauer ist, wie gezeigt wird und fBr die 
Erklärung der Chandlerschen Periode wichtig ist, von der elastischen 
Nachgiebigkeit unabhängig, aUo gleich derjenigen eines starren Kreisels mit 
seiner ursprünglichen EUiptizitlLt oder auch derjenigen, die er beim Auf- 
hören der Rotation haben würde. Bei der Erde wird jedoch die Pr&zession 
des kräfteireien Kreisels als Nutation bezeichnet, während für die durch 
Sonne und Mond erzwungene Bewegung der Ausdruck (astronomische) 
Pr&zession gebraucht wird. 

Die astroDo mischen Anwendungen im VIII. Kapitel beginnen mit einer 
Theorie der astronomischen Präzession, welche Herr Klein der OauBscben 
Methode zur Bestimmung der Säkularstörungen nachgebildet und die Herr 
Sommerfeld dann auch auf die Nutationen ausgedehnt hat. Zar Ver- 
einfachung werden die Sonnen- und 'Mondbahn um die fest gedachte Erde 
als kreistT^rmig vorausgesetzt imd dementsprechend die Massen gldrhft'irmi'j 
auf die Bahnen verteilt gedacht. Femer wird bei dieser genäherten Methode 
die Erde nicht als Itotationsellipsoid eiugefflhrt., sondern als kugelförmig 
mit einem wulstartigen Oürte! längs des Äquators, Die Masse dieses Ringes 
und das Trägheitsmoment der Kugel werden dabei so bostimmt, dnß die 
Kombination von Kugel und Ring dieselben Haupttragheitsmomeute C und Ä 
besitzt, wie die Erde. (8.641 fehlt die Angabe, daB M die Erdmasse be- 
deutet.} Eine interessante Erweiterung des Oaußschen Verfahrens besieht 
darin, daß auch bei der Betrachtung des Mondes als gesliirlm Körpers unter 
der Einwirkung des Sonnen- und des Erdringes zum Nachweis der Knoten- 
bewegung die Mondmasse auf seine Bahn gleichmäßig verteilt wird. 

Eine Modifikation der Gaußschen Methode gestattet ihre Anwendung 
auf periodische statt auf säkulare Stiirungen und besteht in einer andern 
Verf«ilung der Masse des störenden Körpers in seiner Bahn Hierdurch 
wird die harmonische Schwankung der Rotationsachse der Erde und der 
Knotenlinie nachgewiesen, deren Periode mit der der Mondknoten zusammen- 
fallt (Bradlaysche Ellipse), 

Die Betrachtung wendet sich nun den physikalischen Anwendungen 
und >:war den freien Nutationen zu, welche dem Umstände entspringen, daß 
die Drehachse und die eine Hauptträgheits- (Figuren )ftchse nicht zusammen- 
fallen, Hierbei wini die Lagenändening der Drehachse im Räume und im 
Erdkiirper unterschieden. Im Räume kann sie als stillstehend betrachtet 
werden. Im Erdkörper beschreibt sie einen Kreiskegel um die Figurettacbse 
in rund zehn Monaten (Eulerscher Zyklus). Wehr instruktiv sind die 
Figuren (8, l»7u), welche die von der Figuren- und der Drehachse br- 
schriebenen Kegelfl&chen darstellen. 

Die Beobachtungen zeigen bekanntlich nicht die zehn monatliche, sondern 
die Chandlersche Periode von 14 Monaten und ebe jahrliche. Der Vert 
gelangt, durch ein Verfahren, das oft geeignet sein dürtte, versteckte 
Perioden humusxufindeti , Überraschend schnell /um Nachweis der auf viul 
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cge entdeükten Perioilen. Ks werden dabei elliptische 
ingnngen vorausgesetzt und dieselben uacbeiuander eliminiert, indem 
nn eine Periode auaeitianderliegendeD Polorte durch Gerade rerbunden 
I »unien, die mim nach Größe und Riehtung als Radien vektoren einer neuen 
IXune betrachtet, deren AbmeBSangen im Falle des Vorhandenseins der 
I ilimiiuKrten Periode im Vergleich zur alten Kurve sich verringert haben 
pmBsseo. 

Zur Erklärung der Chandlerscben Periode werden verschiedene An- 
Dabrnen ülier die Elastizität der Ei-de iu Betracht gezogen. Vier Pro- 
blime werden behandelt, bei denen die vier sich ergebenden Elliptizi taten 
.—' (die bei homogener Massen Verteilung nahezu identisch mit den Äb- 
iilittungen - — sind! in einfachen Relationen stehen. Mit Benutzung des 
übsB riüerten Satzes über das Verhältnis der Omdrehungsdauer und der 
f hnndlerachen Periode wird dieses Verhältnis durch eine, bzw. zwei dieser 
EUiptizitülen dargestellt und dadurch ein Grenzwert für den Elastizitäts- 
modul erhalten. 

Für die Erklärung der Pol schwantun gen von jährlicher Periode werden 
wieder verschiedene Einzel prob lerne behandelt. Es kommen insbesondere 
periodische MassenumlagB rangen iu Betracht, %. B. solche von meteorologischer 
.\rt. Weil nämlich die jährliche Periode derselben nicht sehi- von der 
'-')iaTirllerschen abweicht, entsteht eine Art Resonanz Wirkung, welche den 
EiaÖaü solcher IJmlagerungen verstärkt. 

li'^r den Schluflparagraphen waren die GrundlinieD bereits von Herrn 
Kitin vorgezeichnet. Es hacdelte sich insbesondere darum, den Foucault- 
1 Kreisel versuch nach der quantitativen Seite auf alle Fehlenjuellen zu 
:n. Ein gewisser Parallelismus zwischen den Richtungen der Schwung- 
Atgoclise und eines freischwebenden Magnetes wird hervorgehoben und auf 
• theoretische Möglichkeit eiaur Verwertung zur Polhöhen- und Azimut- 
■tiiamuttg in Bergwerken aufmerksam gemacht. 

W«m die Göttinger Schule, ihrer Tradition eingedenk, in diesem Werke 
nh den astronomisciien Fragen zugewandt hat, so geschah es nicht in 
rtkten Theorien, sondern in dem Bestreben, die reichen Mittel modemer 
FtttBchnng in den Dienst der praktischen Zwecke zu stellen. 

Potsdam. A. Gau.e. 



Hirris Haucock, Lecturea on the calculus of variations (Weier- 

Btraaaian tJieory). Bulletin of niathematics of the university of Cin- 

cinnati. Na I, 19U4. XVi u. 292 S. 4". 

B«i der Besprechung der LiiiAurrs on Üic thi'ory of maxima and iitMiima 

tf fvndiotta of seteral variables (Weicrstrass' Uieory), die Herr Hancock 

■ Jihre 1B03 herausgegeben hat, hatte ich in diesem Archiv, UI. Reihe, 

^ 8, 8 258 — 261, darauf hingewiesen, daß Weierstraö vor mehr als 

'»aniig Jahren die Veröffentlichung seiner Vorlesungen über Variittions- 

f*'Jiming ernstlich ins Äuge gefaßt hat, und angedeutet, warum sein dringender 

Mansch noch immer nicht in Erfüllung gegangen ist. Da wir leider nicht 

'iQSen dürfen, in absehbarer Zeit eine authentische Ausgabe die,-^er Vorlesungen 
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au erhalten, so ist es erklärlich, daß von anderer Seite versucht wird, deih 
Mangel abzuhelfea. Wer einen solchen Versuch wagt, hat freilich mit den 
gröflten Schwierigkeiten zu kämpfen, denn wenn festgestellt werden soll, 
was Weierstraß für die Variationsrechnung geleistet hat, müsseo alle seine 
stark von einander abweichenden Vorlesungen Über diesen Gegenstand be- 
rücksichtigt werden.') Auch müßte das sonst noch vorhandene handschrift- 
liche hfatenal herangezogen werden. Daß ein solches Material existiere, ja 
noch mehr, daß Weierstraß im Besitze neuer SiUze aua der Variations- 
rechaung gewesen sei, ohne sie öffentlich bekannt zu geben, das ist eine 
weitverbreitete Ansicht. Da diese Annahme die Entwicklung der Variations- 
rechnung gehemmt hat und hemmt, scheint es geboten, fest/.ust«llea, daß 
nach Aufklärungen, die mir kürzlich zu Teil geworden sind, Aul'xeicJmufigfti 
von oder nach Weierstraß, die mhaltlicli über die Vorlesungen Innautgditn, 
aller WoJirsdieiniidikeil nach nidit vorhanden sind. 

In der Vorrede spricht sich Herr Hancock über die Orundsätie aus, 
die er bei der Bearbeitung der Lectures befolgt habe. Er habe sich an die 
Behandlung von Weierstraß gehalten, ja stellenweise, besonders in dem 
letzten Teile seines Buches, gebe er kaum etwas anderes, als eine Wieder- 
holung der Ausfühmngen von Weierstraß, die er aus Nachschriften des 
Mathematischen Vereins der Universität Berlin und aus Vorlesungen von 
H. A. Schwarie kennen gelernt habe. Vom Weierstraß sehen Standpunlcte 
aus habe er auch seine eigenen Gedanken entwickelt und die von anderen 
Autoren übernommenen dargestellt. 

Schon hieraus geht hervor, daß jemand, der erfahren will, was Weierstraß 
fiir die Variationsrechnung geleistet hat, die Lectarcs nicht als Quelle benutzen 
darf, und das um so melu-, als darin leider nirgends deutlich angegeben 
ist, was von Weierstraß herrührt und was Zutat des Verfassers ist Aber 
die Lectiues geben auch keineswegs ein vollständiges Bild von dem gegen- ' 
wSrtigen Stande der Entwicklung der Variationsrechnung, die wohl nicht, 
wie Herr Hancock behauptet, durch Weierstraß zur „perfection" gebracht 
worden ist; denn die neueren Untersuchungen sind mit Stillschweigen über- 
gangen: Kneser und Osgood werden nur einmal beiläiidg in einer An- 
merkung (S. 143} erwähnt, und Huberts Namen habe ich überhaupt uicht i 
linden können. Allerdings gibt der V'erfasser am Schlüsse der Vorrede dem 
Bedauern Ausdruck, daß er „aus Mangel an Raum" einige neuerdings ver- 
i^ffentlicht« Forschungen nicht habe berücksichtigen können; er hoSe jedoch 
von Zeit zu Zeit bei seinen Vorlesungen Zusätze und Ändeningen zu machen, 
und werde geiTi Anregungen dazu entgegennehmen. Es sei mir die Anregung 
gestattet, daß Herr Hancock den Artikel II, A. 8a der Enzyklop^di« der 
mathematischen Wisse Dschatten: Wmtcri'nlfvicklHtig der Varialionsreehnung 
in den liiiten Jahrm von E. Zermelo und H. Hahn durcharbeite. Aller- 
dings wäre noch wichtiger, wonn er sich hei der Neubearbeitung darüber 
entschiede, was er eigentlich geben will: eine Darstellung der Weicr- 
straßschen Theorie (historischer Standpunkt) oder eine Darstellung des 
gegenwärtigen Standes der Variationsrechnung (enzjklopüdisclier Standpunkt) 

1) WeiersbuB hat Kuerst im Sommergemeeter 186& über VariatioDBrochnung 

gelesen, dann 8. S, 1S67, W. S. 1B89,'7Ü, S, S. 1872, S. S. 1076, S. S l»77, S. 8. IST», 
. 6. ISK:;, :^. S. 1H84, und, ulu »eine letzte Vorleeung Qberhaupt, W. S. tSä9/lSW. 
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oder TieUeicht auch nur eine EinftÜirung in die Variationsrechnung, zu der 
ihn seine Darstellungsgabe sehr wohl befähigte (pädagogischer Standpunkt). 
Zum Schluß darf ich eine Berichtigung und Ergänzung zu meiner 
Besprechung der Lectures on the iheory of maxima and minima bringen. 
Ich war dort auf die Behandlung der Maxima und Minima eingegangen, 
die Herr Hancock als Weierstraßsche bezeichnet, und hatte nachgewiesen, 
daß diese unzureichend ist. Wie mir Herr 0. Bolza in Chicago mitzuteilen 
die Freundlichkeit hatte, findet sich diese mangelhafte Behandlung in der Tat 
in der Vorlesung, die Weierstraß im S. S. 1877 gehalten hat, dagegen zeigt 
die Nachschrift der Vorlesung vom S. S. 1879, die Herr Bolza gehört und 
ans der er mir die betreffenden Stellen wortgetreu mitgeteilt hat, daß 
Wmstraß m der Zwischenzeit den Fehler (gefunden hatte, also bereits vor 
Peano und Scheeffer zu der Erkenntnis des semidefiniten Falles gelangt 
war. Ich bin daher zu meiner großen Freude in der Lage, den Schlußsatz 
jener Besprechung dahin abändern zu können, daß der kritiscfie Scharfsinn 
wn Weierstraß sich auch hier schließlich bewährt hat, 

Hannover. Paul Stäckel. 



Die Ziele der Leuchtteohnik von Professor Dr. Otto Lummer, Dozent 
an der Universität zu Berlin, Mitglied der Physikalisch-Technischen 
Beichsanstalt. München und Berlin 1903, R. Oldenburg. 112 S. in 
kl. S^. Preis 2,50 JC. 

Der Verfasser hat sich der dankenswerten Aufgabe unterzogen, einen 
im Elektrotechnischen Verein zu Berlin gehaltenen und viel beachteten 
Vortrag in erweiteter Bearbeitung in Buchform herauszugeben. Die Schrift 
wendet sich in erster Linie an technische Kreise, um „das im Schwinden 
begriffene Interesse an den Arbeiten der idealen und uneigennützigen 
Forschung zu erhöhen". Wir glauben, daß der Verfasser, der sich so viel 
mit der „schwarzen Strahlung^' beschäftigt hat, hier doch etwas zu schwarz 
sieht Man kann im Gegenteil häufig genug wahrnehmen, daß technische, 
zumal elektrotechnische Kreise ein großes Interesse an der physikalischen 
Forschung nehmen und manche Arbeiten durchführen, welche über das rein 
technische Bedürfnis hinausgehen. 

Der Verfasser hat sein Werk in drei Teile gegliedert: 
L Lichtmessung, 

n. Das Wesen der verschiedenen Lichtquellen, 
ni. Die physikalischen Grundlagen der Leuchttechnik. 

Der erste Teil gibt nach einer allgemeinen Einleitung über die historische 
Entwicklung der Leuchttechnik eine kurze Abhandlung über Photometrie 
und speziell über das vom Verfasser gemeinsam mit E. Brodhun konstruierte 
Fhotometer mit dem idealen Fettfleck. Hieran schließen sich kurze Dar- 
l^ungen über die Hefnerlampe und die Anwendung des Photometers zur 
ökonomischen Bewertung der gebräuchlichen Lichtquellen. 

Im zweiten Teil werden zunächst die beiden Arten des Leuchtens, 
Dämlich Temperaturleuchten und Lumineszenz behandelt. Hieran schließt 
sich eine sehr eingehende Darstellung des Leuchtvorganges in den einzelnen 
praktischen Lichtquellen wie Kerze, Gasflamme, Auerlampe, Azetylenflamme, 
Olühlicht, Bogenlicht, Nemstlicht etc. etc. 



ri dritten Teil der Uauptaufgab« 
StralilnDgaforschungen und den 
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Diu Darstellung weudet sich nunmehr i 
zu, nämlich eu den Ergebnissen der neuen 
Zielen der Leuchttechaik. 

Uli) dem Nichtphysiker dieses schwierige Gebiet verBtSndlich r.a macheo, 
hat der Verfasser eine Einleitung vorausgeschickt, wekhe in musterhaft 
populärer Weise das Wesen der Liüht- und Wilrmestrahlung und ihre 
Trennung behaailelt. Die Darslellung wendet sich dann dem phjaiolopschen 
Gebiet zu, nBrnlich der Grauglut und Rotglut, den Beobachtungen von 
Draper und dem H. F. Webersc-hen „Gespensteraehen", welches aeino Er- 
klärung durch den VertUsser darin gefunden hat, daß hei sehr schwaclier 
Beleuchtung nicht mehr die in der Netzhautgrube befindlichen Züpfchen, 
sondern die dieselben umgebenden St ü beben eine Licht Wahrnehmung er- 
möglichen, welche aber Farbenunterschiede nicht kennt. 

Nach dieser interessanten Einleitung geht der Verfasser /,n dem 
Kirchhoffachen Geseti; von der Absorption und Emission des Lichtes Ober, 
welches sich nicht nur für die Spektra! analyae, sondern gerade auch für die 
Strahlungstheorie von größter Bedeutung erwiesen hat, nachdem es gelungen 
war, die Konstanten zu detinieren und die ganze Körperwelt mit dem „absolut 
schwarzen Körper" in Beniehung zu setzen. Die Realisiemng des letzteren 
ist nun dem Verfasser in sehr eleganter Weise gelungen. Mehrere Kon- 
struktionen dieser „schwarzen Kflrper" lilr Temperaturen von — 180" bis 
-j- 2300* abs. sind beschrieben. Mit ihnen wurde die Energieverteilung im 
Spektrum dea achwarzen Körpers ermittelt. Die in Kurvonscharen dargestellten 
Result&te lassen erkennen, daß der schwar/e Körper von allen Strahlern der 
uo ökonomischste ist, und so gelr.ngte der Verfasser zu dem ersten Ziel der 
Leuchttechnik, welches folgendermaßen formuliert werden kann: „Die leuchtend« 
Substanz soll nur Lichtstrahlen und gar keine Wärmestrahlen aussenden**. 
Leider liegen alle bekannten Leu cht« übst anzen dem schwarzen Kfirper und 
Beinen Strahl ungseigenschaften näher als dem idetilen. Alle in den letzten 
20 Jahren gemachten Fortschritte sind lediglich auf Steigerang der Temperatur 
zurückzuführen. Nur die Verwendung glühender Dfimpfe, wie sie z. B. bei 
den Flammenbogenlampen in Frage kommt, stellt einen Hchritt in der 
Richtung des idealen Strahlers diir. 

Den Stralilungsge setzen des schwarzen Körpers stellt der Verfasser d&nn 
die Strahl ungsgesetze des blanken Platins gegenüber. Alsdann behandelt er 
das Stefan-Boltzmannscbe (iesetit der (ieaamtstrahlimg, welches nach 
Stefan ursprünglich für die verschiedenartigsten Körper Geltung haben 
sollte, welches aber tatsächlich, wie zuerst von Boltzmann auf theoretischem 
Wege, dann aber durch den Verfasser und Pringsheim durch Beobachtungen 
des schwarzen Körpers nachgewiesen wurde, nur für den letzteren Gültigkeit 
besitzt. 

Nach einer Abschweifung über Folgerungen ans dem Stefan sehen 
Gesetz auf die Existenz des Strahlungsd rucke» und die Theorie der Kometen 
wendet sich der Verfasser den auf das Energiemaiinmm beziiglichen Gesetzen 
zu. An dieser Stelle werden die 3 Fundamentalgesetze der schwarzen 
Strahlung aufgeführt, und es wird an einem Beispiel gezeigt, wie sich das 
Energiemaiimum mit wachsender Temperatur nach kurzen Wellenlängen 
verschiebt. Für die Wellenlänge, für welche da«i menschliche Auge am 
empfindlichsten ist, folgt so die Temperatur 5880" ahs. 
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Es folgt dann eine kurze Betrachtung über die Energievertoilung und 
speziell die aus den Versuchen des Verfassers von M. Planck entwickelte 
Spektralgleichung. 

Die Temperatur der gebräuchlichen Lichtquellen, der Sonne und einiger 
Fixsterne wird dann unter Benutzung der schwarzen Strahlung und der 
Strahlung des Platins eingegrenzt und dadurch annähernd festgestellt. 

Nunmehr gelangt der Verfasser zum zweiten Ziel der Leuchttechnik, 
welches sich aus der Beziehung zwischen der Helligkeit und der Temperatur 
ergibt. Für die Zunahme der Helligkeit einer einzelnen Farbe mit der 
Temperatur erg^ibt sich eine sehr einfache Beziehung, welche umgekehrt auch 
zu einer spektralphotometrischen Temperaturbestimmung benützt werden 
kann. Für die Abhängigkeit der Gesamthelligkeit von der Temperatur 
liegen ebenfalls Beobachtungen vor, welche ergeben, daß die Gesamthelligkcit 
bis 900*^ abs. (Rotglut) mit der 30., bei 1900® abs. (Weißglut) mit der 
14. Potenz fortschreitet. 

Ln nächsten Abschnitt beschreibt der Verfasser sein Interferenz-Photo - 
meter und dessen Anwendung zur Messung von Lichtstärken, zur Vergleichung 
der Helligkeitsverteilung auf einer leuchtenden Fläche und zur Temperatur- 
bestimmung. Den Schluß der physikalischen Darstellungen bildet ein Ab- 
schnitt über die strahl ungstheoretischc Temperaturskala und ihre Verwirk- 
lichung bis 2300 abs. durch die Untersuchungen des Verfassers. Ln vor- 
letzten Abschnitt werden die Lichtquellen nach ihrem physikalischen Wert 
geordnet. Ln Schlußwort empfiehlt der Verfasser zur Verbesserung unserer 
Lichtquellen systematisch nach Substanzen zu forschen, welche die Temperatur 
der Sonne (6000^ auszuhalten vermögen, weil hierbei die erzeugte Licht- 
menge am größten ist. 

Der Referent hat den Gang der Darstellung ziemlich detailliert be- 
schrieben, damit der Leser erkennen möge, welch ein enormer Stoff der 
Arbeit zugrunde gelegen hat. Die Lektüre ist infolge der gewandten Dar- 
stellung eine sehr genußreiche, und jedermann wird aus derselben den 
Eindruck gewinnen, daß die Arbeit eine hochbedeutsame ist. Professor 
Lummer wird demnächst die langjährige Stätte seiner überaus erfolgreichen 
Tätigkeit verlassen, um seine Professur in Breslau anzutreten. Für die 
Physikalisch-Technische Reichsanstalt bedeutet sein Fortgang einen sehr emp- 
findlichen Verlust, während seine demnächstigen Schüler in Breslau sich 
nur gratulieren können. 

München. F. üppenborn. 

Max Simon« Analytisohe Geometrie des Baumes. Zweite verbesserte 
Auflage. Leipzig 1903, Göschen. 16®. 205 S. 

Dieser Auflage ist ein Zettel beigegeben, der die Angabe enthält, daß 
der Inhalt derselbe geblieben sei, nur hätten die Strahlenkoordinaten und 
die Beyeschen Achsen eine größere Beachtung gefunden. Femer spricht 
der Zettel aus, daß Satz und Stil verbessert worden sind. Daraus schließe 
ich, daß vielleicht einer meiner Herren Vorgänger, der über die erste Auf- 
lage berichtet hat, besonders an dem Stil etwas auszusetzen gehabt hat. 
Ich muß dazu sagen, daß der Stil auch jetzt noch flüchtig und schwerfällig 
ist^ z. B. kommt in den ersten 14 Zeilen dreimal das Wort bezw. und 
einmal das Wort in bezug auf vor, während die einfachen Wörter und, 
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oder, für genügt hätten. Ferner werden manche Sätze wegen der vielen 
Bei- und Untersätze endlos. Ich würde daliir dem Verf. das trefiliche Buch 
von Wustmann empfehlen. Das ist aber noch nicht das schlimmste. Bei der 
Interpunktion geht alles kunterbunt durcb einander. Der Verf. verwendet 
das Semikolon meistens da, wo man sonst ein Komma wählt. Aber es 
kommen auch überhaupt keine Zeichen vor, und der Verfasser setzt sogar 
statt des Kommas Malpunkte! S. 2.5 „statt iiviv kann man tutvtw setzen"; 

8. 41 „Seien t', U^; T, — A^; ^!^ + lü^ ; S. 70 „Seien K^■ K^- h\ 

drei Kugeln". Eine so lässige und ungewöhnliche Interpunktion muQ 
namentlich die Anfänger, für die das Buch geschrieben ist, irreführen. Sonst 
ist die Anordnung des Stoffes gut, und man wird elementar iind ohne viel 
ßectmung in die Lehre von den Flächen zweiten Grades eingefllhrt, aber 
die gerügten Mängel müssen bei der nächsten Auflage beseitigt werden. 
Dortmund. H KütniE. 



F. Hloin, Über eine zeitgemäße Umgestaltung des mathematischen 
Unterrichts an den höheren Schulen, Mit einem Abdruck ver- 
schiedener einschlägiger Aufsätze von E. Oötting und F. Klein. 
Leipzig 1904, B. G Teubner. 82 S. 
Die vorliegenden Vorträge wurden Ostern 1904 bei Gelegenheit eines 
Ferienkurses für Oberlehrer der Mathematik und Physik in Gßttingen ge- 
halten und bilden ein Praeludium zu den bekannten Verhandlungen der i 
Breslauer Naturforscherversammlung über die Gesamtlragen des mathematisch- { 
naturwissenschaftlichen Unterrichts an den höheren Schulen. Sie sollen in 
eingebender Weise die These begründen, daQ von Untersekunda ab ,^er I 
Futiktionsbegiitf in rtoeckmtißjfier'^ (nämlich an alylisi' h - geometrischer) ,r^us- 
gf.ttiitlunij in den MiüiipnnM de» matAemaUiscIic» Untirridtts zu riickcn igt." 
Als notwendige Folge davon ergibt sich die Forderung, die I^emente rter 
Differential- und Irtli-firahrchnitng in das Pensum der höheren Lehranstalten 
aufzunehmen. 

Man kann ohne weiteres zugeben, daß die von Herrn Klein vertretene 
Sache nicht beredter und überzeugender zum Ausdruck gelangen konnte, 
und es ist dringend zu wünschen, daß seine AusHlluTingen nicht nur bei 
den Oberlehrern, für die sie in erster Linie bestimmt sind, sondern bei 
Gebildeten aller Kreise die gebührende Beachtung finden. Handelt es sich 
doch, wie Herr Klein mit Recht hervorhebt, vor allem darum, den raathe- 
matiscben Unterricht denen, die später nicht Mathematik studieren, wertvoll 
zu machen, also den späteren Medizinera, Juristen, Chemikern schon auf 
der Schule die mathematischen Einsichten zu vermitteln, die sie erfahnmgs- 
gemäQ auf der Universität nicht nachholen kSnnen und ohne die ihnen 
wichtige Seilen ihres Faches Überhaupt verschlossen bleiben. 

Man muß lebhaft bedauern, daß diese Schrift, noch nicht vorlag, als 
in der Versammlung zu Halle die „berufenen" Vertreter die Einführung I 
der Infinitesimftli-echnung auch nur auf den reaUslischm VoUanstalten mit 
SUmmengJeichbeit ablehnten. Ea darf offen ausgesprochen werden, dafi der 
Verlauf der Diskussion nicht ganz der Wichtigkeit des Gegenstandes entsprach; 
unzweifelhaft hätten die Ausführungen von Herrn Klein neue und bedeutende 
Gesichtspunkte in die Debatte hineingebracht und voi- allem die irrtümliche 
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inßaSBUDg beseitigt, die offeabnr di^ Ahstimmuiig entscheidend beeinfluBt 
bal. als sei eine große Vermehriuig des ünterrichtspensums beabsichtigt, 
tienn „nicht sowohl die Einfügung eines neuen Lehrstoffes, als vielmehr die 
DurclidriBgiiiig der «blichen I.ebrgebiete mit einer neuen AuCassung" wird 
gefordert, und sie läßt sich nach Herrn Kleina Ansicht ohne Umänderung 
.itt Lehrpläne darehfBhren. 

Naiüi meiner Auffassung wird die Ausgestaltung des Mathematik- 
inUrriehta in der von Herrn Klein geforderten Eiclitung von grundlegender 
Ädeutnng für die Stellung der Mathematik im Gesamtorganismus der 
Bdmls sein. Nur wenn es gelingt, die verschiedenen bis jet7,t isolierten 
Qebiete in einer höheren Einheit zusammenzufassen und zu vertiefen, darf 
min hoffen, daß die Mathematik selbst aus ihrer isolierten Stellung an der 
Scbuk heraustritt und mit den fibrigen Zweigen der allgemeinen Bildung 
n lebendige Beziehung gesetzt wird. 

Straßbarg i. E. Paul ErsTEix, 

ObsUt Herbpricli, Eine neue Klasee von reellen algebr&isohen 
Baumknrven konstanter Torsion. Beilage zum 13. Jahresbericht der 
Kgl. Luitpoid-Kreisrealschule in München, 1904. 22 S. mit 1 Figurentafe!. 

Die Präge, ob es algebraische Kurven konstanter Torsion gibt, wurde 
nerst von D&rboux gestellt und in zwei Arbeiten von Fabry und Lyon 
iä Türscbiedener Weise behandelt. Während Fabry unter recht speziellen 
imuhmen vier verschiedene Klassen reeller Kurven der bezeichneten Art 
»ifstaUt«, gelangte Lyon durch einen allgemeineren Ansatz zu einem Ver- 
(tbren, bei dem aber die zu Itlsenden Beding im gsgleichungen so komplizierter 
Nitnt sind, daß sie die Auifindung reeller Kurven nicht gestatteten. Es 
isl daher von Interesse, daß es Herrn Horberich durch eine Methode, die 
"1 gewisser Weise als eine Verschmelzung der Metboden von Pabry und 
Ljon bezeichnet werden kann, gelungen ist, derartige Kurven in beliebiger 
in'.shl wirklich darauBtellen. Er gibt in seiner sehr fleißigen Arbeit ein 
rolLständig durchgerechnetes Beispiel einer Kurve, bei der die Koordinaten 
piizp rationale Funktionen von t und Vl~— '* sind. 

Straßburg i. E. Paul Epstein. 



I' u i. Sobnckes Sammlung von Aufgaben ans der Differentialreohnung. 

Herausgegeben von Prof. Dr. Hermann Ämstein. Sechste verbesserte 

Auflage bearbeitet von Dr. Martin Lindow. Mit 124 in den Teit 

gedruckten Figuren. Halle a. S. 1903, Verlag von H. W. Schmidt. XT u. 

3(ii S. gr, 8". 

Ein altes liebes Buch in neuem Gewände liegt mir vor. Fünfund- 

IjWeRig Jahre sind es her, seit ich die zweite von H. J. Sohnitzler besorgte 

" Anflagp 2UJ- Einübung der Lehren der DiÖ'erentialrechnung benutzte. Damals 

*^ diese Aufgabensammlung die einzige in ihrer Art, und jeder, der das 

Studium der Mathematik begann, wujtle auf ilas nötzliche Werk venviesen. 

^«m ich später als Lehrer selbst neue Aufgaben bildete, nahm ich gern 

^ vertraute Eiemplar zur Hand, um mich der Gedanken zu erinnern, die 

i'^h flir mich an die einzelnen Seiten knüpften. Auch die inzwischen er- 
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neuen Sammlungen von Aufgiiben zeigen oft genag Spuren, die 
auf Sohnckes bi-wührte Fiihrerhan(5 ziirüclt weisen. 

Aber die Ijeaichtspuukte, unter denen der Anfänger die mathematischen 
Gesetze betrachten muB, sind mannigfaltiger geworden als vor einem halben 
Jahrhundert, Die ersten Kapitel über die rein rechnerischen Teile ivareu 
Ton Sohncke so vortrefflich ausgestattet worden, daß in den folgendes 
Ausgaben fast nichts geändert zu werden brauchte. Dagegen muBten die An- 
wendungen — hau[)tsBchlich die geometrischen — erheblich vermehrt werden, 
and da war es besonders Amstein, der in der vierten und fünften Auflage 
dns Werk so erheblich bereicherte, dafi es sieb nun den i^ammlnngeD von 
Frenet, Bchlömilch und anderen an die Seite stellen konnte. .Tetit ist 
die sechste Auflage der Aufgaben zur Differentialrechnung nötig geworden 
nnd hat in Hm, Lindow einen Bearbeiter gefunden, der in der äußeren 
Anordnung der geomi'trischen Anwendungen einige willkommeno Besserungen 
bewirkt hat. Gegenüber der zweiten Auflage von 202 Seiten, die ich als 
Student benutzt habe, ist das Buch um die Hälfte dicker geworden, und 
trotidam sühe ich nach meinen Erfahrungen als Lehrer noch manche Dinge 
gern aufgenommen, würde freilich anderes als nicht so sehr nötig entbehrMi 
können. Bei einem alten und bewilhrten Werke, das in der gegebenen 
fiestalt vielen genützt hat, sind derartige Änderungen vielleicht hedenküob. 
Beifällig ist die Aufnahme der Figuren in den Test ku begrüßen; die IllteBt«n 
Auflagen besaBen überhaupt keine Figuren, nnd die von Amstein bearbeiteten 
gaben Figur entstein getrennt yom Teste. 

Wenn ich nun im folgenden Berichtigungen zu einzelnen Stellen gebe, 
KO wiU ich damit den Wert der Sammlung nicht herabsetzen; ich möchte 
damit nur einen Beitrag zu der öfter zu machenden Bemerkung liefern, 
daß Irrtümer sich „wie eine ewige Krankheit forterben". Leider kann icli 
dies nicht in der an sieb sehr wünschenswerten Kürze tun. Ich beschi^nke 
mich ohnehin schon auf die geometrischen Anwendungen der Lehre von 
den eitremen Werten der Funktionen 

Aufgabe 84 (S. 144): „In einen gegebenen geraden Kegel denjenigen 
Zylinder einzuschreiben, dessen gesamte BegrenzungsfiSchen ein Maj. bilden. 
Lflsnng; Unter der Voraus setzung, daB h ~> r, werden Radius der Grund- 
fläche und Höhe des Zylinders p = ■ ■ ■■ ■ - und x = -^r-rj t- ." 

£ {/i ^ r) £{ti — r) 

Es entsteht sofort die Frage: Warum muB h nur gröBer als r sein, 
nicht auch größer als 2r, wie doch die Lösung in dem Ausdruck füt die 
Höhe K zu verlangen scheint? Was findet denn in dem Falle h <,r statt? 

Wir haben hier den in den Anwendungen der Kriterien für Maiima 
nnd Minima auf die Geometrie häutig vorkommenden Fall, dall die ana- 
lytischen Bedingimgen geometrisch passend gedeutet werden müssen. Wir 
unterscheiden: 

1) /' > 2r (also auch A > r). In diesem Falle sind' der gefundene 
Itadius p und die gefundene Höhe x beide positiv. Die Summr der betden 
Grundflächen und des Mantels des Zylinders 2 « (p* -}- px) = r-jr— 
ein Maximum. 

2) -Ji' > /* >r. Jetüt ist nur p positiv, dagegen x negativ. Die IHfft 
zwischen der Summe der htriden Grenzkreise weniger dem Zylinder 
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ist ein Maximum. Geometrisch ist ^ > r, x negativ, d. h. der eingeschriebene 
Zylinder hat seinen Deckkreis außerhalb des begrenzten Kegels in dem Teile 
der Kegelflftche, der über die Basis des Kegels hinausgeht. — Will man 
gerade die Summe aus Zylindermantel und den beiden Grenzkreisen zum 
Maximum machen, so hat man den Fall des Zylinders von der Höhe Null 
zu nehmen, also Maximum der Oberfläche gleich 2nr^. 

3) Ä < r. In diesem Falle ist q negativ, x positiv und länger als Ä, 
d. h. der Deckkreis des gefundenen Zylinders liegt in dem Teile der Kegel- 
flache über die Spitze des begrenzten Kegels hinaus. Die Summe aus den 
beiden Grenzkreisen und dem Mantel geht wieder in die Differenz derselben 
Größen über und hat einen negativen größten Wert, d. h. ist ein Minimum. 
Für das Maximum der Zylinderoberfläche hat man, wie im vorigen Falle, 
den Wert 2Är*, wenn die Zylinderhöhe Null ist. 

Aufgabe 87 (S. 145): „In eine gegebene Kugel einen Zylinder ein- 
zuschreiben, dessen gesamte Begrenzungsflüche ein Maximum wird.^ Hier 
gibt die neue Auflage zwei Lösungen, während die zweite von 1859 richtig 
nur eine bezeichnet. Der Febler ist offenbar dadurch entstanden, daß beide 
Wurzeln einer quadratischen Gleichung ohne nähere Untersuchung genommen 
sind. Nur die eine entspricht aber dem Maximum der Summe aus den 
beiden Grenzkreisen und dem Mantel, die andere der Differenz. 

Aufgabe 102 (S. 153J: In der Peripherie einer Ellipse sind zwei 
Punkte (Pj und P^) gegeben; man soll in ihr einen dritten (Pg) so be- 
stimmen, daß der Flächeninhalt des Dreiecks J\P^P.^ ein Maximum oder 
Minimum wird. — Eine einfache geometrische Überlegung zeigt, daß es 
zwei Punkte Pj gibt, die Beiübrungspunkte der beiden zu PiP^ parallelen 
Tangenten. Versieht man die Flächeninhalte mit Vorzeichen, so ist das 
eine der beiden so bestimmten Dreiecke positiv, das andere negativ, daher 
das eine ein Maximum, das andere ein Minimum. Sieht man von den 
Vorzeichen ab, so ist jedes der beiden Dreiecke als Maximum für das be- 
treffende Ellipsensegment zu betrachten. — Während die alte Auflage richtig 
2iret Lösungen angibt, zählt die neue, durch eine irrige Deutung des er- 
rechneten Wertes fOr die Abszisse von Pg verleitet, vier Lösungen. Weder 
in der alten Auflage, noch in der neuen ist entschieden, ob ein Maximum 
oder ein Minimum erhalten ist. 

Einfache geometrische Überlegungen, wie die eben angefahrte, gehören 
'^war nicht zum Plane des Buches, das ja Beispiele für die Rechnungs- 
vorschriften aus der Differentialrechnung geben soll, müßten jedoch zur 
Beleuchtung der Besultate herangezogen werden. So könnten manche Auf- 
gaben über Maxima und Minima bei Figuren, die der Ellipse (dem Ellipsoide) 
ein- oder umbeschrieben sind, durch Hinweis auf die Entstehung der Ellipse 
durch Parallelprojektion des Kreises, oder genauer auf die zwischen der 
BUipse (dem Ellipsoide) und dem Kreise [der Kugel) bestehende affine 
Verwandtschaft ohne nennenswerte Rechnung kurz erledigt werden. Dadurch 
heße sich fär viele andere interessante Aufgaben Raum gewinnen. 

Aufgabe 111 (S. 160). „Es ist die größte Ellipse zu bestimmen, 
flie erhalten werden kann, indem man einen gegebenen geraden Kreiskegel 
durch eine Ebene schneidet, welche durch einen gegebenen Punkt des Kegels 
g«ht** Igt q> der Neigungswinkel der Ebene gegen Basis, so muß sin 2 9? = 
28in2a sein, wenn a der Winkel der Achse des Kegels gegen die Seite ist. 
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Zu dieser Lösung, die ebenso hei Frenet „R«cueil dVxerciceB sur le od« 
iufinitesinial", Nr. 21G, steht, ist folgendes zu bemerken: 

1) Ist sin 2q: < f , d. h. o < 15", so folgen ans der Gleicbung 
sin 2qj = 2sin2astrei spitze Winkel tp^ undqjjfitr^, so das 2<p^ + 2qp, = 180", 
<Pj =■ 90" — (p,. Ist gj, der kleinere, 7;^ der größere, so gibt der ijrvßirf 
Winkel das Masimmn, der klririfrc das Minimum der Ellipse. Obne diese 
Bemei'kaag kann leicht der kleinere allein in Betracht gezogen und irrtümlich 
als zum Maximum gehörig genommen werden. 

2) sin 20^^. Mit tp =^ 90" — u beginnend und cp bis Null abnehmen, 
dann negativ werden lassend, erhalt man wachsende Werte der Schnittellipse. 
Beschränkt man sich auf solche Ellipsen, die innerhalb des begrenzlPn 
Kegels liegen, so ist der Basiskreis die größte Ellipse, 

Aufgabe lOJt (S. 157). „Für welche Ellipsenpunkte ist der Abstand 
derselben von dem Punkte j* = 0, ;/ = — ß der kleinen Achse ein Maximum 
oder Minimum?" Bei dem vorgeschriebenen Gange der Lösung ist eine 
Schwierigkeit beseitigt, die ohne ilen dort angegebenen Kunstgriff för den 
AnRinger entsteht Bezeichnet man den Abstand des Punktes (0, ~ ß) vom 
EUifsen punkte {x, y) mit u, so ist es natttrlich, so tu rechnei 



iCi" 



- .v») + (p + ßy. 






"' = j;' + LV + ß)' ■■ 

"f'-'t + ^ö + w. 

>. b angenomraeu ist, wird demnach für 

d. h. (i < («' -h''')/b. Außerdem ial 



y = - 



i muß aber y <C {> s 
tfl —b£i/£b ist. 

ß<(a'- b*)/b. 



I 



.y 



1+^.- 



Hinimom 1 



^±ib-ß)^ j. 



= b + ß. Mas, u 
nachdem 6 > fJ oder 



b<ß. 

2) ß ä (a* - b*)/b. Es ist Mai. ,1 =h + ß. Min. u = ± {& - (»). 

Zur vollstitndigen Erled^ung der Aufgabe auf diesem Wege ist also 
die Berück sichtigung der Grenzen nötig, innerhalb deren y nach der Stetig- 
keit sieh ändert. 

Aufgabe 108 (8. 167). „Die größte Ellipse zu bestimmen, welche 
die vier Seiten eines gegebenen Vierecks berührt." — „Man sehe die be- 
treffende Abhandlnng von GauB, Monatl. Korrespoudeu* von Zach, B<1. XXII, 
Seite 112." Es fehlt also an dieser Stelle jede Angabe über den Weg, 
der zar Lösung fllbrt, und über das Resultat der Untersuchung. Die Auf- 
gabe ist eben zu schwer für einen Anfänger, hfittc daher höchstens in einer 
Anmerkung »1 einer anderen erwähnt werden sollen. Außerdem wftre es 
besser gewesen, auf den leichter zugünglichen Band IV der Gesammelten 
Werke von Oauß zu verweisen. 

Wie in dem eben besprochenen Beispiele hätte ich auch bei d«r 
Aufg. 95 (S. 148} über das Minimam der Entfemungssumme von drei 
gegebenen Punkten statt Bertrand, Jouro, de Liouv, Tin, lieber R. Storni 
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zitiert gesehen: Jonm. fOr Math. 97 und Archiv der Math. (3) 5, 15, weil 
die Überlegungen an diesen Stellen einfacher, die Zeitschriften leichter er- 
hältlich sind. Ebenso ist es nicht einzusehen, weshalb (S. 139) für die 
Konstruktion eines Kreisvierecks aus den vier Seiten das Lehrbuch der 
Geometrie von Ueis und Eschweiler gerade nachgesehen werden muß. 
Das Minimum des Inhalts eines Vierecks mit vier gegebenen Seiten ist nicht 
bestimmt worden. 

Hiermit breche ich ab; ich glaube gezeigt zu haben, daß auf den 
wenigen hier berücksichtigten Seiten manche Verbesserungen angebracht 
werden können. Im Interesse der studierenden Jugend liegt es, die Auf" 
merksamkeit von Anfang zu schärfen, damit der junge Mathematiker gewohnt 
werde, schon bei der Behandlung solcher Übungsbeispiele selbständig zu 
denken, nicht bloß sich an überlieferte Vorschriften zu klammern. Im 
übrigen sei das Buch zur ferneren Benutzung mit dem Wunsche empohlen, 
daß es zu selbständigen Untersuchungen anregen möge. 

BerUn. E. Lampe. 

Johannes Tropf ke. G^BChichte der Elementar-Mathematik in syste- 
matlBCher Darstellung. Erster Band: Rechnen und Algebra. VUI 
u. 332 S., 1902. Zweiter Band: Geometrie. Logarithmen. Ebene. 
Trigonometrie. Sphärik und sphärische Trigonometrie. Reihen. Zinses- 
zinsrechnung. Kombinatorik und Wahrscheinlichkeitsrechnung. Ketten- 
brüche. Stereometrie. Analytische Geometrie. Kegelschnitte. Maxima 
und Minima. VUI u. 496 8., 1903. Leipzig, Veit u. Comp. 

Das umfassendste Werk über Geschichte der Mathematik, die Vor- 
lesungen des Hm. M. Cantor, ist nach Zeitabschnitten eingeteilt und reicht 
bis 1758. Innerhalb jedes Zeitabschnittes behandelt es die einzelnen Gebiete 
der Mathematik nach den Autoren dieser Periode und gibt bei dieser Ge- 
legenheit auch die nötigen biographischen tmd bibliographischen Nachrichten. 
Wer sich über eine bestimmte Einzelheit tmterrichten will, muß daher die 
drei starken Bände der Reihe nach vornehmen, und besonders in dem 
letzten Bande, wo die Zeitabschnitte verhältnismäBig kurz bemessen sind, 
bedarf es immer einiger Mühe, um alles zusammenzutragen, was auf die in 
Bede stehende Frage Bezug hat. Es fehlte eine systematische Darstellung, 
in der ein Lehrer einer höheren Schule, der über einen Gegenstand rasch 
eine historische Aufklärung zu erhalten wünscht, nach den besten Quellen 
alle über den Gegenstand bekannten Tatsachen knapp — der Verf. sagt: 
in lexikalischer Kürze — zusammengestellt findet. 

Das ist in dem vorliegenden Werke für die Elementarmathematik ge- 
schehen. Damit der Leser bei der Durchsicht eines einzelnen Paragraphen 
inbezug auf die genannten Autoren immer sofort das Notwendigste vor 
Augen habe, werden stets hinter dem Namen Geburtsjahr, Todesjahr, Haupt- 
aufenthaltsorte während des Lebens, Stellungen angeführt. Dadurch ist das 
Suchen nach solchen Angaben erspart; die häufige Wiederholung derselben 
Kotizen wirkt allerdings etwas monoton, und es wäre zu überlegen, ob nicht 
eine alphabetische Zusammenstellung der im Werke genannten Mathematiker, 
wie in Finks Geschichte der Elementar-Mathematik, vorzuziehen wäre. 
Eine überreiche Anzahl fortlaufend bezifferter Fußnoten — 1233 im ersten^ 
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1836 im zweitflB Bande — verweist auf das Quelletimatörial. Ini 
Anbange deü ersten Bandes ist aul drei Seiten eine Zeittafel zur Ge- 
Bcbiohte der algebraischen Zeicbenscbrift gegeben. Danach sind Orginal' 
beispiele aus mathematiac'hen Schiiften der verschiedenen Perioden zus&mujen- 
gest«llt. 

Das recht vollständige Personen- und Sachregister, das am öchiosse 
des zweiten Bandes filr das ganze Werk gegeben ist, und mit dessen Hills 
jeder gesuchte Gegenstand leicht gefunden werden kann , hat sich bei zahl- 
reichen Stichproben als recht zweckmällig, durchaus zuverlässig und schnell 
zum Ziele führend erwiesen. Dadurch war es möglich geworden, die Grenzen 
zu erkennen, bis zu denen die Darstellung reicht. Bei einer solchen Prü- 
fung wird wohl jeder, wie Eef., einige Enttäuschungen erfalu-en, indem 
manche der gesuchten Dinge gar nicht aufgenommen sind oder nur in 
ganz kurzen Notizen, die nicht befriedigende Auskunft geben, erwUhnt werdeu. 
Das liegt natiii'iich an der nicht hinreichend begrenzten Bedeutung des 
Begriffes „Elemeutarmathematik". Manches wird jetit in den Schulen gelehrt, 
was vor hundert Jahren in Oniversitatsvorlesungen vorgetragen uod damals 
al^ Bestandteil der „höheri^n Mathematik" angesehen wurde. 

Die ZwBckraäBigkeit des ganzen Planes ist einleuchtend, und die 
Durchführung ist eine so gute, daß das Werk viel Anerkennung gefunden 
hat. Wenn ein Historiker der Mathematik von peinlichster Genauigkeit, 
wie Hr. Enestrüm, in der Bibliotbeca Mathematica (3, 213—216 u, 
404 — 413) den hoben Grad der Zuverlässigkeit dieser Schrift rühmt, wenn 
er hervorhebt, daß das Werk, weil zum Teil auf Quellenstudien beruhend, 
auch dem Fachmann hier und da etwas Neues bringt, so ist damit aus- 
gesprochen, daß die Geschichte der Elementarmathematik des Hrn. Tropfke 
als eine nützliche und notwendige Ergllnzimg zu allen Lehrbüchern der 
Elementarmathematik jeder Lehrerbibliothek nicht nur der höheren Schulen, 
sondern auch der Volksschulen einverleibt /u werden vei-dient. Wie vor 
vierzig Jahren BaUzers Elemente der Mathematik in bescheidener Weise 
die nötigsten historischen Notizen neben dem Lehrgange boten, so hat der 
jetzige Oberlehrer neben der neu entstehenden Enzyklopädie der Elementar- 
mathematik von Weber und Wellstein die Geschichte der von ihm zu 
lehrenden Gebiet* in dem vorliegenden Werke ausführlich und recht voU- 
stilndig zusammen. 

Wenn zu Cantors Vorlesungen über Geschichte der Mathematik 
immerfort Berichtigungen und Ergänzungen durch die Untersuchungen neuerer 
Forscher nötig werden, so wird auch Hr. Tropfke fortwährend die bessernde 
Hand an seine Geschichte der Elementarmathematik legen müssen. Er hat 
ja auch schon im zweiten Bande eine Reihe von Nachträgen zum ersten 
bringen müssen. Bef hat in seinen beiden imsfährlicheren Anzeigen in der 
Naturwisse nschaft.lichen Bandschau 18, 179 n. 19, 1Ö2 eine Anzahl von 
Punkten bezeichnet, wo Verbesserungpn anzubringen sind, und Hr. Ene- 
strSm hat in den erH'Qhnten Besprechungen mit gewohnter Gründlichkeit 
ein großes Verzeichnis von Berichtigungen gebracht. Das ist kein Vorwurf 
für ein so umfassendes Werk, sondern solche Änderungen sind durch die 
Fortschritte in der Forschung bedingt. Wir verzichten darauf, derartige 
^Einzelheiten hier zur Sprache zu bringen, schließen vielmehr mit dem 
Wunsche, daß diese verdienstvolle Arbeit die Frenda an der historischen 
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Forschung unter den Mathematikern wecken und sie zu mathematisch-his- 
torischen Untersuchungen anregen möge. 

Berlin. E. Lahpe. 

Ch. Cell^rier^ Oours de m^anique. Paris 1892 Gauthier- Villars. 
617 S. 8^ 

Obwohl das vorliegende Werk erst drei Jahre nach dem Tode des 
Verfassers veröffentlicht wurde, so ist es doch in vollem Umfang sein 
Eigentum, indem das fertige Manuskript ohne Änderungen zum Abdruck 
gekommen ist. 

Auswahl, Einteilung und Darstellung des behandelten Stoffes sind 
ganz in dem Sinne durchgeführt, wie wir es in den Lehrbüchern von 
Poisson, Duhamel und Broch gewöhnt sind. 

Das Werk steht durchaus in dem Bannkreis der alten Schule, auf die 
heute die jüngeren Vertreter der Mechanik etwas geringschätzend zurück- 
blicken, die aber dessen ungeachtet eine bleibende historische Bedeutung für 
die Unterrichtsentwicklung unserer Wissenschaft besitzt, indem sie in be- 
wußter Beaktion gegen das starre System der Mecanique analytique 
Lagranges einen naiven Aufbau versuchte, der den verschiedenai-tig um- 
grenzten Interessen des Mathematikers, des Physikers und des Technikers 
gerecht werden sollte. 

Dementsprechend bringt der Verfasser die Statik sogleich in Verbindimg 
mit den Anwendungen auf einfache Baukonstruktionen. An die darauf- 
folgende Darstellung der Kinematik schließt er die elementare Theorie 
der Verzahnung und behandelt in den Abschnitten über Dynamik namentlich 
Fragen der Stabilität und der Lehre vom Stoß. Wir treffen eine An- 
wendung der Lagrangescheu Gleichungen auf die Wirkimg der Erdbeben, 
die durch ihre eigenartige Durchführung Beachtung verdient und einen 
Abriß der Mechanik fester elastischer und flüssiger Systeme, dem mancherlei 
schöne Anwendungen eingefügt sind. 

Karlsruhe. K. Heun. 

H« Lorenz« Lehrbuch der technischen Physik, zweiter Band: Technische 
Wärmelehre. München und Berlin 1904, Oldenbourg. 544 S. 8**. 

Ursprünglich war vom Verfasser die Mechanik des deformierbaren 
Körpers als unmittelbare Fortsetzung der Mechanik starrer Systeme (Bd. I) 
vorgesehen. Die Umstellung der Reihenfolge ist jedoch für das Werk als 
Ganzes belanglos, da hierdurch die Elastizitätstheorie und die Hydraulik 
mit Einschluß der betreffenden Partien aus der vorliegenden Wärmelehre 
behandelt werden können. 

Der reichhaltige imd umfangreiche Stoff des zweiten Bandes ist in 
sieben Abschnitten behandelt. 

In den beiden ersten Teilen werden die allgemeinen Grundlagen der 
mechanischen Wärmelehre entwickelt und die nächstliegenden Folgerungen 
aus dem ersten Hauptsatze gezogen. Der dritte Abschnitt bringt das En- 
tropieprinzip und damit den zweiten Hauptsatz, an welchen die Theorie 
der nicht umkehrbaren Zustandsänderungen und insbesondere die thermischen 
Vorgänge bei den Naßdampfmaschinen angeschlossen sind. 
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Das Verhalten der überhitzten Dämpfe hat im vierten Abschnitt eine 
sehr eingehende Bearbeitung erfahren. Hier tritt der spezifisch technische 
Charakter der Darstellung am stärksten hervor. Die Kältemaschinen, die 
Kompressio OS -Kaltdampfmaschinen und die Heißdampfmaschinen werden in 
leichtverständlicher Form und mit Heranziehung der zahlreichen physikalisch- 
technischen Experimentalforschimgen eingehend behandelt. Auch fOr den 
Nicht-Fachmann, welchem die Wärmetheorie als solche bekannt ist, bietet 
dieses Kapitel und das folgende eine anregende Einführung in die tech- 
nischen Anwendungen derselben. 

Die Grundzüge der thermochemischen Prozesse, welche den Inhalt des 
fünften Kapitels büden, sind auf das für die Technik Wichtigste beschränkt. 
Eine weitere Berücksichtigung des umfangreichen Stoffes würde auch wieder 
die Heranziehung von Hilfsmitteln verlangt haben, die den elementaren 
Charakter des ganzen Buches notwendigerweise beeinträchtigt hätten. Aber 
selbst innerhalb dieser Beschränk ang ist es dem Verfasser gelungen, eine 
befriedigende Theorie der Generator- und Dowsongasprozesse und der Ver- 
brennungsgasmotoren (Dieselmotor) zu geben. 

Über Wärmeleitung, Konvektion und Strahlung gibt der vorletzte 
Abschnitt des Buches einen Abriß, in dem auch die neuesten physikalischen 
Resultate herangezogen sind. 

Eine kurze Übersicht der historischen Entwicklung der Wärmelehre 
imd ihrer technischen Anwendungen beschließt den inhaltreichen Band. 
Hier skizziert auch der Verfasser die spezifisch kinetische Behandlung der 
Wärmelehre, welche für den Physiker von hervorragendem Interesse ist, 
aber zur Zeit doch noch nicht soweit durchgebildet ist, daß ein technischer 
Leserkreis, wie er für das vorliegende Lehrbuch vorausgesetzt werden kann, 
jetzt schon Neigung für das Studium derartiger mechanisch-physikalischer 
Methoden zeigen wird. 

Karlsruhe. K Hbun. 

H, Sicard, Traitö de oin^matique th^orique mit Zusätzen von A. La- 
brousse. Paris 1902 Gauthier-Vülars. 8®. 185 S. 

Das vorliegende Werk muß als eine ganz vortreffliche Einführung in 
das Studium der Kinematik angesehen werden. Die Einteilung des Stoffes 
schließt sich an die umfassende Darstellung der Kinematik von Königs 
(Paris 1897) an. Das Buch behandelt also nach einer Einleitung in die 
Vektorrechnung die Bewegung des einzelnen Punktes und entwickelt dann die 
kinematischen Grundbegriffe am starren System in geometrischer und analytischer 
Form. In Anbetracht des geringen Umfanges (185 S.) ist der Inhalt ein sehr 
reicher, indem überall die Beschränkung auf das für den Anhänger Wesentliche 
scharf im Auge behalten ist. Je nach den Bedürfnissen der Studierenden 
wird dabei das Gebotene überhaupt ausreichen, um mit Erfolg das Studium 
der Dynamik zu ermöglichen, oder es wird dem Weiterstrebenden eine 
gründliche Vorbereitung für eine eingehende Beschäftigung mit dem 
Königsschen Werke gewähren. 

Karlsruhe. K. Heun. 
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Annuaire iK>iir l*an 1904, publiö par le bureau des longitudeB. 
Paris 1904, Gauthier-Vülars. fr. 1,50. 

Soeben ist, wie jedes Jahr, das Annaaire des Bureau des Longitudes 
für das Jahr 1904 erschienen Der kleine Band enthält auf 732 Seiten 
wieder eine Fülle yon Tabellen und Notizen, welche der Techniker, Physiker 
wie Mathematiker stets zur Hand haben muß. Unter den beigegebenen 
Abhandlungen ist besonders hervorzuheben: P. Hatt, Explication el^mentaire 
des Marees. 

Berlin, Ende 1903. E. Jahnke. 

Oanß^ C. F. Werke. Neunter Band. Her. v. d. Kgl. Ges. d. W. zu 
Oöttingen. 528 S. Leipzig 1903, B. 6. Teubner. 26 Jl. 

Der neunte Band der G au ß sehen Werke bildet die Fortsetzung zum 
vierten Bande und enthält, von der ersten Abhandlung (Bestimmung des 
Breitenunterschiedes zwischen den Sternwarten von Gröttingen und Altena 
durch Beobachtungen am Bams den sehen Zenitsektor) abgesehen, nur 
nachgelassene Arbeiten, Notizen und Rechnungen aus dem Gebiet der Geo- 
däsie. Für den Mathematiker von Interesse sind die aus dem Nachlaß 
zusammengestellten Notizen über das Erdellipsoid und die geodätische Linie 
auf dem Sphäroid, über die konforme Doppelprojektion des Sphäroids auf 
die Kugel und die Ebene, über die konforme Übertragung des Sphäroids 
auf den Kegelmantel, über die konforme Abbildung des Sphäroids in der 
Ebene n. a. m. 

Was aber die Bewunderung aller erzwingt, ist die aus dem vorliegenden 
Bande mit besonderer Deutlichkeit hervortretende Tatsache, daß Gauß, der 
princeps mathematicorum , Gelegenheit gesucht imd Zeit gefunden hat zur 
Lösung rein technischer Aufgaben. So erfand Gauß für die Zwecke der 
Hannoverseben Triangulation, die eine recht mühsame und zeitraubende 
Arbeit war, den unter dem Namen Heliotrop bekannten Apparat, der 
den Zweck hatte, in dem von einem sehr kleinen Planspiegel reflektierten 
Sonnenlicht einen zweckmäßigen Zielpunkt abzugeben, und zwar noch in 
den größten Entfernungen, die bei Triangulationen auftreten können. 

Berlin. E. Jahnke. 



Alexandroff^ I. Aufj^aben aus der niederen Geometrie. Nach Lösungs- 
methodeh geordnet und zu einem Übungsbuche zusammengestellt. Mit 
einem Vorwort von M. Schuster. Leipzig 1903, B. G. Teubner. 123 S. 

Der vor vier Jahren erschienenen französischen Übersetzung der aus- 
gezeichneten Aufgabensammlung ist nunmehr auch eine deutsche Übertragung 
gefolgt. Das Hauptinteresse bietet der zweite Abschnitt: Konstruktions- 
aufgaben und Lösungsmethoden. Er enthält 618 Aufgaben und Lehrsätze, 
die mit großem Geschick nach den Methoden der geometrischen örter, der 
Ähnlichkeit, der Umkehrung; der Symmetrie, der Verschiebung, der Drehung 
um eine Achse, der Drehung um einen Punkt und der Inversion geordnet 
sind. Ein dritter Abschnitt enthält noch 138 Aufgaben zur Anwendung 
der Algebra auf Geometrie und ein letzter Abschnitt 160 vermischte Auf- 
gaben, die allerdings in der Mehrzahl zu rein geometrischen Lösungen führen. 

ArohiT der HathemAtik und Physik, m. B«ihe. X. 6 



Das Werk k&ua deu Pachkollegän auf» aagelegentlichste empfohlen 
werden. Auch wäre es ein durchaus passendes Geschenk fBr Schüler der 
oheren Klasseo. 

Berlin. - — — E. Jahkke. 

Snfder, y. and Hutchinson, I. Differential and integral calculue. 

New York 1903, Ameriuaii Book Company. 320 S. 

Das Buch bietet eine recht geeignete Einführung in die Differential- 
und Integralrechnung. Eine Fülle von Beispielen dient aur Erläuterung 
des Textes und zur Einübung der Methoden. Die Anwendungen sind der 
Knrven- und Flächentheorie entnominen. Bemerkenswert sind die zahlreichen 
Kurvendiskussionen {nebst Figuren), wo das Wesen singulftrer Punkte an 
ebenen Kurven dargelegt wird. 

Berlin. - — — E. JaBNkb. 

AfitronomiBoher Kalender. Für 1905 herausgegeben von der k. lt. Stern- 
warte zu Wien- Wien 1905, Karl Geroida Sohn. geb. 2,40 jK. 

Neben einer Reihe andereartiger Angaben bietet der Kalender folgendes 
Astronomische: Kalendarium mit fortlaufenden Angaben über Sonne, Mond 
und die Planeten, vorher als Einleitung eine populäre Erläuterung der be- 
züglichen Begriffe, weitere astronomische Tabellen auch über Fixsterne, 
eine tabellarische Übersiebt über das Sonnensystem, ein Verzeit-hnis geo- 
graphischer Positionen für eine groQe Zabl wichtiger Orte. Angefügt sind 
dann noch Äufsä,t;ie über die Theorie der Planeteufiguren, über die Sonnen- 
finsternis am 30. August ISlOö und über neu« Planeten und Kometen. 

Die Ausstattung ist eine sehr gute. Die Benutzung des Kalenders 
etfordert weniger wissenscliaftliche Kenntnisse als etwa die des nautischen 
Jahrbuches. 

Berlin. - E. Kullbich. 

Bork-Natll. Hathematisohe Hauptsätze. Ausgabe für Realgymnasien 

und ObeiTeal schulen. Zweiter Teil. Pensum der Oberstufe (bis zur 

Reifeprüfung). Erste Abteilung: Planimetrie, Arithmetik, Trigonometrie, 

Stereometrie. Kegelschnitte. Nach der zweiten, vom Verfasser besorgten 

Auflage durchgesehene, teilweise umgearbeitete und den PreuBisohen 

Lehrplänen von 1901 angepaßte Ausgabe. Leipzig 1905, Dflrr. JC 3,60. 

Nafh bat die Ausgabe von Borks Mathematischen Hauptsätzen für 

Realgymnasien und Oberrealschulen mit dem vorliegenden Buch vollendet 

Der erste TeU wurde im Archiv UL R. VID. Bd. S 247 besprochen. Wie 

dieser kann auch der zweite Teil als recht brauchbar empfohlen werden. 

Die Stoffauswahl zeigt im Vergleich mit der Ausgabe von 1P96 für 

Hymnasien neben zahlreichen kleineren Einschaltungen und Erweiterungen 

solche Verfinsterungen, wie sie sich für Ite alanstalten den neuen Lehrplänen 

zufolge als notwendig ergaben. So sind hinzugefügt: § 13 (Rückblick auf 

das System der Arithmetik), §19 (Wabracbeinlichlieitslehre) , §§33—35 

(Gleichungen vierten (jrades. diophautische Gleichungen, augenäherte Lösung 

numerischer Gleichungeuj, §§ 65— 6fi (Anwendung der Stereometrie auf 
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die mathematische £rd- und Himmelskunde), §§ 84 — 86 (die wichtigsten 
Sätze über Kegelschnitte in elementar -synthetischer Behandlung). Die 
Darbietung des Stoffes ist sachgemäß und Idar, dabei zum Teil gegen früher 
vereinfacht. So ist in dem Abschnitt über Transversalen mit Recht die 
steife Gliederung in Voraussetzung imd Beweis fallen gelassen. Das für 
die elementar -synthetische Behandlimg der wichtigsten Sätze über Kegel- 
schnitte Grebotene dürfte nicht ausreichen. Diese Unzulänglichkeit hängt 
wohl mit der Stoffanordnung zusammen. Nath überschreibt seinen fünften 
Abschnitt „Die Kegelschnitte^^ und teilt ihn ein in einen stereometrischen, 
einen analytischen und einen elementar- synthetischen Unterabschnitt, wobei 
der zweite dieser Unterabschnitte die „analytische Geometrie der Ebene^^ 
heißt. Abgesehen von Bedenken bezüglich der Art des Disponierens er- 
scheint die gewählte Reihenfolge weniger empfehlenswert als die der amt- 
lichen Lehrpläne, wo S. 56 die analytische Geometrie der Ebene zuletzt 
genannt wird. Lasse man doch die Schüler der Bealanstalten in die 
Schönheiten der Lehre von den Kegelschnitten zunächst synthetisch hinein- 
blicken I Dann erst folge die analytische Geometrie! Bei solchem Ver- 
fahren dürfte die elementar-synthetische Behandlung der Kegelschnitte zu 
ganz anderer Bedeutung gelangen, als wenn man sie gleichsam als Zugabe 
der analytischen Geometrie folgen läßt. 

An Einzel wünschen seien die folgenden geäußert: Bei den schief- 
winkligen Koordinaten würde S. 268 besser hinzugefügt, daß Parallelen zu 
den Achsen zu ziehen sind, falls nicht die Angabe 8. 267 für rechtwinklige 
Koordinaten entsprechend abgeändert Wird. Bei den S. 300 und S. 319 
abgeleiteten Sätzen, daß die Haupt- und Nebenachsen von Ellipsen und 
Hyperbeln konjugiert sind, ist der Hinweis hinzuzufügen, daß dies der 
Gleichungsform nach aus Symmetriegründen evident ist. Bei Lehrsatz I. 
S. 347 und I S. 356 ist der erweiterte Greltungsbereich zu erwähnen. Die 
Einführung der unendlich fernen Punkte der Kegelschnitte, die S. 320 bei 
den Asymptoten benutzt wird, geschieht besser ausführlicher und früher. 
Das S. 352 benutzte räumliche Projizieren hätte mehr benutzt werden 
sollen. In der Arithmetik dürfte sich in Lehrsatz 6 § 11 am Schluß em- 
pfehlen genauer zu sagen, daß die Reihe der Näherungswerte einen kon- 
stanten Grenzwert hat, und daß dies der Wert der Wurzel sein soll. Einige 
Stellen in der Reihenlehre sind noch schärfer zu gestalten. Bei dem S. 142 
behandelten Newtonschen Verfahren für die angenäherte Lösung numerischer 
Gleichungen ist hervorzuheben, daß sich in störender Weise außenliegnnde 
Punkte statt der Zwischenpunkte ergeben könnten. 

Druck, Papier und äußere Ausstattimg sind vortrefflich bis auf eine 
Reihe mangelhafter Figuren. Hier tut Abhilfe not. Die Figuren müssen 
doch zum mindesten so gezeichnet sein, daß nicht Ungenauigkeiten durch 
ein&chste Messungen und Konstruktionen leicht nachweisbar sind. Diese 
Mindestforderung ist leider vielfach, besonders gegen das Ende des Buches 
nicht erfüllt. Referent will auf diesen in den Berichten für das Archiv 
bei den Lehrbüchern inuner wieder zu rügenden Mangel im Zusammenhange 
an anderer Stelle ausführlicher zurückkommen. 

Berlin. E. Kiillkich. 
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C. BobrbiU'I). Vientellige logarithmiHch-trigonometxiBOhe Tafeln 
für den Qebraucli an höheren Schulen. IV. Auflage. Gotha. 1904, 

E. F, Thienemann. 8" 36. S. J/. 0.80 gek — 

Daß von den sehr erapfehlens werten ItohrbaL-haehen Tafeln nun achoD 
die vierte Auflage erscheinen konnte, zeugt davon, daß erfreulicherweise 
immer weitere Kreise, soweit dies angüngig ist, viei-stelUge Logarithmen 
henntzen. 

Schöneberg, E. Kullrich. 

Scheiner, I. Der Bau des WeltallB. 2. Aufl. Leipzig 1904, B. C. Teubner, 

Preis geh. 1,25 JL 
Weber, L. Wind und Wetter, ebenda 1904. Preis geb. 1,25 t.-Ä'. 
(Aus Natur und Geisteswelt. Bd. 24 u. ö5.) 

Diese geschmackvoU ausgestatteten Werkchen enthalten bei erstaunlich 
billigem Preise eine Fülle von zuverlässigem wissenschaftlichem Material in 
einer auch weiten Kreisen zugänglichen Darstellung. Das erst« zeichnet sich 
vor allem durch eine vom Kirchboffschen tiatze ausgehenda Besprechung 
der wohlgesicberten Ergebnisse der Spektralanalyse aus, bei denen die 
lümmelskürper als „reine Temperaturstrahler" angesehen werden , und der 
vorläufig nicht trennbare Anteil, den die Fluoreszenz an der Strahlung hat, 
beiseite gelassen wird. Die mathematisebe Grundlage der Spektralanalyse 
ist, ausgebend von der Planckschen Gleichung und dem Kircbhoffscben 
Satze, in einem Anhange zweckentsprechend gegeben. Der äußere Bau des 
sichtbaren Weltalls, wie ihn neben den Eichungen und den Ergebnissen der 
Spektralanalyse Analogieschlüsse lehren, wird als der eines Spiralnebels 
wahrscheinlich gemacht. 

Das zweite Wcrkchen zeichnet „die Grundlagen und wichtigeren Auf- 
gaben der Meteorologie" in gemeinverständlicher Sprache. Ausführlicher als 
in anderen Büchern sind die Drachen- und Ballonbeobachtungen bebandelt. 
Insbesondere erfährt die Mechanik des Drachenßuges eine interessante 
graphische Darstellung, und diese sowie die Bilanzaufs teUung über die atmo- 
sphärische Energie im 4. Vortrag seien hiermit besonders den Physiklehrern 
zur Verwertung im Unterrichte bestens empföhlen. Die Zeitschrift des Vereins 
zur Förderung der Luftschiffahrt erscheint seit 1883 die angegebene Jahres- 
zahl ist %a andern. 

Charlottenburg. H. Samter. 

P6rry. Drehkreiael. Volkstümlicher Vortrag, gehalten in einer Versamm- 
lung der British Association in Leeds, übersetzt von Prof. Aug. W&lzel 
in Brunn. Leipzig 1904, B, G. Teubner, Preis 2,50 jt! 
Der durch hervorragende Publikationen auf dem Gebiete der logenieur- 
mechanik und Mathematik wohlbekannte Verfasser hat in seinem bereits 
1890 veröffentlichten Vortrage „Spinning tops" ein Muster populärer Dar- 
stellung geliefert, das sich bekannten andern vorzüglichen Büchern seiner 
Landsleute Tyndall, Airy usw. würdig anreiht. Insbesondere mufiton wir 
bei der Lektüre des Buches an des letzteren „Gravitation" denken, ein Buch, 
in dem ein an sich schwer zugänghcher Stoff ohne die Zuhilfenahme der 
Mathematik bis zu einer erstaunlichen Tiefe durchdrungen wird. Auch das 
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Kreiselproblem, dem so viele große Mathematiker ihre Kraft gewidmet haben, 
l&ßt diese, wenn nicht in allen Ponkten auf den Grund gehende, doch den 
Haupt erscheinungen gerecht werdende Darstellung zu. Mit ihm im Zusammen- 
hange aber stehen die astronomischen Erscheinungen der Präzession und 
Nutation sowie die Bewegung der Mondknoten, auf die eingegangen wird. 
Auch auf die Frage, ob das Erdinnere fest sein mtlsse, um die vergleichs- 
weise geringe Prftzession zu erklären, wird diskutiert. Wir finden hier eine 
Anzahl noch wenig bekannter sehr einfacher Experimente, die im Unterrichte 
Beachtung verdienen. Den Schluß bildet ein Exkurs ins Gebiet des Magne- 
tismus — ist doch der Magnet einer Honigwabe gleich, in deren Zellen 
Gyroskope spielen — und in die elektromagnetische Theorie des Lichtes. 
Die Abbildungen sind gut, die Übersetzung fast völlig korrekt. Wir sagen: 
ein Schiff schlingert (engL: rolls). Warum der Iftngstverstorbene Green 
„Herr G.*' genannt wird, und warum man zu elektrischen Messungen eines 
gerade 65 cm langen Lineals bedarf, ist uns nicht klar. 

Charlottenburg. H. Samter. 

Classen^ Fr. J. Mathematische Optik. Leipzig 1901, Göschensche 
Buchhandlung. 

Das kurzgefaßte Lehrbuch kann als ein brauchbares Hilfsmittel den- 
jenigen empfohlen werden, die sich über die mathematische Begründung 
des sogen. Hujgensschen Prinzips und die daraus folgende Beugungstheorie 
einen Überblick verschaffen wollen. Gerade dieses Kapitel der Optik bietet 
dem Anfänger besondere Schwierigkeiten. Die Darstellung von Classen 
kann sehr wohl als Einleitung zu den Entwicklimgen von Eirchhoff und 
V. Helmholtz über denselben Gegenstand dienen. Daß der Verfasser die 
Polarisation und Doppelbrechung in einem „mathematische Optik^^ genannten 
Lehrbuche gamicht berührt, kann der Referent nicht billigen. Wenn aus 
den im ersten Kapitel aufgestellten fünf Erfahrungssätzen sich keine Doppel- 
brechung folgern läßt, so hätte der Autor entweder die Prämissen vermehren 
oder ftlr das Buch einen anderen Titel wählen müssen. Die wellen theoretischen 
Entwicklungen sind durch einige Kapitel geometrischer Optik unterbrochen, 
die einen ausgesprochenen Jenenser Einfluß bekunden. Bei der Kürze der 
Darstellung wird allerdings der Leser kaum eine rechte Vorstellung von 
der Bedeutung der dort entwickelten Lehren erhalten. Die sphärische 
Aberration und die Bildfeldkrümmung ist garnicht behandelt, Verzeichnung 
und Astigmatismus nur sehr kurz dargestellt. Zwischen den verschiedenen 
Graden der Strahlenvereinigimg im Meridional- und Sagittalschnitt isfc nicht 
genügend unterschieden, was sich auch beim Beweise der Sinusbedingung 
bemerkbar macht. Die allgemeinen Eigenschaften des Sturmschen Bündels 
sind zwar angegeben, aber ihr Gültigkeitsbereich ist nicht umgrenzt; bekannt- 
lich tritt schon bei der Brechung eines unendlich dünnen Bündels an einer 
Ebene oder einer Kugelfläche eine unendlich kleine Brennstrecke auf, die 
mit der allgemeinen Darstellung von Sturm in Widerspruch steht. 

Der letzte Teil des Buches, der die speziellen Beugungserscheinungon 
abhandelt, zeichnet sich vor anderen Darstellungen durch große Klarheit 
der Beweisführung aus. 

Berlin. — A. Gleichen 
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Mnail, A. Bau der Dampfturbinen. Leipzig 1Ü04, B. f!. Teubner. 

Den rühmlichst bekannten Büchern des Verfassers über die verschiedenen 
Arten von Wärmekraftmaschinen schließt sich das vorliegende Buch über 
Dampfturbinen in würdiger Weise an. Bei der gerade über diesen Gegen- 
stand vorhandenen bereit-s sehr umfangreichen Literatur war es natürlich 
nicht gut möglich, viel grün dsILtzI ich Neues zu bringen. Trotzdem kann 
man dem Verfasser dauhbar sein, daß er es verstanden hat, aus den lunfang- 
reichen Veröffentlichungen und Versuchen von Stodolu, Lewieki, Gutermnth 
und anderen das Wesentliche herauszuschälen und in seiner bekannten, 
übersichtlichen und leichtfaBlicben Form vorzutragen. Auf eine kurze, das 
Hauptsächliche hervorhebende Beschreibung des Wesens der Dampfturbine und 
der verschiedenen Dampf turblnenarten folgt eine knappe, übersichtliche Be- 
sprechung der Theorie des ausströmenden Dampfes, insbesondere die Theorie 
der Laval'Düse, worauf dami die sechs wichtigsten Arten von Dampfturbinen 
(Laval, Parsons, Zoelly, Riedler-Stumpf, Curtis, Rateau) anhand vorzüglicher 
belehrender Skizzen und Mitteilung von Versuchsergebnissen eingehend ge- 
schildert werden. — Jedem, der sich Über den Bau und die Wirkungsweise 
dieser hauptsächlichsten Daropfturbinenarteu Bohnell und eingebend unter- 
richten will, sei das vorzügliche Bach angelegentlichst empfohlen, 

Berlin. R. Vateb. 

Walthcr, K. und HÖttinger, M. TechniHChe Wärmelehre (Thermo- 
dynamik). Leipzig lOO.'i, Sammlung Göschen. 

Es erscheint auf den ersten Blick etwas gewagt, eine technische Wärme- 
lehre in einem Bändeben von dem Umfange der kleinen Bücher aus der 
Sammlung Göschen mit einiger Aussicht auf Erlolg za behandeln. Es muß 
jedoch den Verfassern zugestanden werden, daß sie es verstanden haben, 
aus dem umfangi'eichen Gebiete das tilr den Ingenieur Wichtige heraus- 
zugieifen und in knapper , dabei aber doch im allgemeinen klarer Form 
zur Darstellung zu bringen. Das kleine Buch wird sicherlich vielen 
Ingenieuren um so willkommener seio, als es meines Wissens bisher in der 
Literatur an einer solch knappen Darstellung der wichtigsten Sütze ans 
der technischen Wärmelehre fehlte. Einige Renutnisse der höheren Mathe- 
matik werden zwar vorausgesetzt, sie beschränken sich aber fast durchgängig 
auf die Anfangsgrtlude der Differential- und Integralrechnung, die heutzutage 
wohl jedem wissenschaftlich gebildeten Ingenieur geläußg sind. Die vielen 
zeichnerischen Darstellungen und mehrfach eingeschalteten Zahlenbeispiele 
tragen wesentlich zur Erleichterung dos Verständnisses bei. 

Berlin. K. Vatek, 

Scbnbert, H. Die Oanezahligkeit in der algebraischen Geometrie. 

48, Versammlung deutscher Philologen und Schulmänner zu Hamburg 

1905 (Festgabe). Leipzig 1905, Spamer, 
Die Mihlentheoreti sehen Probleme, in welchen gefordert wird, daÜ 
gewisse Elemente einer geometrischen Figur in rationalen Zahlen ausge- 
drückt werden, liaben neben ihrem nicht geringen wissenschaftlichen Int«resse 
auch hohen pädagogischen Wrrt: mit ihren Lösungen bissen sieh geometrische 
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und trigonometrische Sätze an Zahlenbeispielen in absoluter Genauigkeit 
veransch aal i eben und Aufgaben mit ganzzahli^en Daten und ganzzahligen 
Ergehnissen bilden; beides erhöht das Verständnis und das Interesse beim 
Unterricht. Verfasser hat nun eine Reibe eigener Untersuchungen aus 
Gebiete zusammengefaßt und in seiner bekannten ansprechenden 
Weise dargestellt; leider ist die Literatnrangahe recht dürftig, weöhalb im 
folgenden einige bibliographische Ergänzungen gegeben werden sollen. Der 

' erste Teil (§ 1—8) ist Figuren gewidmet, die aus heronischeu Dreiecken 
lengesetzt sind ; dabei zeigt sich die Fruchtbarkeit eines einfachen 

F Verfahrens, das u. a. schon von F. Bessell angegeben worden ist und in 
seinem Kern auf Vieta, ja auf Diophant /urOckgeht, Es beruht darauf^ 
daß in einem heronischen Dreieck die Tangenten der halben Dreieckawinkel 
{die „Konstituenten" dieser Winkel) rational sind und daß zwischen ihnen 
eine einfache Beziehung besteht F. Bessell sagt: „Am einfachsten erledigt 
sich die Aufgabe, rationale ebene Dreiecke herzusteilen, durch die Bemerkung, 
daß es genügt, zwei Winkel A, B eines ebenen Dreiecks rational zu macben, 
damit der dritte es auch sei, nämlich C' = { I — AB):{A ■+- B).'") Dieses 
Verfahren wird nun vom Verfasser auf versciiiedene Figuren angewandt. 
Für die Elemente von Dreiecken mit drei rationalen Winkelhalbierenden 
(§ 3), die man mit dieser Methode rasch erhält, würden sich ihm dieselben 
Ausdrücke ergeben haben, welche E. Kummer am Schlüsse seiner Vorlesung 
fiber Zahlentheorie (z. B. Winter 80/81) auf etwas anderem Wege abzuleiten 
pflegte; auch die Aufgabe, heronische Seimen Vierecke zu bilden, für dei-en 
Elemente Verfasser elegante Ausdrücke ableitet (g 7), ist von E. Kummer 
in seiner berühmten Abhandlung*) umfassend gelöst. Referent hat vor einer 
Beihe von Jahren an rationalen Figuren Untersuchungen angestellt, die für 
faeronische Dreiecke, Dreiecke mit rationalen Winkelhalbierenden, sowie für 
faeronische Sehnen Vierecke im Gedankengang und in den Ergebnissen mit denen 
des Verfassers übereinstimmen. Für heronische Dreiecke mit einer rationalen 
Mittellinie (§ 1. 5), zu deren Auffindung Verfasser früher') einen Weg 
angab, der zum Schlüsse auf ein Probieren hinausläuft, ergab sich dem 
Referenten damals auf jenem Wege ein rationelles Verfahren.*) Durch 
dasselbe gewinnt man nicht bloß den vom Verfasser jetzt ebenfalls methodisch 
abgeleiteten Typus (bezeichnet man die Kotangenten der Hälften der nicht 
dnrch die Mittellinie geteilten Dreieckswinkel mit a und |3, so ist dieser 
Typus charakterisiert durch ß = ä~'_L ' hezw, ß — " _ 1 , sondern un- 
zählige andere; es mögen hiervon (abgesehen von den Dreiecken, welche man 
durch Zerlegung des ursprünglichen Dreiecks, sowie durch deren anderwi'itige 
Zusammenlegung erhält) die Fälle herausgegriffen werden, in denen ß i^e 
Wert« hat: 

3a «;3a' + 8B°-fl3B'-f 7g— 2) 



1) Azch. (1), 66, 371, 1880. Ä, B, ü bedeuten dabei die „Konstituenten" der 
Jieronischen" '■„rationalen" bei Bestell) Dreiecks winkel, oder auch dieie Winkel 

ftwabst. 

3) Jonrn. f. Hatb. 87, Iff.. 1848. 
S) UQt.-Bl. f. Math. n. Nat. «, Nr. i. 70. Tl. 1900. 

4) NBberefl hierdber in einem demnächst erscheinenden AnfaatE. 



Das Dreieck: d = 145, & — 240, c=2Üit, ■21^ = 331 paüt z. ß. nicht. 
in den vom Verfasser hezeicbneten Typus. Seine Annahme, daß der von 
ihm anj^egebene Typus den einiig möglichen darstellt, beruht wohl auf 
einem Versehen. Da sieh auf diese Annahme die These stützt, daß eti 
keine heronischen Dreiecke mit mehr als einer rationalen Mittellinie gebe, 
au steht auch der Beweis dieser These noch aus. Durch Einschränkungen, 
welche Verfasser fBr die Koustituenlen inacht, erschwert er sich zuweilen 
die Untersuchung; es wäre ihm sonst, als er herunische Dreiecke mit einer 
rationalen Mittellinie und einer rationalen Winkelhalbierenden (§ 6) »ufsucht«, 
wohl auch das merkwürdige Beispiel a =- 250, b =- 91, c =- 289 nicht ent- 
gangen, welches kleinere Zahlen hat als die von ihai angeführten, und sogar 
ein heronisches Dreieck mit einer rationalen Mittellinie t^ und drei rationdien 
Winkelhalbierenden darstellt. Nachdem Verfasser noch (§ 8) dem Verfahren 
eine interessante Ausdehnung auf henini'cbe Sehnenpolygone gegehen hat, 
wendet er sich der Bildung von Dreiecken mit zwei (§ 9) und drei (§ 10) 
rationalen Mittellinien zu; für die letzteren stellt er durch eine sinnreiche 
Analyse drei Typen auf. Diese Aufgahe ist bekanntlich schon von Euler') 
gelöst. — Zum Schluß (§ 11 — 13) werden Pyramiden mit rationalen Kanten 
und rationalem Rauminhalt aufgesucht, von denen die Tetraeder w^-iteie 
Beispiele zu den bekannten Schweringschen bilden. Vor längerer Zeit 
hat Referent das eingangs erwähnte Verfahren auf die Darstellung von 
Tetraedern ausgedehnt, in welchen die Knnten, die Inhalte der Begreozungs- 
dreiecke und der Rauminhalt rational sind.') 

Das reiche Tahellenmaterial des Büchleins wird gewiß von vielen will- 
kommen geheißen werden und lui dem Unterricht gute Dienste leisten, auch 
ist zu wünschen, daß die Schrilt (welche naob Angabe des Verfassers einen 
Teil eines später erscheinenden Werkes bilden soll) in weiteren Kreisen zu 
Untersuchungen auf diesem Gebiete anregt, das in so merkwürdiger Weise 
die abstrakte Zahlentheorie mit der Geometrie verkettet 

Berlin. E. GBhtbchb. 

Stodola, A. Professor am Eidgen össi.schen Polytechnikum in Zürich. Die 
Dampfturbinen mit einem Anhange über die Wftrmekraftmaschinen 
und über die Gasturbine. Zweite Auflage, Berlin 1904, Julius 

Springer. 
Das Studium dieses Werks kann den Mathematikern auf das ange- 
legentlichste empfohlen werden; behandelt doch der Verfasser das aktuellste 
Thema der modernen Maschinentechnik mit mathematischen Hilftmitteln, die 
sich keineswegs bloß auf die ereten Elemente der Differential- und Integral- 
rechnung beschränken. Herr Stodola liefert durch die Tat einen ebenso 
dankenswerten wie interessanten Beitrag zur Klärung des Verhliltnisses von 

IJ Op. min.II.Gomni.ar.S", p. 488— 4Bl:„,J'ai dejä dounä, ä difföreutee roprise«, 
des solntious de ce probleme (vide Comm. tt9, T. U. p. i\ti; 71, ibid , p. 363), 
eann qD'ancune m'ait entitoment eatisfait. Celle que je präsente ici, r^nit & 
beauconp d'öl^gance, la pluB grande g^nÖraliti?," 

2) Ein Beispiel dieser Art bat Referent Arch. (3), 7, 17», 1904 verStfentlicht, 
allgemeinere Typen finden sich in einer demnächat erscheinenden Abhandluiifr 
desielben. 
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' Hathematik und Technik und iTüffiH!! der Mathematik eine reiche 
Ton anregenden Aufgaben, die lioSentlich nicht ungenutzt bleibt. 

In erster Linie fesselt den Mathematiker die Theorie der knlisehen 
ümlaufägeschwindigkeiten sehn eil laufender, biegsamer WeUen. Diese von 
Herrn Stodola nach verschiedenen Richtungen ausgebaute Theorie zeigt nach 
der maihematischen Seite hin die engste Verwandtschaft mit der Theorie 
der Schwingungen elastischer Stäbe; es treten hier wie dort lineare Diffe- 
rentialgleichungen vierter Ordnung anf, die einen Parameter linear eothalten. 
Die den kritischen Geschwindigkeiten entsprechenden Werte des Parameters 
werden als Wurzeln einer transzendenten Gleichung in derselben Weise be- 
■timmt wie die Schwingungszahlen eines Stabes nach Poisson. Bei Wellen, 
I die mit Scheibencüdem von veränderlichem Durchmesser belastet sind, kommt 
i auf ähnliche analytische Fragen wie bei den Schwingungen heterogener 
Bube. Noch andere Eigentümlichkeiten bietet die Theorie der kritischen 
ä«schwindigkeiten uweiter Art dar, die von der Durchbiegung horizontaler 
WeUen herrühren. Die Stabilität des Bewegungs zu Standes bei Uiulaufszahlen 
I iwischen kritischen Geschwindigkeiten wird mit den von Bouth ausgebildeten 
M U«tfaoden der modernen analTtischeu Mechanik untersucht, 
^k Sodann sind verBchiedene theoretisch interessante Fragen aus der 

^P Pmmik flüssiger und gasffirmiger Körper zu erwähnen. Der Hiemannsche 
^1 Veniithtungsstoß wird bei der Bewegung des strömenden Dampfes diskutiert. 
' In einem interessanten Jntegrationsproblem, bei dem Herr Hirsch den Ver- 

fuaer unt«rstötzt hat, führt die Frage nach der Druckverteilung in einem 
[ fipindierenden Wasser- oder Dampfstrahl. 

^1 Ans der Elastizitätatheorie seien die Untersuchungen (Sbei- die Defor- 

^H ruboo imd Festigkeit schnelllaufender Räder unter der Wirkung ihrer 
^V Zeulrifugttlkrftfte sowie über die GrPße und den Einfluß der Durehbiegung 
^ groSer horizontaler Scheiben erwähnt. 

Sehr wichtig fllr die technischen und ökonomischen Fragen sind natür- 
lich die Erörterungen aus der Thermodynamik, Ein Anhang unseres Werks 
Mthüt eine klare Auseinandersetzung Ober die Grundlagen dieser Diszi- 
püu, insbesondere Über den zweiten Hauptsatz; daran schließt sich eine 
rWsidit Über die verschiedenen Würmokraftmaacbinen und ihre Aussirhten. 
Interessant ist dabei, mit wie großem Nachdruck der Verfas.ser die Erfinder 
"•Vor warnt, die theoretischen Grundlagen der Thermodynamik zu ignorieren. 
Über den eigentlich technischen Inhalt des Werks zu urteilen oder 
incti nur zu berichten, liegt außerhalb der Kompetenz des Referenten: es 
_ nur bemerkt, dafi auch der nicht technisch gebildete Leser in den 
I "'^iioischen Teilen des Werks eine Fülle von anregendem Stoff findet. 

A. Knksrr, 



"eher, Eduard von. Vorteaungen über daa Pfaffeche Problem 

Qnd die Theorie der partiellen DiffereDtialgleiohungen erster 

Ordnung. Leipzig 1900, B, G, Teubner. XI u. 622 S. gr, 8", 

(B G. Teubners Sammlung, Band 11,) 

Der Fachgelehrf«, dem das vorliegende Buch zur Anzeige übergeben 

I 'Orden war, bat nach mehrjährigem Aufschübe seinen Auftrag unerledigt 

\ gelwsen imd das Werk der Redaktion zurückgegeben. Um den Lesern des 
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Archivs die KeuDlni^ deb Inhaltes nicht länger vorzuenthalten, hat sieb 
der Unterzeichnete veranlaßt gesehen, mit Herrn v, Weber selbst in Ver- 
bindung zu treten, und hat mit Benutzung der von diesem gelieferten An- 
gaben die folgende referierend gehaltene Besprechung geschrieben. 

Vermöge seiner langjilhiigen erfolgreichen Forschungen auf dem Gebiet« 
der partjellen Differentialgleichungen war Herr v. Weber der gegebene 
Mathematiker Kur Bearbeitung des Themas. Zum Bearbeiter des Abschnittes 
„Partielle Differentialgleichungen" in Bd. 11, S. 294—399, der Enzyklopädie 
war er wegen seiner umfassenden literarischen Kenntnisse und seiner schöp- 
ferischen eigenen Gedanken von den Leitern dieses großen Unternehmens 
gewählt worden, und somit kann die vorliegende Schrift als die eingehende 
und genaue Durchfährung desjenigen Teiles des Artikels in der Enzyklopädie 
bezeichnet werden, der sich auf das Pfaffsche Problem bezieht. Das Buch 
entspricht also dem Plane, den die Teubnersche Verlagsbuchhandlung mit 
der Sammlung von Lehrbflchem auf dem Gebiete der mathematischen Wissen- 
schaften mit EinschuS ihrer Anwendungen verfolgt. 

Die historische Entwicklung des Pfaffschen Problems nimmt ihren 
Ausgangspunkt von Pfaffs grundlegender Idee, die Integrale einer partiellen 
Differentialgleichung erster Ordnung als Integralfiquivalente einer gewissen 
totalen („Pf äff sehen") Gleichung zu deuten und dadurch die vollständige 
Integration der ersteren Gleichung, sowie die Herstellung einer „reduzierten 
Form" fllr die letztere als Äquivalente Probleme zu erweisen. Während 
Graflmann die zweite dieser Aufgaben und damit die Theorie der Pf&ff- 
gcheu Gleichung zu einem vorläuügcn Abschluß brachte, gaben Jacobi and 
nach ihm Donkin und Bour eine Lösung des ersten Problems, welche auf 
der Bestimmung je eines Integrals sukzessiver vollständiger Systeme beruht. 
Aber obwohl es Nataui und Clebsch gelang, diese Methode auf das 
Pfaffsche Problem zu übertragen, und Frobenius durch Aufdeckung der 
algebraischen Grundlage dieses Verfahrens das Problem, einen Pfaffschen 
Ausdruck auf seine kanonische Form zu reduzieren, vollständig erledigte, 
blieb es doch erst Lie vorbehalten, durch Zurückgreifen auf Pfaffs ur- 
sprünglichen Ansatz und die damit verbundene Schaffung der Begriffe 
FlScheneleroent, Elementverein, BeHihrungstransformation jene beiden Pro- 
bleme wieder zu vereinigen und ihrer gemeinsamen endgültigen Lösung 
zuzn führen. 

Das vorliegende Buch macht es sich nun zur Aufgabe, diesen verschiedeneu 
Entwicklungsphasen der Theorie in gleicher Weise gerecht zu werden und 
dieselben nicht nur nach ihrer historischen Entwicklung, sondern vor allem 
iu ihrem inneren Zusaipmenhange erschöpfend darzustellen. Der erste, dem 
Pfaffschen Problem im engeren Sinne gewidmete Teil des Buchs beginnt 
mit der Definition der „Klasse" eines Pfaffschen Ausdrucks und der 
Formulierung des Aquivalenzproblems (Kap. UI). Die älteren Methoden von 
Pfaff und Gra6mann führen sodann Kur Herstellung einer Nonnalfonn 
des Pfaffschen Ausdrucks und damit zu einem ersten Beweis des „Pun- 
damentaltheorenis", weichet den Zusammenhang zwischen der Klasse und 
der Normalform ausspricht (Kap. IV). An die Untersuchung der mit dem 
Pfaffschen Ausdruck invariant verknüpften vollständigen Systeme (Kap, V) 
schließt sich dann sofort eine zweite Herleitung des Fundamen taltheorema 
auf Grund des von Natani, Clebsch und Lie ausgestalteten Jacobisdieii 
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Beduktionsschemas (Kap. VI). Ans der Betrachtung der Integraläquivalente 
einer Pf äff sehen Gleichung fließen die Begriffe „Elementverein" (Kap. VII) 
und „Berührungstransformation", welche dann rückwärts wiederum für das 
Pf äff sehe Problem verwertet werden, insbesondere zur allgemeinen Er- 
ledigung des Äquivalenzproblems dienen (Kap. VIII). Die Wiederaufnahme 
der Entwickelungen von Kap. VI führt den Verf. zur Methode von Frobenius 
und ihrer Verallgemeinerung (Kap. IX), femer zu dem Lieschen Begriff der 
mit dem Pf äff sehen Ausdruck invariant verknüpften infinitesimalen Trans- 
formationen und damit zu einer dritten, invariantentheoretischen Grund- 
legung der Pf äff sehen Theorie, weiterhin zu dem Begriff der infinitesimalen 
Berührungstransformation (Kap. X). Die Definitionsgleichungen der endlichen 
Berührungstransformationen (Kap. XI) liefern noch eine vierte Methode, die 
Pimdamentalsätze der Theorie zu begründen, und bilden zugleich den Über- 
gang zu dem zweiten Hauptteil des Werks, der Theorie der partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung. 

Die Voranstellung des Lieschen Integralbegriffs ermöglicht es, alle 
Hauptsatze dieser Theorie durch einfache begriffliche Umdeutung der bis- 
herigen Ergebnisse abzuleiten, worauf die älteren Methoden, insbesondere 
die Cauchysche Charakteristikentheorie und ihre Übertragung auf Invo- 
luüonssjsteme, sowie die sogenannte Hamilton-Jacobische Theorie der 
dynamischen Differentialgleichungen durch geeignete Spezialisieiiing dem 
allgemeinen Schema eingeordnet werden (Kap. XII u. Xm). Auch Lies 
Funktionengruppe, sowie Bäcklunds Erweiterung der L i e sehen Integrations- 
theorie erweisen sich als Spezialfälle der allgemeinen Theorie des Pf äff sehen 
Problems (Kap. XIV). 

Außer zahlreichen neuen Einzelheiten in der Darstellung der verschiedenen 
Theorien und ihres Zusammenhanges, sowie in der Durchführung der Beweise 
sind von eigenen Untersuchungen des Verf. hervorzuheben: die Sätze Über 
die analytische Beschaffenheit der Normalform (Kap. VI, § 3), die Verall- 
gemeinerung der Frobenius sehen Methode (Kap. IX, § 4) und ihre Ver- 
wertung für die Bäcklundsche Theorie (Kap. XIV, § 5), endlich ein Teil 
der Sätze über infinitesimale Transformationen eines Pf äff sehen Ausdrucks 
(Kap. X). 

Die beiden einleitenden Kapitel des Werks enthalten die Ableitung der 
im folgenden benutzten Determinantensätze, insbesondere die Theorie der 
Matrizen, der linearen Gleichungen und der schiefsymmetrischen Determi- 
nanten (Kap. I), femer eine ausführliche Darstellung der Theorie der linearen 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung und der Systeme solcher 
Gleichungen, sowie der Systeme unbeschränkt integrabler totaler Differential- 
gleichungen. 

Am Ende des Bandes findet man eine historische Übersicht, ein Wort- 
und Sachregister, endlich ein Literaturverzeichnis. 

Berlin. E. Lampe. 



MarcolongO, R. Teorla matematioa dello equilibrio dei oorpi elastioi. 

XIV u. 366 S. Milano 1904, ülrico Hoepli. 

Als eines der beliebten Manuali Hoepli veröffentlicht, behandelt das 
Buch in möglichst elementarer Weise die mathematische Theorie der 
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Elastizität. Um die nöttgou II ilfs mittel dem Leser hereitzuateUeo, schiebt 
der auf dorn Gebiete der matbem atiseben Pbjsik rühmlicb bekannte Verf. 
einige einleitende Kapitel voraus, welche die Lehre von den harmonischen 
uad palyharmonischen Funktionen, liie Hauptsütze über die Newtonschen 
FoteDtialfunktioDen und die Priu/ipieu der Mechanik kontiDiiierlicher 
Körpm' in knappen Umrissen vorRibreu. Wegen der Greuzen, die in dem 
Manuale innezuhalten sind, werden dann nur die Fraisen erörtert, welche 
sich auf das Gleichgewicht der elastischen Körper von drei Dimensionen 
beziehen, natürlich auch hier nur solche, die keine höheren Hilfsmittel der 
Analysis zu ihrer Bewfiltigang verlangen. Als ein klar geschriebenes Lehr- 
buch wird das Work eben filr Studierende zur ersten Einfilbmng recht 
nützlich sein. 

Berlin. E. Lampb. 

Pascal, Ernst. Sepertorium der höheren Mathematik. IL Teil. Die 
Geometrie. Ausorisierte deotache Ausgabe nach einer neuen Bearbeitung 
des Originals. Von Ä. Schepp. Leipzig 1902, B, G. Teubner, 8", 
9u, 71-J S. Preis geb. JC 12. 
Als ich kurz, nach Empfang dieses Buches einige Kapitel gouauer durch- 
gesehen hatte, beabsichtigte ich, ihm eine eingehendere Besprechung zu 
widmen, wurde aber durch das un vorhersehbare Zusammentreffen ver- 
schiedener Umstände gezwungen, die Ausführung meiner Absicht immer 
weiter hinauszuschieben. Nun befindet sich das Buch schon in vieler Händen; 
es genügt daher wohl, eine kurze Kennzeichnung von ihm zu geben. 

Wie in der Vorrede zum ersten Bande erwähnt wird, soll das Buch 
eine Art „Taschenbuch" für Studierende der Mathematik bilden, worin sie, 
kurz zusammengefaßt, alle jene Begrifle und Resultate wiederfinden, die sie 
sich während ihrer Studienzeit nach und nach aneiguen sollen. Jedenfalls 
hat damit der Verfasser aus Bescheidenheit seinem Buche eine zu enge 
Bestimmung vorgeschrieben. Solche Idealstudenten, dio auch nur dea grSBeren 
Teil der in dem vorliegenden Bande enthaltenen Kapitel einigermaßen be- 
herrschen, dürfte es wenige geben. Das Buch wird sicherlich einem viel 
weiteren Leserkreise mit großem Nutzen dienen. Es sind in ihm wohl 
ziemlich alle Teile der Geometrie berücksichtigt; nur der kinematischen 
Geometrie, einer heutzutage viel behandelten Disziplin, ist kaum Erwähnung 
getan. Anwendungsgebiete wie darstellende Geometrie, Grapbostatik etc. 
wurden grundsätzlich nicht berücksichtigt. Jeder Kenner eines Spezial- 
gebietes wird natürlich in dem entsprechenden Kapitel dieses Repertoriums 
vieles vermissen; auch Ungenauigkeiten in der Formulierung von Sätzen, 
in den Literatui-verweisungen n. dgl. sind unschwer herauszufinden. Trotz- 
dem wird jeder Geometer sicherlich mit Nutzen das Buch zur Hand 
nehmen, sobald er in einem ihm nicht durch Spezialforschung bekannten 
Gebiete einen Überblick über die wichtigsten Sütze und die Haupt- 
werke der Lileratur gewinnen will. Ja seibat, wenn der IH. Band der 
Enzyklopädie der mstbematiacben Wissenschaften abgeschlossen sein wird, 
dürfte dieses Repertorium diesbezüglich seine Rolle noch nicht ausgespielt 
haben. Wie eine Vergleichung mit den bis jetzt erschienenen Heften des 
Bande») III zeigt, finden sich eben in dera Repertorium elementarere P' 
noch erwähnt, die in der Enzyklopädie keine Stelle mehr fanden. 
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Auf die AnfÜhmng von Ungenauigkeiten, die mir aufgefallen, verzichte 
ich; denn es ist ja selhstrerstftndlich, daß eine solch gewskltige Arheit, wie 
sie hier ein einzelner geleistet hat, mit Fehlem hehaftet ist. 

Möge das Buch zur Verbreitung der Kenntnis des Gesamtgebietes der 
Greometrie und damit zur Bekämpfung des zu weit gehenden Spezialistentums 
beitragen! 

Wien, im Februar 1905. E. Müllkk. 

Abraham^ M. Theorie der Elektrizität. 1. Band: Einführung in die 
Maxwellsche Theorie der Elektrizität von A. Föppl. Zweite, 
vollständig umgearbeitete Auflage, herausgegeben von M. Abraham. 
XVm u. 443 S. Leipzig 1904, B. G. Teubner. 

Mit vorliegendem Werke wird dem Physiker eine von M. Abraham 
besorgte zweite Auflage der bekannten Föpp Ischen Einführung in die Max- 
wellsche Theorie geboten. 

Wenn das Föpp Ische Werk mehr als ein anderes Buch zur Verbreitung 
der Kenntnisse der Elektrizitätslehre beigetragen hatte, so verdankte es dies 
in erster Linie der ungewöhnlichen pädagogischen Begabung des Verfassers, 
seiner Gabe, die wesentlichen Züge der Maxwel Ischen Theorie bestimmt 
hervortreten zu lassen und die Detaüs in so natürlicher Weise anzugliedern, 
daß der Studierende ein vorzügliches Gesamtbild erhielt. Um ein derartiges 
Besultat zu erzielen, bediente sich Föppl einer ungemein klaren, an kon- 
krete Bilder anknüpfenden, zuweilen ins Breite gehenden Sprache. Aus einem 
solchen Werke, welches im übrigen durchaus den Stempel selbständigen 
Denkens an sich trug, konnte der Leser fast mühelos tiefgehende Kenntnisse 
von der Max well sehen Theorie sich aneignen. 

Nehmen wir die Abraham sehe Bearbeitung des Föpplschen Werkes 
zur Hand, so empfinden wir anfangs eine Enttäuschung. Ziel und Zweck 
des Föpplschen Werkes scheinen verschoben. An Stelle der gekennzeichneten 
Föpplschen Darstellungsweise ist eine knappe, abstraktere analytische getreten, 
und es ist bald ersichtlich, daß das Abraham sehe Werk sich an einen ganz 
anderen Leserkreis wendet, nämlich an einen Leserkreis, dem die Grundzüge 
der Max well sehen Theorie bereits bekannt sind. 

Haben wir uns aber einmal mit dieser Tatsache abgefunden, dann dürfen 
wir auch der Abraham sehen Bearbeitung unsere Anerkennung nicht ver- 
sagen. Gründlichkeit und Präzision sind seine Hauptvorzüge. 

Der Inhalt des Werkes zerfällt in folgende Hauptabschnitte: 1) Eine 
Einleitung in die Vektoranalysis, 2) Das elektrische Feld, 3) Das elektro- 
magnetische Feld, 4) Weiterer Ausbau der Theorie. Diese Hauptabschnitte 
sind wieder in Kapitel eingeteilt. Bei dieser Einteilung fällt auf, daß der 
elektrische Strom als Unterabteilung des Abschnitts elektrisches Feld erörtert 
wird, während der Magnetismus später unter dem Hauptabschnitt elektro- 
magnetisches Feld behandelt wird. 

Wenden wir uns zunächst zu der Abrahamschen Einführung in die 
Vektoranalysis. Im großen und ganzen hat der Verfasser die Bezeichnungs- 
weise der mathematischen Enzyklopädie adoptiert. Daß die skalaren Produkte 
im allgemeinen nicht durch Einschließung in runde Klanunem gekennzeichnet 
werden, daß diese Einschließung vielmehr nur da angewandt wird, wo eine 



Auaeinanderhaltung der Faktoren eines komplizierteren Produkts wünschens- 
wert erscheint, ist ein bestimmter Voraug. Eine weitere Abweichung von der 
Bezeiehnungs weise der Enzyklopädie wäre aber noch zu empfehlen, nämlich 
eine konsequent durchgeführte Kennzeichnung der Absolutwerte eines Vektors 
durch die entsprechenden lateinischen Buuhstaben. Abraham schreibt die 
Absolutwerte der Komponenten eines Vekturs mit gotischen Buchstaben, 
trotzdem letztere nur für Vektoren bestimmt sind. — Aul" Seite 10 ist nicht 
unterschieden zwischen Komponenten eines Vektors ond den Absolutwerten 
dieser Komponenten. Auf S. 11 Fig. 4 Htimmen die Bezeichnungen nicht 
mit dem Text flberein. — Bei der Ableitung der vektoranaljtischen Formeln 
verfahrt Abraham oft so, daß er die Torkommcnden Vektoren zuerst in 
ihre Komponenten nach den Richtungen der zunehmenden x, y. t eines 
Koordinatensystems zerlegt, den gesuchten Ausdruck für eine einzelne Kom- 
ponente ableitet und dann verallgemeinert. Ein solches Verfahren begibt 
sich des bedeutsamen, charakteristischen Vorteils der Vektoralgebra, nämlich 
ihrer Unabhängigkeit von einem Koordinatensystem, ihrer Invarianz. Semi- 
kartesische Beweise sind Notbehelfe und sollten ganz aus der Vektor&nalysis 
ausgemerzt werden. — Einen nnverhältnismllBig großen Raum nimmt bei 
Abraham die Behandlung der Vektorfelder ein. Obwohl dieser Gegenstand 
wichtig ist und nicht ohne Geschick behandelt wird, so gehört doch eine 
so ausführliehe Behandlung nicht in das vorliegende Werk. Werfen wir 
nunmehr einen Blick auf die Behandlung der Elektrostatik, so bemerken 
wir znnücbst, daB die gewählten Maßeinheiten abweichend von den in der 
mathematischen Enzyklopädie zur Anwendung kommenden sieb an die Oou- 
lombschen Messungen anschließen. Und zwar mit Recht! Nachdem nämlich 
durch die neuere bedeutsame Entwicklung der Elektronen theorie die elek- 
trischen Quanten wieder in den Vordergrund getreten sind, und dadurch die 
Notwendigkeit gegeben ist, für die zwischen ihnen wirkenden Kräfte die 
einfachsten mathematischen Ausdrücke zu wählen, mußteu die 4n aus den 
Gleichungen für die Elektronen verschwinden uud dafür in den Feldgleichungen 
auftreten. Im übrigen ist die Behandlung der Elektrostatik elegant und 
instruktiv. 

Entsprechend seiner Wichtigkeit nimmt der Abschnitt über dos elektro- 
magnetisciie Feld den grüßten Raum ein. Man findet hier außer der all- 
gemeineren Theorie des Feldes, welche exakt und eingehend erörtert wird, 
wichtige Kapitel über Schwingungen gekoppelter Systeme uud über elektrische 
Resonanz, welche in der drahtlosen Telegi-apbie eine so eniinente praktische 
Bedeutung gewonnen haben. Femer hat Abraham in diesem Abschnitt 
die Theorie der Reflexion der Wärmestrahlen durch Metalle behandelt, eine 
Theorie, welche Drude hekatintlich zuerst aus deuMasnellschen Gleichntigeo 
gewonnen hatte uud welche durch die Versuche von Hagen und Hubens 
so schön bestätigt worden sind. Erwähnung verdieat auch die Behandlung 
der Fortpflanzung elektromagnetischer Wellen längs Drähten uud Kabeln. 

Im letzten Abschnitt, betitelt: weiterer Ausbau der Theorie, treten die 
eignen theoretischen Ansichten des Verfassers mehr als anderswo in den 
Vordergrund und zwar besonders bei der Erürterung der Eigenschaften ferro- 
magnetischer Körper, speziell des reraanenteii Magnetismus und ferner bei 
der Behandlung der unipolaren Induktion und der Frage der Relativbewegong 
nnd der absoluten Bewegung. Was letztere Frage betrifft, so scheint Refe- 
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renten eine Lösung dieses schwierigen, viele Rätsel bietenden Problems noch 
in weiter Feme. Es fehlt sogar einstweilen noch an einer klaren eindeutigen 
Fragestellang. 

Nur die weitere Ansammlung wertvollen Beobachtungsmaterials kann 
hier Licht verbreiten. 

Zum Schlosse wünschen wir dem Abraham sehen Werke eine recht 
weite Yerbreitong. Wenn es auch manchem Leser etwas Mühe machen 
wird, sich in das Werk hineinzuarbeiten, so wird er flir diese Mühe doch 
reidilich belohnt durch die Gewinnung neuer, interessanter Gesichtspunkte, 
durch die Vertiefung seiner Kenntnisse vom Elektromagnetismus und nicht 
zum mindesten durch den ftsthetischen Genuß, welchen eine in gewandter 
Spradie abgefaßte, knappe und exakte Darstellung der Elektrizitätslehre be- 
reiten muß. 

Bonn, Physika!. Institut im August 1905. A. H. Buohkrer. 



Thomae. Sammlung von Formeln und Sätzen aus dem Gebiete 
der elliptlBohen Funktionen nebst Anwendungen. Leipzig 1905, 
B. G. Teubner. 

Die Gründe, die den Herrn Verfasser bewogen haben, das in der 
Überschrift genannte Werk herauszugeben, sind in der Einleitung genannt. 

Eine Sammlung von Formeln und Lehrsätzen zum Gebrauche der 
elliptischen Fimktionen ist von Herrn Schwarz herausgegeben worden. 
Dieselbe baut sich im wesentlichen auf die Weierstraßischen Grundfunktionen 
<f(u) und p(u) auf und hat eine weilgehende Verbreitung gefunden. Nun 
hat es sich gezeigt, daß für eine Reihe von Problemen die Weierstraßischen 
Funktionen weniger geeignet sind als die Jaco bischen. Der Herr Verfasser 
nennt mit Becht die Probleme, die zu wirklichen Rechnungen führen, und 
hat sich infolgedessen entschlossen, eine ähnliche Foimelsammlung auf 
Grund der Jacobischen Funktionen herauszugeben. 

Der Herr Verfasser kann sicher sein, daß sein Vorgehen von solchen, 
die sich mit Anwendungen beschäftigen, dankbar begrüßt werden wird. 

Die Sanunlung bietet auf dem kurzen Räume von 26 Seiten eine über- 
große Anzahl wichtiger Formeln aus den verschiedenen Teilen der elliptischen 
Funktionen dar. Es werden die Thetafunktionen , die gewöhnlichen ellip- 
tischen Funktionen — und zwar neben der Sinus-, Kosinus-, Deltaamplitude 
insbesondere die Tangensamplitude und der Quotient der Sinus- und Delta- 
amplitude — die Zeta-, die Omegafunktionen und endlich die verschiedenen 
Arten der elliptischen Integrale in Betracht gezogen. 

Freilich will es Referenten erscheinen, als wenn die Darstellung bis- 
weilen eine zu gedrängte wäre und eine etwas breitere Ausführung an 
einigen Stellen die praktische Brauchbarkeit des Buches wesentlich erhöhen 
würde. So fehlt z. B. die für die Anwendungen so ungemein wichtige 
Tabelle fQr die Substitution halber Penoden bei den Thetafunktionen. 
Die allgemeine Substitutionsformel, die der Herr Verfasser pag. 2 unter IH 
gibt, bietet denn doch zu wenig, und auch die Formeln 4 unter 111 dürften 
nicht allen Lesern genügen. Die trigonometrischen Reihen der elliptischen 
drei fundamentalen Funktionen finden sich nicht vor. Am Schlüsse sind 
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zwar die entsprechenden Reihen für die Logarithraen der Funktionen ge- 
gehen, indessen haben doch auch die Darst«llungon der Funktionen selbst 
ihre Bedeutung, 

Die lineare Transformation der Thetattinktionen ist nur ganz kurz 
skizziert, die lineare Transformation der elliptischen Funktionen im vreaent- 
lichen nur für die Quadrate Jerselben durchgeführt, ebenso ist nur ein Teil 
der Formeln der quadratischen Transformation angegeben. 

Da in der Vorrede die Aufgabe der Berechnung der elliptischen Trans- 
zendenten in den Vordergrund gerückt wird, so wüi-de eine Uiuzufügung 
von Tabellen, wie sie sich in einigen neueren Lehrbüchern finden, sicherlich 
von einer Anzahl von Lesern dankbar begrüßt werden. 

Die Bezeichnungen, die der Herr Verfasser braucht, sind ■mm Teil 
eigenartig. So definiert er die Funktion ■ff(i) durch die Reihe; 



S'- 



1 + 23 cos ri -f- 2^* cos Sei -\- . . . 

Es entsprich) hiemach einem reellen Argumente der Theta Funktionen ein 
rein imaginäres der Kosinus Funktion , was im allgemeinen nicht üblich ist; 
daneben wird 9{e) gesetzt, wo Jaoobi ^^{s) setzt 

Femer werden die drei Jaoobischen Grundfunktioaen durch 



bezeichnet. Die Gründe hierfür sind Seite 24 angedeutet und in dem 
Werke des Herrn Verfassers „Elementare Theorie der analytischen Punktionen" 
pag. 124 etwas näher ausgeführt. 

Referent bat nicht die Absicht, die Zweckm&Sigkeit der Thomaescben 
Bezeichnungen zur Diskussion zu ziehen, möchte aber bei dieser Gelegenheit . 
den Wunsch aussprechen, daß es, wie auf anderen Gebieten, so auch auf dem 
der elliptifluhen und böheren Transzendenten gelingen möchte, allgemein h 
geltende einheitliche Bezeichnungsweiseu einzuführen und damit dem heutigen— 
Zustand der Vieldeutigkeit der Bezeichnungen ein Endo zn machen. 

Um die Brauchbarkeit der Formeln und Sätze darzutun, ist eioaM^ 
größere Beihe interessanter Anwendungen hinzugefügt, die sich auj ver — - 
schiedene, teils geometrische, teils mechanische Aufgaben beziehen und un^M 
so freudiger zu begrüßen sind, als die deutschen Lehrbücher nach dieser"' 
Richtung hin nicht gerade reich ausgestattet sind. Freilich sind die Pro — ^ 
hleme, wie auch der Herr Verfasser hervorhebt, zum Teil in sehr knappetr^ 
Form dargestellt, aber auch in der vorliegenden Form sind sie geeignet, «di^M 
erhöhtes Interesse für Aufgaben zu erwecken, die au Zahl und Bodentusg 
ständig zunehmen. 

Druden. M. Kkadus. 
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L Aufjgaben und Lehrsätze. Lösungen. 

iL Anfiiri^l^eii ud Lehrsitie. 

136. Liegen vier Punkte Ä^, A^^ Ä^, Ä^ auf einem Kreise, so be- 
steht zwischen ihnen folgende Beziehung: 

«23«24«84 • A — Ö«1^4«U * ^ + «120140*4 ' A "" ^^2««81^12 * -^4 =" ^i 
^^ ^iS^U^iA — «81 «»4 «14 + «12 «14 ^^24 " «28 «31 «12 "" ^ 

und a^^ den Abstaüd A-Ä^ bedeutet. 

Berlin. E. Jahnke. 

136. Man suche die Formeln 

welche aus irgend einer Kurve (c) eine andere Kurve (cj) ableiten, so daß 
die Tangenten in zwei entsprechenden Punkten M(x^y)j M^Qc^^Pi) auf der 
Ordinatenachse zwei gegebene projektive Reihen zeichnen; d. b. wenn die 
Ordinaten der TrefPpunkte der Tangenten mit der Achse Oy mit i und f^ 
bezeichnet werden, soll man haben 

att^ + ht + ct^+ d^O, 

Ähnücbe Aufgabe für die entsprechenden Normalen oder fClr die 
Normale in M und die Tangente in itf^. 

Lüttich. J. Neüberg. 

137. Jeder Kreis einer Schar berühre eine feste Kurve Sj und gehe 
durch den dem Berührungspunkt zugeordneten Krümmungsmittelpunkt von 
9j. Alle diese Kreise berühren noch eine zweite Kurve St^. 

Reduziert sich S^ auf einen Punkt, so muß ß^ ein Kreis oder eine 
logarithmische Spirale sein. 

Wählt man als Kurve ß^ ®^^® Gerade, so ist die Gestalt von &^ mit 
Hilfe rechtwinkeliger Koordinaten durch folgende Gleichungen bestimmt: 

X = a [^ + sin^ (2 + cos 9)] , 

y =» a [1 4- cos ^ (2 + cos '^) J = 4 o cos* ^ • 

Breslau. M.Peche. 

ArcbiT der Mathematik und Physik. UI. Reihe. X. 7 
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138. Das größte der Kardioide r ^^^ 2a(l '\' cosqi) einbeschriebene 
Bechteck hat die Eigenschaft, daß die Verbindungslinien der Kurvenspitze 
mit den Endpunkten einer der beiden kurzem Bechteckseiten die Summe 

ja (ViÖ + V^LÖÖ + VlOOO) haben. 

Breslau. 0. Gütsche. 

139, Auf ein horizontal liegendes, ebenes, aus rechteckigen Maschen 
mit den Seitenlängen a und b bestehendes Gitterwerk wird eine Nadel von 
der Länge c geworfen. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß sie auf 
dem Gitterwerk liegen bleibt? 

Zur Vereinfachung sollen die Stäbe des Gitterwerks als unendlich 
dünn, die Nadel als ein unendlich dünner homogen mit Masse belegter 
Streifen angenonmien werden; auch soll die Nadel in dem Augenblick, in 
dem sie losgelassen wird, eine genaue horizontale Lage haben. Ein Fort- 
gleiten auf dem Netzwerk soll ausgeschlossen sein. 

Jede beliebige Lage der Nadel im Verhältnis zum Gitterwerk soll als 
gleichmöglich angesehen werden; dies wäre in der Praxis etwa realisiert, 
wenn der Person, welche die Nadel fallen läßt, der Anblick des Gitterwerks 
entzogen wäre. 

Potsdam, 24. August 1905. Otto Meissner. 



140. Die durch die beiden Eigenschaften 

t/;(^0)«l, ^(t,n+l)^(t + n)^{t,n) 

definierte Funktion der beiden Variabeln t und n wird eine Fakultät genannt, 
t ist die Basis und n der Exponent (Schlö milch s Kompendium d. höh. Analjsis, 
U. Bd. 3. Aufi. p. 12, 23 sqq.). Ist mm v eine ganze positive Zahl, so 
hat man 

= (t + v-i)(t + v-2)^{t,v-2) 

= (/ + 1/ - 1) (^ + »; - 2) (/ + V - 3) . . . (/ + 1) . /t/;(^ 0), 

oder weil der letzte Faktor =1 ist, 

(1) ^(t^v)^t{t+l){t + 2)..,(t + v- 1). 

Ahnlich ist für negative ganze Exponenten 

(2) ^ (t, - v) = -r— 



(t-l)(t-2). ..(t-v) 

Entwickelt man sowohl i/; (/, v) als auch i/; (t, — v) nach fallenden Potenzen 
von ^, wobei im letzteren Falle t> v sein miiß, so erhält man folgende Beihe: 

(3) ^{t,n) = c;t- + cit--'+ c,"r-H • . ., 

welche für n = + v endlich ist, für n = — v aber ins Unendliche fortgeht 
Die hierdurch definierten Zahlen Cj, 0", Oj, . . . heißen Fakultäten- 
koef&zienten, und es ist eine evidente Folge dieser Definition, daß Cj — 1, 
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C; - 1, C7I- 1, C;; - 0, 0; = ist AuB (1), (2) und (3) folgt leicht 
die Eigenschaft 

(4) öj+^-c: +«<?:_,. 

Für n «- ~ V ündet sich hei Schlömilch die endliche Reihe: 



(5) 



w -, 1 



eine Darstellung, die itUr n » + v völlig versagt. Für n => + ^ ^&t 
Scblömilch eine recht verwickelte Formel angegehen (a. a. 0. p. 28, Nr. 50). 
Es soll nun eine Darstellung der Fakultätenkoeffizienten gegeben 
werden, welche gleichzeitig fttr « = + v und n = — v gültig ist, und es 
Ut ans den angegebenen Gleichungen (l bis 5) zu beweisen, daß 



(I) 

und 



»0 



«-(-•yC)^{['^i±^J"'l„., 

"! - G) 

c; -«(".) + ISO (-) + 210 (;) + 106 



worin sich die aj^ leicht aus den Uj^_^ herleiten lassen. 
Aussig, Böhmen. 



A. KRua. 



141. Es ist zu beweisen, daß 

&I30 gleich der nten Bernoullischen Zahl ist. 
Kowalewskj, Analysis: B^^\^ ^j = |, B^^ 

Aussig, Böhmen. 



(Bezeichnung nach Oesaro- 
0, ^4 = -^, ^5 = usw.). 

A. Krug. 



142. Von Fibonacci rührt das Beispiel her: 

<41\>_i_ ^ /40 ± 9> 



(S)"± » - (^T 



Um allgemein solche Beispiele zu erhalten, hat man die Gleichungen 

worin / unbeschadet der Allgemeinheit als ganze Zahl ohne quadratischen 
Teiler vorausgesetzt werden darf, f&r rationale x^ y und z zu erfdllen. 

7* 
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Es zeigt sich, daß die beiden Gleichungen nur für solche t möglich 
sind, welche in das doppelte Produkt der zwei Katheten pythagoreischer 
Zahlen dividiert, Quadrate von rationalen Zahlen liefern; z. B. nimmt man 

die drei pythagoreischen Zahlen 9, 40, 41, so muß — ein voll- 

ständiges Quadrat sein, woraus ^ » 5 folgt. — Das pythagoreische Dreieck 
3, 4, 5 liefert f = 6, usw. 

Es entsteht nun die Aufgabe, bei gegebenem t zu erkennen, ob die 
beiden obigen Gleichungen fär x^ y, z rational lösbar sind oder nicht, und 
im Bejahungsfalle die Lösung anzugeben. 

Aussig, Böhmen. A. Krug. 



B. LÖBimgeii. 

Zu 4 (Bd. I, S. 206) (E. Lampe). — Ein Quadrat ABCD, dessen 
Seiten die Länge a haben, hat die Seiten ^j? und DC vertikal, AD und 
BC horizontal, ^D als obere Seite. Ein schwerer Punkt gleitet reibungs- 
los mit der Anfangsgeschwindigkeit von A auf AB bis zu einem Punkte 
P zwischen A und B^ von P mit der erlangten Endgeschwindigkeit ohne 
Verlust an Geschwindigkeit auf der Geraden PC weiter. Wo ist P zu 
wählen, damit die Zeit für den gebrochenen Weg APC ein Minimum werde? 
Wie verhält sich diese Minimalzahl zu der Zeit des Abgleitens auf der 
Diagonale AC^ 

Es möge AP = a — rc sein, dann ist PB — x und PC — )/a* -f «*. 
Für den FaU von ^ bis P gelten die Fallgesetze: 

wo <i = 1/ -^^ die verflossene Zeit und v die erlangte Endgeschwindig- 

jf 
keit bedeuten. Von P an gleitet der Körper die schiefe Gerade PC herab. 

Sei deren Neigungswinkel or, PC^s und bezeichne t^ die verflossene Zeit^ so ist: 
oder 



Unter Benutzung des für t^ gefundenen Wertes erhalte ich 



— l/^ ^^" -g)(g ' -f x^_ , -1/2 /(a — a?)(o« + a ;') 2^ o' + x« 

V g X ^ V 9 ' X* '^ g X 

_l/2 ^ 1/(0- x){a*+^^ -1/2 ya{a^ + «») 

Y Q V X ^ V g X 



Es kann nur der positive Wert der Wurzel in Frage konmien, weil die 
Zeit t^ positiv sein muß. Die Gesamtzeit t ^^ t^ -{• f^ ergibt sich als 
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Nun soll t ein Minimum werden. Die notwendige Bedingung dafür ist 

2,-0. Wegen 

dt -| /2 X* Va" + «" — 2a» + a«« — «• + 2a" \/aya — x 



-VI 



dx r 9 2x*y{a-x){a* + x*) 

folgt die Bedingungsgleichung 

a^Ya^ + x^ + 2a«ya )/a — ^ = 2a* - a^x + x«, 

welche nach einmaliger Quadrierung übergeht in 

4aVya • l/(a - x) (a« + x*) =- a*x« + 4a»x« - 3aV , 

woraus durch abermaliges Quadrieren 

16a*i?*(a - x)(a* + x«) - aV + 8oV + 16a«x« - 6aV — 24a^a:^ + 9a*x«. 

Wenn ich von der Wurzel x = absehe, weil P innerhalb AB liegen soll, 
erhalte ich die Bestinmiungsgleichung 

16a (a — x)(a^ + x*) - a^ + Sa^x + 16aV - öa^x* - 24ax» + 9x*, 

oder 

9aJ* — 8ax* — 6aV+ 24a x — 15a* = 0. 

Die biquadratische Gleichung enthält nur eine Wurzel, die der Bedingung 
O < X < a genügt. Es ist dies x = 0,80283 a. Ich bilde nun die 2. Ab- 
leitung von t nach x. Es ist unter der Voraussetzung, daß die 1. Ableitung 
gleich ist: 

^' +2x}/ä« + x« + a»-3a;*- **^^ 



d*t ___ -1/2 yg' + g* ya — x 

dx* ^ V g 2x> y{a — x){fl} + x^ 

y2" a'V^V^«+g'+(^ a;*— a»)V^^ ^)( ä«+x ^ — g(2a«+8x«) ya— X 
g' " " ' " 2x*(a - x)(ä« + X«) 

Man überzeugt sich unmittelbai', daß für x = 0,802^3a der 2. Differential- 
quotient > wird, daß also x = 0,80283 a ein Minimum gibt. Die zugehörige 

Zeit ist t^y^ ' 1,3320997 yä = 0,6015 y«, wobei g = 9,81 gewählt 

ist. Der Körper muß also von J. bis P um das Stück 0,19717a fallen, da- 
mit die Zicit für den gebrochenen Weg ÄPC ein Minimum wird. 

Würde der Körper längs der Diagonale ÄC abgleiten, so brauchte 
er hierzu die Zeit 

<'-/!. >/2ä, 

wie sich leicht ergibt. Die Zeiten verhalten sich denmach wie 1,3320997 
: 1,4142135 — 0,94193. 

Berlin, den 25. Juli 1905. Stud. math. Alfred Baruch. 
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Zu 62 (Bd. m, S. 170) (E. Lampe). — Untersuchung der Gestalt 

der Kurve y » V^\ Bestimmung der Zahlwerte der Koordinaten ihrer 
Wendepunkte auf 5 Stellen. 

Bei der Untersuchung der Gestalt der Kurve beschränke ich mich auf 
die reellen Werte der Veränderlichen. Setze ich für x jeden beliebigen 
positiven Wert, so ergibt sich fOr ^ > eine stetige Punktfolge im ersten 
Quadranten, und das ist die Kurve, deren Wendepunkte zu bestimmen sind. 

Daneben existieren reelle Werte von y < ausschließlich, wenn x ■= ö~""V7i » 

p und q ganzzahlig vorausgesetzt. Gehe ich zu negativen Werten yon x 
über, so zeigt sich, daB nur an gewissen Stellen reelle Werte von y vor- 
handen sind; es wird nämlich für 

An allen anderen Stellen wird y imaginär. Da also in dem 2., 3. und 
4. Quadranten y nicht für jeden Wert von x reell bleibt, entsprechen der 
vorgelegten Gleichung an den genannten Stellen keine kontinuierlicheo 
Kurvenzweige, sondern nur noch Punktmengen. 

Ich untersuche nun die Kurve an den Grenzstellen a? » und x >» 00. 
An der Stelle a; = + wird wegen 

lim Iny = lim = — 00 

die Funktion y gleich 0. An der Stelle a? = + 00 wird wegen 

1 
limlBy= lim ^^ lim | = 

die Funktion gleich 1, d. h. die Kurve hat die Gerade y =" 1 zur Asymptote. 
Ich will jetzt die Maxima und Minima der Kurve aufisuchen. Die 

notwendige Bedingung für das Auftreten derselben ist 3^ "= 0. Wegen 

T^ ==» y a: , — erhält man als Bedingungsgleichung 1 — In x = 0, 

woraus a; = c. 

Für a; = e wird die zweite Ableitung von y nach x 



^'y. - i/i:(^ - hix)«- x [l -f 2(1 -. Ina ;)] 



d' 

dx* ^ '" X* 



offenbar negativ, also hat die Kurve an dieser Stelle ein Maximum. Der 
zugehörige Funktionswert ist y = 1,444 668. Der erste Differentialquotient 
würde übrigens noch für a; = 00 verschwinden. 

Schließlich werde die Kurve auf Wendepunkte untersucht. Die not- 
wendige und hinreichende Bedingung für das Auftreten derselben ist 

d^y d*y 

-^i = 0, ^ i + Ö. Also erhalte ich die Bedingungsgleichung 

(1— In xf - xfl + 2(1 — In x)] = 0. 
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Die Oleichimg hat zwei positive Wurzeln, nämlich x » 0,581 932, 
x== 4,367 769. Die zugehörigen Funktionswerte sind ^=»0,394414 bezw. 
y- 1,401482. 

Dies sind die Zahlwerte der Koordinaten der beiden Wendepunkte der 

Kurve Yz. Die Figur der Kurve l&ßt sich hiemach leicht entwerfen. 
Berlin, den 13. August 1905. Stud. math. Alfbed Babuch. 



Zu 111. (Cwojdziifski.) — Zwischen den 16 Loten a^J^ welche 
von 4 Punkten P^ auf 4 Geraden Oj gefällt werden können, besteht die 
Relation 



«11 «12 «18 «14 

««1 «M «» «24 

'^l «8f «88 «84 

«41 «42 «48 ^44 



= 0. 







(Vergl. dieses Arch. (3) 6, 118—122.) 

Lassen wir P^ in den Schnittpunkt von G^ und G^^ femer P^ in 
^j^8) ^i in G^8Ö4, P4 in G^G^ fallen, dann sind die Lote a^i, a^j, a^j, 
^' ^as) «849 «44' «41 s^tlich Null. Mithin lautet die oben erwähnte De- 
tcnoinanie 

ajg «14 

«21 ö 0,4 

«81 «82 

«4ila48 
oder in au^elöster Form 

«18 • «24-«8r «42 — «14- «21 • «82 • «48 = ö. 

Der sich aus dieser Gleichung ergebende Satz dürfte lauten: 
Das Produkt van 4 Höhen eines Vierecks ist gleich dem Produkt der 
^ ^ibriffen (falls die von den Ecken auf die Seiten gefllllten Lote als Höhen 
beieichnet, und die Faktoren der Produkte zyklisch ausgewählt werden). 

Berlin. K Cwojdzinski. 



Zu 118 (Bd. Vm, S. 330) (Ad. Schmidt). — Der Mongesche Punkt 
Tetraeders AB CD heiBe P, das Zentrum der umbeschriebenen Kugel M^ 
dasjenige der einbeschri'ebenen 0. Die Fußpunkte der von auf die Seiten- 
flächen gefällten Senkrechten seien O^O^O^O^. 

Es werde femer BC -=- a, AD^d, MA = MB -= MC -=^ MD -= r, 
^^ = fj, PB = r,, PC => fj, PD = r4 gesetzt. Die unmittelbar ersicht- 
liche Tatsache, daß P von der Mitte irgend einer Kante gerade soweit ent- 
fernt ist wie M von der Mitte der Gegenkante, drückt sich dann für das 
Kantenpaar aa durch jede der beiden Gleichungen 



i + 'l-T-^'-'-V' '\ + < 



= 2r 

2 2 
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aus, denen zufolge in jedem Tetraeder die Beziehung 

(1) rH- ,j - a« - rj + rj - a'» 

besteht. 

Wird andererseits 

gesetzt, so gelten die Beziehungen 

Vl + V, + Vj«=2«, Vi + M» + i^5'^2«, ^ + V, +fl, — 2ä, ftl+'f4,+ V5-=2«, 

aus denen, und zwar ebenfalls für jedes Tetraeder, 

(3^) • fh "= n> M» = Vf > f*« = vj 

folgt. 

Sind nun und P identisch,' so ist mit g als dem Radius der ein- 
beschriebenen Kugel rj = jpj + p*, und damit geht (l) in 

(3) Pl+Pl-a'=p\+pl-a'\ . 

d. h. in 

2i)j jp, cos Vi -= 2i?ii}4 cos ^ 

über, wofür mit Rücksicht auf (2) einfach p^p^^^ PiPi zu setzeni; ist. 
Ebenso ist natürlich auch p^p^ =^2^4» PiPi ^ PzPa- 
Aus diesen Gleichungen folgt 

und damit nach (3) für jedes beliebige Gfegenkantenpaar a » a, womit die 
Behauptung bewiesen ist. 

Anmerkung: Der Monge sehe Punkt liegt entweder im Innern des 
Tetraeders oder in einem der unendlichen Räume, die seine Erweiterung 
über die Ecken hinaus bilden. Er kann daher niemals mit dem Zentrum 
einer der Kugeln, die das Tetraeder von außen berühren, zusammenfallen. 
Die Berücksichtigung dieses ümstandes trägt aus leicht ersichtlichen Gründen 
sehr wesentlich zur Vereinfachung des Beweises bei. Sie kommt darin zum 
Ausdruck, daß nicht einfach durch die Gleichheit seiner Abstände von 
den Seitenflächen, sondern mit Hilfe der Relationen (2) definiert wird, die 
nur für die innere Kugel gültig sind, während für die äußeren 

jüi + Vi — «, ft, + Vg « jr, fi, + V5 — « 
gut 

Potsdam. Ad. Sohmii>t. 



2. Anfragen nnd Antworten. 

27, Jede ungerade Primzahl läßt sich bekanntlich f^of die Form 
|> — 2* • (2n + 1) — 1 bringen. 

Nun findet sich in H. Schefflers „Die polydimensionalen Größen und 
die vollkommenen Primzahlen^ (Braunschweig 1880) auf S. 91 der Satz, 
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daß sidi p als Summe von ^ -f 1 "^on Null verschiedenen Quadraten dar- 
stellen lißt, z. B. 79 - 2* 5 - 1 - 8* + 3« + 2* + 1« + iK 

Der Bevreis wird a. a. 0. ,,dem Leser überlassen". 

Ist ein Beweis dieses Satzes bekannt? 

Aussig, Böhmen. A. Krug. 

28« Es scheinen Untersuchungei^ über Potentialfelder ^ deren Niveau- 
flächen Minimalflächen sind, nicht publiziert worden zu sein. Das Potential 

^ = z — a arctg - genügt dieser Forderung. Es wäre interessant, fest- 
zustellen, ob es außer diesem Feld noch andere von derselben Eigenschaft 
gibt. Jedes solche Feld, als Geschwindigkeitspotential einer inkompressiblen 
Mössigkeit gedeutet, liefert — wie man leicht berechnet — eine Potential- 
strömimg, bei der das Geschwindigkeitsquadrat entlang jeder einzelnen Strom- 
linie konstant ist. ^) Jede der oc^ Zusammenfassungen von Stromlinien mit 
nntereinander gleichem Wert des Geschwindigkeitsquadrates liefert eine aus 
Stromlinien gebildete Flftche konstanten Druckes, d. b. eine Lösung des 
BtraMproUems im Baum, wofür bisher noch kein nichttrivialer Fall bekannt 
ist. ^Das oben angegebene Feld liefert den trivialen Fall eines zjlin- 
<}i^chen Strahles mit Zirkulation um die ;g:-Achse.) Für die gesuchten Felder 
gilt übrigens: 

1. Die Stromlinien sind geodätische Linien der Flächen konstanten 
^rvickes. (Diese Aussage ist allgemein für die freie Oberfläche jeder statio- 
nät-en^ krftftefreien Potentialströmimg richtig.) 

2. Jede Stromröhre schneidet aus konsekutiven Potentialflächen flächen- 
gleiche Stücke heraus. 

Wien, 17. X. 05. P. Ehrenfest. 



3. Kleinere Notizen. 

Ein Bener Lehrsati der Geometrie« 

Lehrsatz. Zeichnet man acht Kreise, so daß jeder von ihnen einen 
oetxnten Kreis und zwei ihn durchschneidende Sekanten berilhrt, und kon- 
spiriert man ein Dreieck durch Verbindung dreier beliebigen Schnittpunkte 
^^^ zwei Sekanten und des neunten Kreises, so schneiden sich die Berührungs- 
söHiien und die Zentrale je zweier in Paaren passenden Kreise von den acht 
Kreisen in dem Punkt, der von den drei Seiten des Dreiecks gleiche Ab- 
ät&nde hat 

Vorausseteimg (Fig. 1. u. 2). Es seien ABC der Kreis, a, a\ 6, b\ c, 
^id, (T^ die acht Kreise, AD und BC zwei Sekanten. 

Behauptungen: 1) Die Zentrale zweier Kreise a, a und ihre zwei Be- 
^^ungssehnen gehen durch den IhkreismUtelpunkt des Dreiecks ABC. 

2) Die Zentrale zweier Kreise b, h' und ihre zwei Beriihrungsschnen 
9^^ durch den MitteHpunkt des zum DreieckwinJcel A gehörigen Afikrdses. 

3) Die Zentrale zweier Kreise c, c und ihre zwei Berührungssehneti 
^«1 durch den Mittelpunkt des zum Dreieckwinkel B gehörigen Afikreises* 

1) Vgl. einen Satz von Molenbroek. Ann. d. Phys. Bd. 42. 1893. 
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4) Die Zentrale zweier Kreise d, et und ihre swei Berührungssehnen 
gelten durcJi den Mittelpunkt des zum Dreieckwinkel C gehörigen Ankreises. 

Beweis: Es seien K, E und F die drei Berührungspunkte eines belie- 
bigen Kreises von den acht Kreisen, die den Kreis ABC und die beiden 
Sekanten BC, AD berühren, so hat man, wie bekannt, folgende zwei 
Eigenschaften: 1) Die Gerade KE geht durch die Mitte M des Bogens JBC, 




Fig. 1. 

ebenso geht die Gerade KF durch die Mitte N des Bogens AD. 2) Die 
beiden Geraden EF und MN sind einander parallel. 

Aus der letzten Eigenschaft geht hervor, daß <^ EFK = <)C MNKf 
und da die vier Punkte Jf, N, A und K auf dem Kreise ABC liegen, ro ist 
-^MNK =^ -^ MAK (Fig. 3 u. 4), oder gleich seinem Supplementwinkel 
(Fig. 5), also ^EFK—^MAK oder gleich seinem Supplementwinkel. 

Daher liegen die vier Punkte A^ K^ F und / (als Schnittpunkt der beidcm 
Geraden EF und AM) auf einem Kreise, folglich: <i AIK ^ -^ AFK 
(Fig. 3 u. 5) oder gleich seinem Supplementwinkel (Fig. 4j. 
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Da nun die Gerade AF den Kreis F.FK berührt, so ist ^ AFK 
oder sein Supplementwinkel = <^ FEKj also ^ AJK = <^ FEK, daher 




sind A MKI und A MIE winkelgleich, und hieraus läßt sich schließen, 
daß ein durch die drei Punkte 7, E und K gehender Kreis die Gerade MI 
berührt, somit 

m/ = MK. ME, 
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Andrerseits folgt am JlfB — JfC, daß <^ iKirÄ = -^afB£(in der Figur 
haben wir die Grade BK ausgelaBBen). Daher berührt ein darch die drei 
Punkte B, E und K gehender Kreis die Gerade MB, algo 

MK ■ ME — MB*. 
Demnach erj^bt sich 
MI^^MB* oder MI— MB. 
Hieraas l&flt sich zeigen, 
dafi / von den drei Seiten des 
Dreiecks ABC gleiche Ab- 
stände hat. 

Femer SMen der Mittel- 
punkt des Kreises EFK, X 
der Schnittpunkt von BC und 
AD, P der Schnittpunkt tob 
EF und OL, Q der ander« 
Sebnittpunkt von 0/nnd dem 
Kreis BIO. 

Zieht man eine Gerade 

durch Q und L (Fig. 6), so ist 

das Quadrat über der Tangente, 

welche vou dem Mittelpunkt 

des Kreises BIG au den Kreis EFK gelegt ist, gleich dem Rechteck MKME, 

oder gleich dem Quadrat über dem Halbmesser des Kreises BIG. Hieraus Iftßt 

sich zeigen, daß die zwei Kreise EfüTund BIC einander senkrecht schneiden, 

mithin ist der Halbmesser OE des 

2^^^ ~~~~-~i^ Kreises EFK gleich der von 

dem Punkt eu dem Kreis 

BIC gezogenen Tangente, und 

0^ = 0Q- Ol. 

Und da im rechtwinkligen 
Dreieck OLE ist 





OE = 



OL ■ OP, 



80 folgt 

OQOI-^OLOP, 

daher liegen die vier Punkte /, 
rig. (. P, X und Q auf einem Ktws«. 

Wenn man bemerkt, dafi der 
Winkel IPL ein Kechtcr ist, und die Winkel IQL und IPL einander 
gleich sind, oder jeder von beiden das Supplement des andern ist, so hat man 

< IQL - Ä. 

Daher geht die Gerade QL durch einen Punkt 1', der von den drei Seötea 
d«s Dreiecks ABC gleiche Abstünde hat. {!' ist nichts anders als der andere 
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Eüdpankt des durch / gehenden Durchmeasers des Kreises BIC). Also 
Khoeidet die Gerade Ol die bestimmte Gerade rL in dem bestimmten 
Punkt Q denelben Geraden 
seitaecht. Ebenso liegen 
it! Hittelpniikt eines 
uidon Kreises, dessen Be- 
rflhnuigssehne durch den 
Punkt J geht, and der 
Punkt I in der Geraden, 
«elcbe die bestünmte 
Gerade I'L in dem be- 
stimmten Piuikt Q der- 
selben Geraden sankrecht 
schnüdet Daher liegen 
die Hittelponkte der zwei 
Kreise, deren Berühmngs- 
wfaneD durch / gehen, 
nnd der Punkt J in einer Kg. s. 

und derselben Geraden. 

Zvsätte. 1) Der Schnittpunkt (aber nicht I) des Kreises BIC und 
d«r Geraden EF in den Figuren iet einer von den Punkten, die von den 
im Suten des Dreiecks DBC gleiche Abstände haben. Der eine von den 
Duden Schnittpankten zwischen der Geraden EF und dem Kreise, der um 
S mit NA als Halbmesser be- 
Khrieben ist, hat von den drei ^_ 

Stdlen dee Dreiecks BAD gleiche 
Abstände, ebenso verhalt sich der 
udete Schnittpunkt zu den drei 
Seiten des Dreiecks CAT>. 

3) In den Figuren 1 und 2 
bilden die acht Berührungspunkte, 
»> deoen die acht Kreise eine der 
beiden Sekanten berBhren, eine 
hiTolilUon; der Zentralpuukt der 
hivQlntion ist der Schnittpunkt L 
^' beiden Sekanten, and die 
Poleni der Involution ist gleich 
der Potenz des Punktes L in be- 
"ig >uf den Kreis ABC. 

BtKeis: Nimmt man den 
'^boittponktX der beiden Sekanten 
■^■0 Und BC als das Zentrum der 
"^MlioQ und die Potenz des Punk- 
^ i. in bezug auf den Kreis ABC 
•w die Potenz der Inversion, dann 
""gen in den Figuren 3, 4 und 5, E, F und K, sowie E', F' und IC einander 
üien entsprechen. Da die zwei Sekanten BC, AD und der Kreis ABC 
*■*!' selbst invers entsprechen, so berührt der inverse Kreis E'F'K' des 
•^"«e» EFK die Sekanten BC und AB, sowie den Kreis ABC. 
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3) Wenn AD und BC auf einander senkrecht stehen, so liegen die 
Mittelpunkte der vier Kreise o, &, a und h' auf einem Kreise, und ebenso 
liegen die Mittelpunkte von a,bj c und d, die von a, h', c und cT, sowie 
auch die von c, d, c und d' auf einem Kreis. 

Tokio, 27. Mai 1905. Y. Sawatama. 

4. Spreohsaal ffir die Enoyklopädie der inatlieinatisolien WissenschaftoiL 

[Einsendungen für den Sprechsaal erbittet Franz Meyer, Königsberg L Pr., 

Mitteltragheim 61.] 

(Vacat.) 
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über Absorption nnd Dispersion elektrischer Wellen. 

Von Clemens Schaefer in Breslan. 



Den Gipfelpunkt der alten Elektrodynamik bildet daa Webersche 
Gesetz, T^elches die Krilfte zwischen zwei ElektrizitätBmengea regelt. Nach 
demselbexi ist die ponderomotorlBche Kraft zwischen den elektrischen 
ten nicht nur — wie es das Coulombsche Gesetz fordert — yon 
ir ^Ejntfemiing, sondern auch von ihrer relatiren Qescliwindigkeit nnd 
tlileuiii^^ng abhängig. 

Die Frage, ob das Webersche Gesetz richtig oder nicht richtig ist, 

es, Mvie Helmholtz glaubte, dem Energieprinzip widerspricht, oder 

dies, wie Webers An.bänger behaupteten, nicht der Fall sei, kann 

unerörtert bleiben, da unsere modernen Anschauungen den Glauben 

die primäre Existenz eines Grundgesetzes von der Art des Weberachen 

Wanken gebracht haben. 

Von Interesse für uns ist aber die dem Weberschen Gesetze zugrunde 

legende Anschauungsweise. Weber dachte sich po!^itive. und negative 

,eine Eiektrizitätamengen in entgegengesetzter Richtung in den me- 

.isohen Leitungen fließend und die von ihnen ausgehenden Kräfte über- 

M setllus den Raum. Webers Tlieorie ist also eine Feniicirkungs- 

und gleichzeitig eine atomistische Theorie der Elektrizität. Als 

Charakteristikum kann zu diesen noch hinzugefügt werden, daß 

AntiffaM/spttnkt der alten Elektrodynamik hypothettscfie Elektrizitäts- 

bilden, während die Kräfte, die doch in Wirklickkeit beobachtet 

als ahijeleiMe Begrifle auftreten, 

n schroffstem Gegensatz hierzu steht die Furaday-Mo-jr-weUsche An- 

lUnng. Schon der Ausgangspunkt ist genau der umgekehrte; Faraday 

itlBClltet als Primäres die elektrischen und magnetiaehen Kräfte, ohne 

irgendwelche Gedanken über die Existenz oder Nichtexiatenz von 

[itätsmengen zu machen, welche nach der alten Auffassung (Ue 

bedingen sollten, auf deren Existenz aber durch kein anderes 

ittel geschlossen werden konnte als eben durch das Auftreten dieser 

•^rkittufen- Faraday betrachtet die real vorhandenen, in den Kraft- 

ion gewissermaßen mit den Händen zu greifenden Kräfte ijanz itn- 

AKliO Ami MaibonnHk nnd Ph^tlk. Ol. Bdhe K. 8 
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abhängig von irgendwelcher Vorstelliiug über die hypothetiaclie Ursache 
derselben. Dementsprechend ist der so anschauliche Begriff der Elek- 
trizitäts menge aus der alten Theorie in der Maxwellschen farblos, so 
etwa, wie der Begriff der Kraft in der Kirehhoffacheu Mechanik, 

Dor Gegensatz vertieft sich, wenn man auf die Wirkungsweise der 
Kräfte eingeht. Die Faraday-Maiwellache Theorie steht auf dem 
Standpunkte, daß eine „Actio in distans" ein Widerspruch, etwas Unmög- 
liches und Undenkbares sei; die „Feld Wirkungen" dieser Theorie sind 
NaJiCtrirkunffeti, sind Kräfte, die nur am Orte der Kraft selbst wirken, 
nicht in noch so kleinen Entfernungen. Molekularkräfte z. B., die ja 
nur in kleine Entfernungen wirken, sind keine NahekrSfte im Sinne 
Faradaya und Maxwella. 

Daraus ergibt sich sofort ein weiterer Unterachied zwiachen der 
neuen und alten Anschauung. Da Nahekräfte nicht in Entfernungen 
wirken, so darf das Medium, in dem sie auftreten, der alles durchdringende 
Äther, keine atomistisdic Struktur besitzen, aondern muß als Kotilinuum 
aufgefaßt werden. 

Ein weiterer Unterschied endlich zwischen beiden Auffassungen 
ergibt sich durch folgende Betrachtung: 

Ea wirken z. B. zwischen den Polen zweier Magnete Kräfte; ent- 
fernt man den einen von ihnen, so verschwindet nach der alten Aa- 
Bcbaunng auch sofort das magnetische Feld des andern, während nach 
der Maxwellschen Theorie das Feld ruhig weiter besteht, unabhängig 
davon, ob andere Köifcr vorhanden sind oder nicht. 

Die Entdeckung der elektriachen Wellen durch Hertz, der Nach- 
weis ihrer Polarisierbark ei t und Brecbbarkeit, die Messungen Boltz- 
manna über Dielektrizitätskonstanten an Gasen, die Maswells Gesetz 
beatätigten, und zahlreiche andere, aich daran anschließende Unter- 
suchungen verhalfen der Maiwellscben Theorie zum Siege. 

In vielen anderen Fällen jedoch versagte die Theorie augenfällig; 
den feineren optiechen Verhältnissen stand aie machtlos gegenüber. 
So z. B. ist es auf den eraten Blick klar, daß das obenerwähnte Ge- 
setz, das Quadrat des Brechungsindex solle der Dielektrizitätskonstante 
gleich sein, jedenfalls nicht ohne weiteres für die optiachen Verhält- 
nisse gilt. Denn im sichtbaren und in einem großen Teile des nn- 
sichtbaren Spektrums ist der Brechungsexponent eine Funktion der 
Wellenlänge, also rariiihel, während die Dielektrizitätskonstante, wie 
schon der Name besagt, eine wirkliche Körperkonstante ist. Wenn 
man genauer auf die Verbältnisse eingeht und die Grundlagen der 
Maxwellschen Theorie prüft, so ist es ohne weiteres klar, daß diese Dia- 
krftpanz von vornherein zu erwarten war. Denn die Maxwellsche Theorie 




über Absorption und Dispersion elektrischer Wellen. 



116 



charakterisiert jeden Körper durch drei Konstanten^ die Leitfähigkeit (X), 
die Dielektrizitätskonstante (je) und die Permeabilität (ji), yon denen 
noch die erste bei Beschränkung auf Isolatoren in Fort&ll kommt. In 
dieser Einfachheit liegt die Stärke der Theorie — und ihre Schwäche, 
Man braucht nur an ein Linienspektrum, z. B. an das Tausende Ton 
Linien zählende Eisenspektrum zu denken , um den Gedanken sofort 
abzuweisen, als könnte man dieser Mannigfaltigkeit durch 2 Konstanten 
Herr werden. 

Dieser Mangel haftet übrigens nicht nur der elektromagnetischen 
Theorie allein an, sondern in gleichem Maße der elastischen Lichttheorie. 
Auch diese charakterisiert alle durchlässigen Medien durch 2 Konstanten, 
die freilich hier der Natur der Sache nach als Elastmtätskonstanten 
auftreten. Beide Theorien führen ja im Grunde genommen zu den- 
selben Formeln, die sie nur verschieden interpretieren. 

Ein Blick auf die Max well sehen Gleichungen bestätigt die Richtig- 
keit des Gesagten. 

Bedeuten 

X, Y, Z die Komponenten der elektrischen, 

i, itf, N die „ der magnetischen Kraft, 

c die Lichtgeschwindigkeit, 

so lauten die beiden Gleichungstripel : 

g dX ^cN dM 
c dt dy dz ^ 

ldY^dL_ dN 
c dt dz dx ' 

dZ dM dL 

dt 



(I) 



b) 



m 



dx dy 






fL dL 

~c~dt 

jLdM 
c dt 

l^dN 



c dt 



dY 

dz 

dZ 

dx 

dX 



dy' 

dx 

cz ' 



dY 
dx 



Dazu treten noch die „solenoidalen^^ Bedingungen, wenn wir 
wahren Magnetismus und wahre Ladung im Innern des Dielektrikums 
ausBchlieBen: 

(HI) 



dX 
dx ■*" 



1^) 11 + 



dj ,dZ __^ 
dy ^ dz '' ^' 

dy '^ dz " ^' 



Durch Differentiation Ton z. B. (la) nach t und Kombination mit 
(Hb) und (Hc) folgt: 

B a»X d dN d dM d VC /dX dY\i d rc/< 

L/t\ 



oder 



dJ^__d_d_M ^ d_rc_ /dX ___ dYy[ _ d_ [c^/dZ _ dX\i 
dy dt dz dt dylii\dy dx)] dzlyXdx dz)] 



gfta«x_a'x d^x d^x d /dx dY dz\ 

c* dt^ "" dx^ "^ dy* "^ a~ir» dx\dx'^ dy^ dz) ' 



dy 



8* 



116 Clkmbms Schabfer: 

also, da das letzte Glied nach (III a) yerschwindet: 

Entsprechenden Gleichungen folgen Y, Z, L, Mj N. 

Der Einfachheit halber nehmen wir jetzt ebene Wellen paraUel 

zur Y-Achse an: dann ist -0— • *= • = 0; also: 

' dx* dz* ' 

siid*X ^d*X 
c* 'dt* ~ dy* ' 

Ein partikuläres Integral kann in der komplexen Form: 

x=«="'(^-:), 

wo l die Wellenlänge bedeutet, angesetzt werden. Dann folgt daraus 

die Bedingung: 

Sil 1 1 j ffi T* 

? r» = Z« oder ,, = 2, • 

Da nun aber, wenn v die Geschwindigkeit des Lichtes in dem 

Medium von der Dielektrizitätskonstante s und der Permeabilität fi 

bedeutet, die Beziehung besteht: 

l 



so folgt: 



v^ ^, 



c* 2 

f f^ = J2 = v% 



wo V den absoluten Brechungsindex bedeutet. 

Nun ist für so schnelle Schwingungen, wie die Lichtschwingungen 
und selbst Hertzsche Schwingungen es sind, die Permeabilität (i für 
alle Substanzen merklich gleich und zwar von 1 kaum verschieden; 
z. B. für Eisenchloridlösungen, die die größte Abweichung zeigen, ist 
ft = 1,0006. Also folgt: 



£ = l'^ 



d. h. die Dickltrizitütskanstante i^t glekh dem Quadrate des BrediungS" 
expotienten. Dies ist die sogenannte „relation of Maxwell", die fOr 
Gase, wie oben erwähnt, von Boltzmann bestätigt werden konnte. 
Aus dieser Gleichung geht hervor, daß die elektromagnetische Licht- 
theorie in der ursprünglichen Form keine Dispersion und, wie gleich 
hinzugefügt werden mag, keine Absorption kennt. Letzteres folgt aus 
dem Umstände, daß die in das Medium von der Permeabilität ft und 
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d^r DielektrizitiitekoQBtante s ans dem Äther eJBfallendeii Wellen keinea 

Dämpfungsfaktor haben.') 

Wi(? war diesem Mangel der im übrigen so glänzend bestätigten 

und irnchtbaren Theorie abzuhelfen? 

Einen Fingerieig gibt uns hier die Behandlung des nämlichen 
Problems in der alten elastischen Lichttheorie, die in ihrer reinen 
Foim ja ebenfalls weder Dispersion noch Absorption liefert. In dieser 
Thenrie faßt man nach dem Vorgänge von Seilmeier und Helm- 
holtz die Diapersiona- und Absorptionserscheinungen als Resonanz- 
phinomune auf: In die abaorbierenden Medien sind Körperchen — 
Atome oder Subatome — eingelagert, die eine Gleichgewichtslt^e 
Laben. Durch einen einmaligen äußeren Stoß aus derselben entfernt, 
werden sie durch Kräfte elastischer Natur wieder in dieselbe zurüok- 
ywjigen und führen gedämpfte Schwingungen in ihrer Eigenperiode 
um dieselbe aus. Ist die Störung periodischer Natur ^ das ist ja bei 
den Lichtwellen der Fall — so führen diese Teilchen ungedämpfte 
Schwingungen von einer andern Periode als bisher aus, und zwar ist 
du* jetiige Schwingnngszahl gleich derjenigen der äußeren Störung, 
*i»« der des auffallenden Lichtes, Die Lichtsehwingungen beeinflussen 
>1bo die Schwingungen der kleinen Teilchen in doppelter Weise: Ein- 
mal wird die Dämpfung derselben aul'gehoben, und zweitens wird ihre 
nHprangliche Periode in Übereinstimmung gebracht mit der des ein- 
IsUenden Lichtes selbst. 

Die Amplitude dieser eria-uiviemn Schwingungen ist im allgemeinen 
'*i geringem Dämpfungsglied klein; nur in dem Falle, daß zufällig 
die Eigenperiode der schwingenden Teüchen der Periode der Störungs- 
"*ft, idso des auffallenden Lichtes, nahe kommt, wird sie relativ groß. 
"*« durch die erzwungene Schwingung repräsentierte Energiequantum 
*ird also in diesem Falle von der Urößenordnung der Energie des 
^fallenden Lichtes. Die Energie der erzwungenen Schwingung wird 
"wr ({eliefert von den Lichtwellen aut Kosten ihrer eigenen Energie, 
^^ also vermindert wird: Das ist die Erklärung der selektiven Äb- 
»rplion. 

Nicht so durchsichtig ist der Grund, weshalb gleichzeitig damit 
Weh Dispersion auftritt; in bezug auf diesen Punkt sei auf die später 
inten zu entwickebde Theo 



1) Für Leiter liefert freilich die elektromagnetiBche Theorie DisperHioa und 
ioBotptioii, die von der in die Gleichungen eingehenden Leitfähigkeit J, herriihren; 
"'*'' die Formeln stimmen im sichtbaren Gebiet mit der Erfahrung nicht ülierein; 
"" die Verhältnisse im Gebiete des ultraroten Spektrume liegen, wird nachher 
•" 'rtrtem gein. 



IIS Ci.EU£Ne Schaeprr: 

Wie iat etwas Analoges iu der elektromagnetischen Tlieorie zu 
erreichen? 

Offenbar durch die Annahme, daß in das Dielektrikum Teilchen 
eingebettet sind, die statt Elastischer Sdiicingungen elektromagnetischer 
Oszillationen fähig sind. Wie man sich das im einzelnen Toratellen will, 
ist für die Sache gleichgültig. Man kann z. B. auf die Erfahrungen der 
Elektrolyse zurückgreifen, nat^h denen ein neutrales Molekül aus einem po- 
sitiven und einem negativ geladenen Atom besteht, also einen elektrischen 
Dipiii bildet, und man kann annehmen, daß das dielektrische Moment 
dieses Dipols, d. b. der Abstand der beiden Ladungen, durch die ein- 
fallenden elektromagnetischen Schwingungen periodisch verändert wird. 
Oder mau kann sich auf die dieser verwandten Anschauung stützen, 
die durch das Zeemanache Phänomen nahegelegt wird. Danach zer- 
fällt das Atom in zwei ungleiche Teile: einen großen positiv ge- 
ladenen und einen etwa zweitanseniJmal kleineren negativ geladenen, 
oder, wie wir uns jetzt ausdrücben, in ein positives Atotnio» und ein 
negatives Ekktron, welch letzteres Schwingungen — im allgemeinen 
elliptische — um das erstere voUfUhrt, ein Planetensystem im Ideinea 
darstellend. 

Jedenfalls erhellt aus diesen Darlegungen, daß die Annahme elek- 
trischer Eigenschwingungen in den Dielektricis nichta unannehmbares 
besitzt, vielmehr mit anderen Erfahrungen gut zusammenpaßt. 

Nach der orthodoxen Maxwellschen Theorie sind alle Dielektrika 
einander gleichwertig, der Lichtäther eingeschlossen; auch dieser ist 
durch zwei Konstanten, nämlich f = fi = l charakterisiert. Durch 
unsere obige Annahme statuieren wir aber einen Unterschied zwischen 
diesem und den übrigen dielektrischen Medien. 

Im Äther gibt es weder Dispersion noch Absorption, weder 
Moleküle noch Atome; er ist wirklich ein Kontinuum, für ihn gilt die 
einfache Maxwellsche Theorie unverändert weiter; er ist das cinsige 
Dielektrikum im Sinne derselben. Alle anderen Dielektrika bestehen 
aus einem homogenen Medium, in das aber eine große Anzahl dieser 
oben charakterisierten schwingungsfähigen Gebilde eingelagert ist. FSr 
§ie ist der Begriff der Dielektrizitätskonstanten streng genommen nicht 
mehr definiert; denn wenn man den Maßstab genügend klein nimmt, 
so ist das Dielektrikum ja in seinen Eigenschaften variabel, es verhält 
sich in den Zwischenräumen zwischen den eingelagerten Gebilden 
anders, wie in denselben; der Begriff der Dielektrizitätskonstanten ist 
nur noch im Sinne eines Mittchecrtes gerechtfertigt, d. h. nur dwia, 
wenn der Maßstab genügend groß genommen wird. 

Geschieht dies aber, betrachtet man das Dielektrikum 
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skopisch^^, gehen im Dielektrikum periodische Prozesse vor sich, deren 
Wellenlange groß ist gegen die Mikrostruktur desselben, so wird es 
sich für diese Vorgänge verhalten wie ein Maxwellsclier Isolator] für 
diese Prozesse wird also die reine Max well sehe Theorie noch immer 
maBgebend und ausreichend sein, die für Vorgänge von der Größen- 
ordnung der Lichtwellen bereits versagt. 

Die Grenze zwischen beiden Gebieten ist nicht scharf und wird 
Ton Material zu Material wechseln; sie ist in jedem Fall durch den 
Versuch festzustellen. Für die Metalle, für die ähnliche Betrachtungen 
gelten, folgt z. B. aus den Beobachtungen von Hagen und Rubens, 
daß bis zu Wellen von ca. 10/1000 mm Länge die einfeche Max- 
welhche Theorie ausreichend ist. Vergl. dazu die Anmerkung auf 
Seite 117.^) 

Wir wollen nun annehmen, in ein Dielektrikum sei ein schwingungs- 
fahigee Gebilde von der Ladung (e) und der Masse (m) eingelagert, das 
der Gleichung gehorcht: 

Diese Gleichung stellt die Eigenschwingung dar, deren Frequenz wir 
^0-7^ nennen wollen. Wenn wir (>, wie immer im folgenden, klein 
annehmen, so ist bekanntlich 

Falls nun die äußere Kraft X wirkt, so ist die Gleichung ab- 
2^dem in 

ij 

^0 der nach der Zeit periodische Teil von X von der Form e^ ist. 
Nach der Theorie der erzwungenen Schwingungen läßt sich dann | 
''^stellen in der Form: 

g = Be (^ - V = Be'^^' - v\ 

^0 9) eine PhasendifiPerenz und N die Frequenz der Störungskraft be- 
döntet. Die Amplitude B erreicht nur dann beträchtliche Werte, wenn 
"^0 in der Nachbarschaft von j^ liegt. 

Die Gleichung (3) ist nun zu kombinieren mit den Maxwellschen 
'onneln; dies kann in folgender Weise geschehen: 

1) Vergl. aach den Aufsatz von W. Westphal, diese Zeitsch. 9, 86; 1906. 
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Die linke Seite der Gleichung (la) enthält das Glied - ~ , das 
von Maxwell als „Versrliicbungsstrom" (multipliziert mit 4;r) bezeichnet 
wird; im homogenen Dielektrikum ruft er allein das Magnetfeld (LMN) 
hervor; im Lriter tritt auf der linken Seite noch additiv der Leitungs- 
strom (multipliziert mit 4jr) hinzu. In müderem {d. h. mit einem 
echwingungarahigen Gebilde ausgestatteten) Dielektrikum geht — 
analog den Leitungs strömen ^ noch ein KotiveLHonsstrom vor sich, 
der von der Bewegung des schwingenden Teilchens herrührt. Seine 
Größe ist gleich dem Produkt aus der Ladung und der Geschwindigkeit, 



also gleich 

(I») 



,*« 



; also ist in Gleichung (la) zn sclireibeQ: 



si ' 



dy 



dz' 



Dabei bedeutet c^ nicht die durch siatiseJte \Vermu-hi: gefiwdene 
Dielektrizitätskonstante, sondern diejenige, welche das Dieklctrihim habe» 
würde, wenn ea im MuxwelJschen Sinne Jiomogen wäre. 

Infolge der Periodizität von | und X bestehen die Beziehungen: 



di 



„( r*' et' T dt r^' 

ebenso für X 

Dies in Gleichung (3) eingesetzt liefert: 



oder 



ciXT ^^^ i ] i dt 



JJi. 



Eingesetzt in Gleichung (la) ei^bt: 
l dx\ , *"'' 

Setset man 4xe* - = t', - =- 

1 SXf , b' 




Infolge der Kombination ist an Stelle von i„ die Große ((7*^^ 
d. h. eine von der Schwingungsdauer oder (kr WeUcnUinge ahhängit^^ 
DieUkirizitätshonstante, getreten. Damit ist bereits ausgesprochen, do-*^ 
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in diesen Gleichungen Dispersion enthalten ist. Ebenso erhält man 
statt der bisherigen Gleichung -^ ^^ = y-j jetzt die folgende: 

c« dt* ^ dy* ' 

Setzen wir X = e^^ ''f, so folgt durch Einsetzen: -^-yj = — t, 

woraus 

(4) *(T) = ^' = v», 

WO V* als komplexe Größe auftritt. Was ist nun die Bedeutung des 
komplexen i/*? Das reelle v bedeutet, wie wir vorher sahen, den 
Brechungsindex. Um diese Frage zu entscheiden, setzen wir i/ = w — iÄ; 
dann erhält man: 

X^ß\T al^'\T CT] ^pT\ c ) 



oder 



oder 



X 



^p\T Tel cT^p CT pT\ cf 



X 



^p l pT\ o) 



Nun ist aber in dem zweiten Faktor rechter Hand der Koeffizient von 
y der reziproke Wert der Lichtgeschwindigkeit v in dem betreflfenden 

Medium; also - = — oder n = - : d. h. n bedeutet den Brechuncs- 

Exponenten und k den Absorptionskoeffizienten. 
Durch Zerfallen von (4) ergibt sich: 

b 



^ ~ ** — ^0 + T h^ a* 7 

Y* 






2nk* ^ 



V TV +"T* 



Nach unserer Voraussetzung muß infolge der Kleinheit von q auch 
f klein gegen 1 sein; infolgedessen ist auch k als klein anzunehmen. 

^ann gewinnt 6 folgende Bedeutung: 

Die freie Schwingung genügt bei Kleinheit von q der DiflFerential- 
Rleichung 
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WO 5 = ^*^' gesetzt werden kann^ wenn v der Gleichung genügt: 

1 
b 



mv^ + p =' 0'^ oder i/* + ^ = 0; also ist mit Rücksicht auf (2) 6 = TJ: 



daher 

£ a 



■(-P) 



n> — Ä^ = £o+ / T./.^i> 2nA^ 



\ TV ^ r« \ T*/ ^ T' 



Da j, sehr klein ist, so verschwindet Je, wofern nicht T = T^y in 
welchem Falle der Ausdruck unendlich würde, also folgt: 



M^ = fo + 7^ • 

1— * 

Es ist aber festzuhalten, daß diese Annäherung nur zu brauchen 
ist, wenn T+^o5 ^^^^^^^ dieser Voraussetzung ist die Absorption ver- 
schwindend klein. 

Untersuchen wir den Verlauf von n^ unter Ausschluß des Ge- 
bietes T = Tq. Es lassen sich zwei Fälle unterscheiden. 

T* 
1) Tq < T] dann kann man setzen »4 = 1 — <J < 1 ; also 

9 • ^ 






2) Tq > T; dann kann gesetzt werden JJ = 1 + ^ > l;,al80 



2_ «'. 

^2 ~ ^0 ^5 



also n\ > n|; aber in beiden Fällen nimmt n mit wachsendem T ode 
wachsender Wellenlänge ab. {Normale Dispersion) 

Zu untersuchen bleibt noch der vorhin ausgeschlossene E 

T = Tq] hier ist es nicht mehr gestattet, die Größen », und ^ zu v 

nachlässigen, da sonst für T=Tq, wie schon oben hervorgehobe 
l' unendlich groß würde. 

Für diesen Fall gehen die Formeln über in: 

n« - k^ = Sq, 2nk = -^- , 



also: 






woraus 



. -•)/- •• +!/•; +'^^ 
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oder für Meines a: 



-*-V^^ 



d. h. beträchtliche Absorption und mit der Wellenlänge wachsender 
Brechungsindex, 

Man erhält also folgende Kurve für (n) und (k): 




>T 



Fig. 1. 



Das Gebiet des Absorptionsstreifens, in dem der Brechungsexponent 
mit der Wellenlänge wächst, heißt das Gebiet der anomalen Diversion; 
die außerhalb liegenden Gebiete links und rechts vom Absorptions- 
fltreifen zeigen die normale Abhängigkeit, nämlich Abnahme des Brechungs- 
exponenten mit zunehmender Wellenlänge. 

Der dargelegte Gedankengang ist allen brauchbaren Dispersions- 
theorien gemeinsam; die obige Darstellung schließt sich im wesentlichen 
an Drude^) an. 

Die aus der Formel für n sich ergebenden Dispersionsformeln 
sind im sichtbaren Spektrum vielfach geprüft und bestätigt worden, 
jedoch meistens im Gebiet der „normalen Dispersion''. Im Bereiche 
der anomalen Dispersion hat zuerst A. Pflüger^) Messungen angestellt; 
seine Kurven für n als Funktion der Wellenlänge zeigen in der Tat 
den oben typisch wiedergegebenen Verlauf; nach ihm hat R. W. Wood^ 
im wesentlichen übereinstimmende Resultate erhalten und eine hübsche 

1) P. Drude, Physik des Äthers. 

2) A. Pflüger, Wied. Ann. 56, 412; 1895. 65, 173; 1898. 
8) B. W Wood, Phil. Mag. (6) 46, 880; 1901. 
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subjektive Beobaclituagsinethode der Dispersionskurven nach dem Prinzip 
der gekreuzten Prismen angegeben. 

Was ergibt sich nun aus den Formeln für statisdin oder sehr lang- 
same periodiBche Vorgänge? Um das zu finden, bat man in der Formel 

M* =- ij + - ™ zn setzen T — oo. Dann ergibt sich 



* = f + * 



Durch die Anwesenheit dos seh wingungsf'iih igen Gebildes ist zh 
der „ursprünglichen" Dielektrizitätskonstante fg der Betrag i' hinzu- 
gekommen; diese Summe haben wir als DieleldrieU^shmstante unserts 
inhoniogencn Mi.-diums (im Sinne eines Mittelwertes) anzusehen. Die 
Formel ergibt, daß für Wellen von großer Wellenlänge, d. h. langer 
Schwingungsdauer — die Erfahrung zeigt, daß selbst die B<-hnellsten 
elektrischen Wellen von 3 mm Länge hierher gehören — h-hie Ahsorplion 
und Dispersion auftritt. 

Hier besteht also die Maxwellsche Beziehung zu Becht; der 
„elektrische"' Brechungsesponent, d. h. der für elektrische Wellen im 
engeren Sinne gemessene Brechungs index ist gleich der Wurzel au& 
der Dielektrizitätskonstante. Damit stimmen sämtliche Beobachttmgs- 
resultate ilberein. 

Entsprechend findet auch der HaxwelUche Satz, tiaß auf IsiAaioreft 
durchsichtig sein »iiisseii, der im Gebiet der sichtbaren Wellen eklatante 
Ausnahmen, z, B. bei Puraffin und Hartgummi, erleidet, für elektrische 
Wellen vollkommene Bestätigung. 

Man kann sich nun die Frage vorlegen, ob es nicht durch An- 
wendung geeigneter Mittel gelingen wird, Absorption und Dispersion 
auch für elektrische Wellen zu erzielen. 

In der Tat ist dies möglich, und die Mittel dazu ergeben sich an 
Hand der oben dargestellten Theorie. Wenn es geUngt, das Dielektrikum, 
das für diese langen Wellen wirklich wie ein Maswellschea Dielektrikum 
sich verhält, mit scbwingungsfähigen Gebilden zu versehen, so muß in 
der Tat ein solcher mit „künstlichen Molekülen" durchsetzter Isolator 
' sich verhalten wie ein dispergierendes Medium mit Absorptiousstreifea. 

Der erste, der diesen Nachweis erbrachte, war Garbasso.') Er 
zeigte, daß. wenn man /wischen Empiäoger und Sender Leiter i 
solchen Dimensionen anordnet, daß ihre Eigenschwingungen mit der 
Periode des Senders, oder richtiger gesagt, des Empfängers'), flber- 
einetimmt, daß dann diese Scbwingungskreise lebhafte elektrische 0>- 

1) A GarbftsBO, Atti Äcc, di Torino, 28, 18H8. 

3) Wegen der multiplen BenonanK; sielie weiter unten S. IST, 



über Absorption und Uisperflion eloktriachcr Wcllei 



125 



Itillatiooeii anefQliTeii auf Kosteu der Energie des Seuders. Der Empfiinger 
wigt abo eine geringere Energie au. als wenn die Schwingungskreise 
nicht im Strahlengange betindlich gewesen wären. Er iseigt abo eine 
Absorption" an. Diese Intensitiitsverringening ist gleich der in den 
Seh wingungH kreisen steckenden Energie der erzwungenen Schwingungen, 
welche znmTeil in Joule sehe Wärme nuigeaetzt, xuiu Teil auch reflektiert 
wird. Gegen das sichtbare Gebiet 7.eigt sich nun hier iusofern ein Unter- 
Bchied, als der bei weitem kleinere Teil absorbiert wird und der größere 
r\b reflektierte Strahlung zurückgeht. Deshalb ist die lutenaitäta- 

vertnindemng, die der Empfanger anzeigt, größtenteils auf Kosten der 

wleVtiven Reflexion zu setzen. Der Einfai'hheit halber wenlen wir 

»ber im folgenden diese lutensitätsverminderung als Absorption be- 

uichnen. 

Die Versuche Garhassos sind aus dem Grunde verdienst voll, weil 

lie das Prinzip ergeben haben, iiac-h dem derartige Versuche anzustellen 

sind; sie sind aber nur qualitativer Natur. Mit unseren neueren Mitteln 

iit ea jedoch möglich, diese Esperimente aui'h quantitativ zu gestalten. 
Hau kann sich zu dem 

Zweck eines ähnlichen Instru- 

meotariums bedienen, wie os 

'on H. RnbensM vor einiger 

Zeit beao.hrieben worden ist. Da 

ich ua demselben «inige Äiide- 

WBgen augebracht habe, be- 

sclireibe ich gleich meine An- 
ordnung, 

Als Wellenerreger (Sender) 

dienen zwei horizontal liegende 

Nensilberzylinder von je 5 cm 

Unge und 5 mm Dicke. In 

4is einander zugekehrten Enden 

d*iwlben sind zwei dünne Alu- 

"lininni stifte von 1 mm Dicke 




die etwa % bis 1 mm vorstehen. Zwischen ihnen spnngen 
dia Flinken in Petroleum Über, Diese Anordnung wurde aus dem 
Grande gewählt, weil es sich heranaatellte, daß die Aliiroiniurastifte am 
wenigsten durch die Funken korrodiert werden; sie sind noch günstiger 
*ie die von Himetedt empfohlenen Zinkstifte. Die Neusilberzy linder 
'ind in zvfei kräftigen vertikalen Hartgummtstäben befestigt und können 

l) IL ßubeoB, Ztflchrft, f. phjB. n, ehem. üntenicbt. 10, saS; 1887. 
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durch eine passend angebrachte Schraube bis auf eine sehr kleine 
Strecke einander genähert werden (ca. Viq mm). So erreicht man 
vollständige Stabilität und UnTeränderlichkeit der Funkenstrecke ^ die 
zu quantitativen Messungen die notwendige Vorbedingung ist. Die 
genauere Anordnung ist aus der Figur 2 ersichtlich. 

Als Empfänger dient ein Thermoelement nach ElemenöiC; von 
dem die linke Hälfte in der Figur 3 gezeichnet ist; die rechte Seite 
ist symmetrisch zu ergänzen: 

An zwei horizontal liegende Hohlzylinder aus Messing (je 1,5 cm 
lang^ innere Weite 2 — 3 mm) sind zwei Driihte verschiedenen Materials 

angelötet, links z. B. Eisen-, rechts Eonstantandraht von 
l/?>0 mm Dicke. Diese Drähte sind in der bekannten 
Weise verschlungen, und ihre freien Enden führen zu 
einem Panzergalvanometer. Die als Resonatoren dienen- 
den Hohlzylinder können durch eingesteckte Messing- 
stifte verlängert und so das Thermoelement auf ver- 
schiedene Wellenlängen abgestimmt werden. 

Als Resonatoren verwendet man Stanniolstreifen 
von einigen mm Breite und der gewünschten Länge 
z. B. 5 cm; ein solcher linearer Resonator schwingt 
wie eine Saite, d. h. als halbe Wellenlänge: An seinen 
Enden befinden sich die Knoten der Strömung und der 
damit proportionalen magnetischen Kraft, sowie die Bäuche der elektri- 
schen Kralt. Ein solcher Resonator würde also z. B. durch auffallende 
Wellen von 10 cm Länge in vollkommene Resonanz versetzt werden. 
Derartige Resonatoren werden nun in großer Anzahl in parallelen 
Reihen entweder auf Fäden an einem Holzrahmen befestigt oder ein- 
fach auf Hartgummiplatten aufgeklebt. Ein solches Gebilde wollen 
wir künftig als „Resonatorengitter'' bezeichnen. 

Wenn man nun die Versuche so machen will, wie sie in der Optik 
angestellt werden, so muß man einen bestimmten Wellenlängenbereich, 
sagen wir von 2 bis 20 cm Länge, zur Verfügung haben und für jede 
dieser Wellenlängen die „Absorption" des Gitters bestimmen. Diese 
Absorption ist im allgemeinen gering, und sie erreicht nur dann erheb- 
liche Werte, wenn die auffallende Strahlung dieselbe Wellenlänge hat, 
welche die Eigenperiode des Resonators besitzt; in unserem Beispiele 
wären dies Wellen von 10 cm Länge. ^) 

Wenn man nun als Abszissen die Wellenlängen und als Ordinalen 

1) Dabei ist Btillschweigend vorauszusetzen, daß die einzelnen Resonatoren 
des Gitters sich gegenseitig nicht beeinflussen, was indessen doch der Fall ist. 
Darauf wird später ausführlich eingegangen werden. 




über Absorption und Dispersion elektrischer Wellen. 127 

die prozentisclien Intensitätsverluste, die durch das Gitter hervorgebracht 
werden, aufträgt, so erhält man eine zusammenhängende Kurve, die ein 
spitzes Maximum aufweist, welches eben der Eigenperiode des Resonatoren- 
gitters entspricht. Diese Kurve können wir als Absorptionsstreifen be- 
zeichnen. 

Wie erhält man nun aber den nötigen Wellenlängenbereich von 
2 bis 20 cm? Auf den ersten Blick erscheint es notwendig, ebenso viele 
Sender von verschiedener Länge zu besitzen, als man verschiedene Wellen 
haben will. Indessen ist dies nicht notwendig. Der Sender nämlich 
sendet eine Welle von bestimmter Periode aus, die aber stark gedämpft 
ist. Eine gedämpfte Schwingung läßt sich stets darstellen als ein 
Integral über eine ungedämpfte Schwingung. Der physikalische Sinn 
dieses mathematischen Satzes ist der, daß man auch sagen kann, der 
Sender liefert statt einer gedämpften Welle von bestimmter Länge un- 
gedämpfte Wellen, deren Wellenlänge von Null bis oo variiert. Von diesem 
Wellenkomplex sucht sich nun das Thermoelement, dessen Resonator 
in der oben beschriebenen Weise verändert werden kann, gerade die 
Wellenlänge aus, auf die es abgestimmt ist^), und der Vorgang vollzieht 
sich so, als ob nur diese eine Welle vorhanden wäre. Streng ge- 
nommen wirken zwar auch alle die übrigen Wellen auf das Thermo- 
element. Da indessen ihre Perioden nicht übereinstimmen mit der Eigen- 
periode des Thermoelements, so ist die Amplitude der erzwungenen 
Schwingung verschwindend klein und kann ignoriert werden. Man 
erhält also den gewünschten Wellenlängenbereich, indem man einfach 
die Länge des Thermoelements in den entsprechenden Grenzen variiert. 
Auf diese Weise lassen sich nun in der Tat die oben beschriebenen 
Absorptionskurven von Resonatorengittem aufnehmen. Einige Beispiele 
von solchen Kurven geben die weiter unten folgenden Figuren. 

Damit ist nun die Analogie mit den optischen Verhältnissen noch 
keineswegs erschöpft; sie geht vielmehr bis ins kleinste Detail. Man 
kann sogar Verhältnisse, die im sichtbaren Gebiet nicht rein auftreten, 
durch Versuche mit solchen Resonatorengittern aufklären. Ein Beispiel 
dafür ist die sogenannte „Kundtsche Regel".*) 

Löst man eine Substanz, welche das Licht innerhalb eines eng 
begrenzten Spektralgebietes stark absorbiert, in verschiedenen farblosen 
Flüssigkeiten, so variiert die Lage dieses Absortionsstreifens nach einer 
bestimmten Gesetzmäßigkeit, die eben in der Kun dt sehen Regel ihren 
Ausdruck findet. Dieselbe sagt aus, daß das Absorptionsgebiet um so 



1) Vergl. Anm. 2 auf Seite 124. 

2) E. Aschkinaß n. Gl. Schaefer, Ann. d. Phys. 5, 485; 1901. 
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weiter nach dem roten Ende des Spektrums verschoben wird, je größer 
das Brechungs- und Dispersionsvermögen des Lösungsmittels ist. Als 
Brechungs- und Dispersionsyermögen bezeichnet Eundt die Konstanten 
a und h in der Formel 

worin n den Brechungsexponenten, l die Wellenlange bedeutet. Nicht 
selten steht die Kundtsche Regel in Widerspruch mit den Tatsachen, 
so daß ihr erst kürzlich jede Bedeutung und Berechtigung abgesprochen 
wurde. Wie mir scheint, mit Unrecht; denn beim Vorgang der Lösung 
bleibt das Molekül in den weitaus meisten Fallen nicht ungeändert, 
was oflFenbar die Vorbedingung für die Anwendung der Regel ist 
Gelänge es also diese störenden, mit dem Vorgang der Lösung yer- 
knüpften Erscheinungen zu eliminieren, so würde man experimentell über 
Gültigkeit oder Ungültigkeit dieser Gesetzmäßigkeit entscheiden können. 
Das Analoge zu diesem Versuche aus der Optik ist mit unserem 
Resonatorengitter der folgende Versuch. Man müßte die Absorptions- 
kurve eines Resonatorengitters, dessen Resonatoren durch Fäden an 
einem Holzrahmen frei in der Luft befindlich aufgehängt wären, auf- 
nehmen, dann das Gitter in ein flüssiges Dielektrikum eintauchen und 
nun wieder die Absorptionskurve aufnehmen. Besteht die Kundtsche 
Regel zu Recht, so muß sich in diesem letzteren Falle das Absorptions- 
maximum nach der Seite der längeren Wellen verschoben haben. 

Eine theoretische Überlegung läßt nun ein derartiges Verhalten 
erwarten, denn bezeichnen wir die Schwingungsdauer eines Resonators, 
der sich in Luft befindet, mit Tq, seine Selbstinduktion mit i, seine 
Kapazität mit Cq, so besteht folgende Beziehung^): 

Tauchen wir diesen Resonator nun in ein Dielektrikum von der Die- 
lektrizitätskonstante E ein, so multipliziert sich seine Kapazität mit 
eben der Dielektrizitätskonstante. Infolgedessen wird seine neue Schwin- 
gungsdauer 

Es ist also T^ stets größer als T^; das Äbsorptionsmaximum verschidft 
sidi also im EinUange mit der Ktmdtschen Regel nctch größeren 
Wellenlängen, 



1) Streng genommen gilt diese Formel nur für Schwingungskreise, deren 
Länge klein ist gegen die Wellenlänge, was hier nicht mehr der Fall ist; diese 
Darstellung ist nur der Einfachheit halber gewählt. 
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Der Venadb, dem ÄacfakinaB und ich aiuteUt«n, erg^ die toU- 
bnnmeDe Richtigkeit dieser Überlegtug. Als Dielektrika benutzten vir 
Benzol, Äther and Aoe- 
toa Für jedea dieser 
drei Dielektrika er- 
hielten wir eine Ab- 
torptionskurre, die nm 
(0 weiter naeh grÖBaren 
Wellenlängen Terscho- 
ben war, je gröSer die 
DielektrizitfttBkonBtan te 
war; die Kurven der 
F^ 4 stellen unsere 
Beobachtungen dar; sie 
find Bcheinbar im um- 
g^tkrten Sinne verseho- 
ben; aber die Abszissen 
■teilen nicht die Wellen- 
längen, sondern die re- 
riproken Werte dar. 

Qleichzeitig kann man auch diese Messungen quantitativ zur Be- 
■titignng der Eundtschen Regel verwenden. Denn, die exakte Gültig- 
keit derselben vorausgesetzt, müssen sich die Ordinaten der Maxima 
Testen wie die elektrischen Brechungsexponenten, d. b. wie die Wurzeln 
US den Dielektrizitätskonstanten. Die folgende Tabelle zeigt, wie gut 
die Dach dieser Methode bestimmten Brechungsezponenten mit den von 
■»deren bestimmten Werten übereinstimmen. 




II nach Drude und 



Beaizol , , , 

^Üier . . . , 
Aceton . . , 



1,52 
2,04 

4,7 



nach Aschkii 
und Schaefi 



1,52 
2,07 
4,0 



Die Quadrate dieser 
Zahlen ergeben die Di- 
elektrizitätskonstante . 



Ans unseren Versuchen geht also die Gültigkeit der Kund t sehen Regel 
''^or. Voranssetzang ist dabei nur, daß man reine Verhältnisse vor 
«ch hat. 

Die Analogie mit den optischen Verhältnissen geht aber noch 
Tiei weiter. 

Vor kurzem hat Planck') eine Theorie der Dispersion und Ab- 



l) Sitznngiber. der Berl. Aksd. d. Wiasenach. 

d Phrdk. m. Bau», z. 



I. 470, 1908; 1, «0, 1908. 
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Clbhbvb Sohabtmb: 



Sorption auf elelrtroraagnetischer Grundlage entwickelt, in der uDtor 
anderem die Abhängigkeit der Absorption von der A naabl der ab- 
sorbierenden Resonatoren in der Volumeiiiheit untersucht wird. Diese 
Untersuchung hut zu einer ganz bestimmteu Lösung dieser Frage go- 
fahrt, die eich leider aus Mangel an esper imentellem Material nur in 
recht un voll kommen er Weise hat prüfen lassen. Dies legte mir den 
Gedanken nahe, ku unterBuchen'), wie die selektiven Eigenschaften von 
solchen Resonatoren gittern sich ändern, wenn sowohl die Anordnung 
als auch die Dichte der Resonatoren variiert wird; im besomlern legta 
ich mir die Frage vor, ob sich Anordnungen realisieren lassen, die 
analoge Erscheinungen darbieten, wie sie von der Planckschen Theoris 
verlangt werden. 

In der Tat haben sieb solche Ähnlichkeiten in dem Verhalten der 
Gitter gezeigt; allein auch — was in Anbetracht der vielen ein- 
Bchmnkendeu Voraussetzungen der Planckschen Theorie nicht uner- 
wartet kommen konnte — abweichende Ergebnisse. 

Wenn man in den Strahlengang ein Gitter mit sehr wenigeiik 
Resonatoren {6 — lOi brachte, so erhielt man eine vollkommen srmnie- 
trische Absorptiouskurve, die sich bei Zunahme der Resonatoren io 
bescheidenem Maße erhöhte, ohne daß sich das Maximum der Absorjition 
jedoch verschob. Dieser Fall entspricht dem Planckschen Typus II 
von Äbsorptionskurven. Da dieser Fall ecbon häufig bei Gittern be- 
obachtet worden ist, so verzichte ich darauf, ihn durch Beispiele und 
Kurven zu belegen. 

Bei weitem interessanter ist nun der Fall, den Planck als Typns III 
bezeichnet, und der aus dem Typus II sich entwickelt, wenn die Dichte 
der Resonatoren gesteigert wird. Ich legte demgemäß besonderen Wert 
darauf, die Erscheinungen zu verfolgen, die sich bei immer größerer 
Zunahme der Res onatorenan zahl ergaben. 

Wenn man nun, von einem Gitter A mit relativ großer Reso- 
natorenzahl (20 — 711) ausgebend, zu einem andern It übergeht, das aus 
A dadurch entstanden ist, daß die sämtlichen Entfernungen zwischen 
den Resonatoren im nämlichen Verhältnisse verkleinert werden, so 
erhält man hei Vorgleichung der Äbsorptionskurven A nnd li zwar 
im allgemeinen das Resultat, daß die Maidmaiabsorptionen gegenein- 
ander versehoben sind; aber während die Planckscbe Theorie eine 
Verschiebung des Maximums nach größeren Wellenlängen (nach rechts) 
mit zunehmender Resonatoren dichte fordert, ergibt sich hier je na>;h 
den Umständen eine Verschiebung nach rechts oder links; ja, es las^^a 



1) Cl. l 



. Ann, fi. Pliys. 16, 106; 
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sich B^e realisieren, in denen überhaupt keine Verschiebung zu kon- 
statieren ist; obwohl die Absorption beträchtlich ist, der Plancksche 
Typus n also nicht mehr vorliegt. 

Man wird dadurch zu dem Schlüsse gedrangt, daß bei Verringerung 
des Abstandes zwischen den Resonatoren zwei entgegengesetzt gerichtete 
Wirkungen, eine nach rechts, eine nach links verschiebende, tätig sind, 
die bei geeigneter Anordnung sich gegenseitig kompensieren können. 
In der Tat läßt sich dies leicht durch folgende Überlegung zeigen, 
wenn wir uns der Einfachheit halber auf die Betrachtung von zwei 
ßesonatoren beschränken. 

Bezeichnet w^ den Widerstand, L^^ den Koeffizienten der Selbst- 
induktion, L^2 ^^^ ^^^ wechselseitigen Induktion, C die Kapazität jedes 
der beiden vollkommen identischen Resonatoren, i\ und i^ die Strom- 
starke zur Zeit f, so bestehen die Differentialgleichungen 

^^ dt* "^ L,^ dt "^ L,^C i„ dt* ' 

^ ^ dt* "^ i„ dt "^ i,i C iii dt* * 

Durch Elimination, z. B. von i^, aus Gleichung (5), erhält man eine 
Differentialgleichung vierter Ordnung für i^ sowohl wie für i^. Wenn 
man die Glieder mit w^ vernachlässigt, so erhält man das allgemeine 
ttegral in der Form: 

i^^Ä cos 23t (j + dl) + BcoB 2n (Jr + tfg) , 

i, - ^cos2;r(^ + *i)~ JBco8 2;r (^ + d,), 
^^ Aj B, d^y 8^ Integrationskonstanten sind und 

^- Da nun die beiden Resonatoren vollkommen identisch sind und 
*uch die Anfangsbedingungen gleich sind, so ist femer ^i = ta? ^* h. B= 0. 
^0 erhält man das Resultat: 

*'i ^h^ A cos 2n ^^ + dX 

Statt der Schwingungsdauer T^ = 2nyL^^ C^, wo C^ die Kapazität eines 
^i^lnen Resonators bedeutet, führen die beiden zusammen jeder eine 
Schwingung von der Periode T^ aus, die den angegebenen Wert hat. 
^ der Beurteilung des Unterschiedes zwischen T^ und T^ darf nicht 
übergehen werden, daß sich durch Annäherung des zweiten Resonators 
ftiicli die Kapazität Cq verändert hai Man kann nun folgende zwei 
einfache FaQe unterscheiden: 

9* 
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1. Die Resonatoren liegen horizontal nebeneinander: 

I- +1 I- +1 

Dann kehren sie sich die ungleichnamig geladenen Enden zn; die 
Kapazität eines Resonators Q ist also jetzt größer als seine ursprüngliche 

Co; also ist die Periode T^ - 2;r>/(Li7+ A2) C'i > ^o- 

Je näher die beiden Resonatoren aneinander rücken , desto größer 
werden L^^ und C] d. h. das Maximum der Absorption verschiebt sich 
bei Verringerung des horizontalen Abstandes nach größeren Wellen- 
längen, entspre^ahend der Forderung der Planckschen Theorie, 

2. Die Resonatoren liegen vertikal untereinander: 

I- +! 

I- +i 

In diesem Falle ist, wie aus der Figur sofort ersichtlich, die 
Kapazität Cg < Cq; da aber andererseits an Stelle von L^^ die Summe 
(Lji + L12) getreten ist, so kann man, ohne die luduktionskoef&zienten 
zu kennen, nichts darüber aussagen, ob T^ größer als Tq oder kleiner 
als Tq ist. Läßt man die Resonatoren aneinander rücken, so vergrößert 
sich L^2 ^^^^ verkleinert sich C^, so daß man auch hier a priori nicht 
in der Lage ist, etwas über den Sinn der Veränderung der Periode an- 
zugeben. Indessen habe ich bei der experimentellen Untersuchung in 
allen Fällen gefunden (ich habe ungefähr 20 Gitter untersucht), daß 
der kapazitätsvernündeiTide Einfluß denjenigen der Vergrößerung der 
wechselseitigen Induktion überwiegt, daß also I^ < Tq. Das Absorptions- 
maximum verschiebt sich nach Meineren Wellenlängen. 

Natürlich wiU ich damit nicht die Möglichkeit leugnen, daß es 
unter Umständen auch anders sein könne; aber da ich eine derartige 
Um kehrung nicht gefunden habe, werde ich mir erlauben, folgende Ver- 
einfachimg eintreten zu lassen: Im Falle 1. ist L^ sehr klein und wirkt 
außerdem im nämlichen Sinne wie C^; die Veränderung der Periode 
ist also in diesem Falle sicher in überwiegendem Maße der Vergrößerung 
der Kapazität zuzuschreiben. Im Falle 2. ist L^^ größer als im Falle 
1. und wirkt der Wirkung einer Änderung von C, entgegen; doch ist 
dem Sinne nach die beobiichtete Veränderung von T^ so, als ob X^g =» 
wäre und L\ allein sich änderte. Wir können also zusammenfassend 
sagen: 

Man kann in den beobachteten Fällen, wenn man nur die Richtung 
der Verschiebung ins Auge faßt, zur Vereinfachung i^g = annehmen 
und die Verschiebung lediglich auf das Konto der Veränderung der 
Kapazität setzen. 
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Da es mir im folgendeoi lediglich aaf die qualitatire Seite ankommt, 
so werde ich in diesem Sinne X^, in beiden Pällen gleioli Null an- 
nehmen. 

Um dan zweiten F&ll rein zu haben, kann man folgenden Versut^ 
machen: Man stellt sich ein Gitter her aas einer einzigen Vertikal- 
koliunne von Besonatoreu, welches an einer bestimmten Stelle sein 

Absorptionsmaximmn „, 
lui Ans diesem Gitter 

nimmt man dann eine 

bestimmte Anzahl von 

Beeonatoren fort, z. B. 

jeden zweiten und 

dritten, wodurch die 

YeiÜkalabBtände sich 

Ulf ungefähr das Drei- 

&che rergrößem. Dann 

olumt der kapazitäts* 

TeiUeinemde EinäuB 

ib, das Haximum dieses 

iveiten Gitters muB 

g^en das des ersten 

Dach rechts Terschoben 
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Die Konstanten des 
Gittere, mit dem ich 
diesen Versuch aua- 
tBhrte, waren folgende: 

Die Resonatoren 
hatten die oben ange- 
f[sbeiien Dimensionen; 
fHr unetL einzelnen hätte 
daa Maximom des Uit- 
■chvingena ungefähr bei 
Ber Empfängerlänge 5 cm (A >~ 10 cm) liegen müssen. Bei dem be- 
antiten Gitter waren 26 Resonatoren vertikal untereinander in Abständen 
Ton 1 cm ai^jeordnet; das Resultat war eine solche Terschiebong des 
Absorptionsmaximums nach links, daß dasselbe bei der Empfänger^nge 
3 cm (;i = 6 cm) bereits überschritten ist, wie Figur 5 Kurve £ zeigt. 

In der Zeichnung sind als Abszissen die EmpfängerUngen (= \ i.), 
w Ordinaten die Absorption in Prozenten der auffallenden Strahlung 
aufgetragen 
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Kuh wurde aus diesem Gitter der zweite und dritte Resonator foit- 
enommen; die Zahl der noch übrig gebliebenen war neun. Die Folge 
avon ist, daß das Masimum der Absorption jetzt nach Aj = 5 eni ge- 
ückt ist, wo auch angenähert das Maximum für einen einzelnen Reso- 
ator liegen müßte; der kapazitäts vermindernde Einfluß ist alao hier 
chon fast Null geworden (Fig. 5, Kurve A). Das entsprechende Ex- 
eriment für den Fall 1, wo man also nur eine horizontale Reihe von 
,e8onatoreu anzuwenden hätte, läßt sich in dieser einfachen Form nicht 
ut ausführen, da auf eine Reihe höchstens 3 — 4 Resonatoren gehen 
ind so die Absorption zu schwach werden würde; aber man kann 
nehrere in großem vertikalen Abstände befindliche Reihen nehmen, so 
aß der kapazitäts vermindernde Einfluß des vorherigen Falles ver- 
«hwindend klein wird. 

Ich benutzte zu diesem Versuche folgende Gitter (« und ^): Die 
orizontalen Reihen bestanden ans vier Resonatoren derselben Dimen- 
sionen, die bei a eine 
























ß von 0,2 cm hatten. 
Sechs solcher Reihen 
befanden sich unter- 
einander in Abstän- 
den von 6 cm bei 
beiden Gittern. Sie 
unterschieden sich 
also nur durch die 
horizontalen Ab- 
stände der Vertikal- 
knlumnen. In der 
Tat zeigt Figur G 
Kurve ß eine starke 
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Fig. 6. 

ind ^ zeigen nun die charakteristischen Eigene 
urven vom Planckschen Typus 111. Die Vere 
ach größeren Wellenlängen ittt bereits erw 
nsymmetrisch, nach rechts steiler abfallend 
ach rechts stärker verbreitert als nach linl 
ie nämliche Anzahl von Resonatoren haben 1 
rtif die Kurven a und /3, die an keinem Punk 
IM Beeradie Gesetz von der Proportionalität z 


Verschiebung nach 
rechts gegenüber a. 
Die Kurven a " 
chaften der Absorptions- 
hiebung des Maximums 
ihut; die Kurven sind 
als nach links, endlich 
B. Da femer a und ß 
24), so zeigt ein Bück 
te zusammenfallen, daß 
visciten den Extinklitms- 
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iei/enden 



I 



I 



^fisienten uiui der DuJitigkcU keine Gültü/keit für d&i i 
?aW besitst.^) 

Da nun die benutzten Reaonatoieagitter immer aua mehreren Reihen 
1BD Resonatoren bestehen, so ist es klar, daß beim Zusaicmenrüeken 
■kl einzelnen Resouatoren beide Wirkungen, sowohl die des Falles 1 
wie die des Falles 2 gleichzeitig auftreten. Je nach den Umständen 
fiWwiegt die eine oder andere von ihnen, oder sie kompensieren sieh 
such vollständig, wie es oben erwähnt worden ist; die Kurven tragen 
je oachdeni den Charakter der in Figur ö oder 6 dargestellten, oder 
Bud bei Kompensation der Wirkungen vollkommen symmetrisch. Weil 
Bch dies bei den ca. 40 von mir untersuchten Gittem immer wiederfand, 
bim it'h von der Reproduktion noch weiterer Kurven absehen, da sie 
aicbts Neues zeigen. 

Es erhebt sich nun die Frage, woher die Abweichungen von der 
Planckscheu Theorie kommen, die beobai^htet wurden. Der Grund liegt 
ituia, daB diese Theorie ziemlich viele einschränkende Voraussetzungen 
maclit, die bei der gewöhnlichen Anordnung der Rettonatorengitter nicht 
eriilllt sind, zum Teil nicht erfüllt sein können. So z. B. soll nach 
Planck der mittlere Abstand zweier benachbarten Resonatoren groß sein 
^fiea die Lineardimeusionen eines Resonators und gleichzeitig die 
Wellenläüge ebenfalls groß gegen den Abstand der Resonatoren. Diese 
tieideu Bedingungen sind bei Resonatoren gittern der angewendeten 
Konstruktion nicht gleichzeitig erfüllbar, da die Lineardimensionen 
tiues Hesonators selbst von der Crroßenordnung der Wellenlänge sind. 
ßie Abweichungen bedenten also keinesfalls eine Widerlegung der 
Theorie. 

Eb ist vielleicht von Interesse, hervorzuheben, daß in der Natur 
•slbat solche Abweichungen vorkommen imter ähnlichen Bedingungen, 
"Dter denen unsere Resonatoren stehen. So wird bei Flüssigkeiten 
«bdauwenig wie bei den unterauchten Gittern der mittlere Abstand 
ifejer benachbarten Resonatoren groß sein gegen die Lineardiraeusionen 
dctrolben. Hüasigkeiten werden daher — so kann man vermuten — 
ein ilinhcbee Verbalten zeigen müsBeu wie die Gitter. So hat z. B. 
Angstrom*) gezeigt, daß die Maximalabsorptionen von flüssigem Äther, 
Btiuol, Schwefelkohlenstoff gegenüber denen ihrer Dämpfe nach kleinen 

1] im Gebiete der sicbtboreD t^trahlen ist meineB WisaenB noch keine Ge- 
rtitiguDg diBBöB von der Theorie verlangten ErgebniBaes vorhanden, weuigstena 
wbi bei natütlioh voTkomiuendeD Medien; kolloidale Goldlöuuiigeu in Gelatine 
"^Sn kllerdings dftEieelbe Verhalten. Siebe die Arbeit von F. Kirchner und 
^ Ziigmondy, Ann. d. PhjB. 15, 673; 1904. 

3) K. Ängström, öfversigt af K. Vetenak, Akad, Förhandl. 47, 388; 1890. 
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Wellenlängen verschoben simi, während nach Äschkinaß') die Bandeo 

des WasBara nach rechts verBchoben sind. Die Üheremstimmung irt 
also qualitativ eine vollständige. 

Die eine Seite der Frage, nämlich die Erzeugung von Absorption, 
ist damit erledigt. Es bleiben noch zu besprechen die Versuche, die 
sich mit der Erzielung von Dispersion befaßt haben. Dies ist bisher 
nur in einer Arbeit von Garbasso und Äschkinaß') geacheben. 

Sie erzielten Dispersion, indem sie eine Anzahl von Resonatoren- 
gittem prismenförmig, d. h. dreidimensional anordneten. In der Tat 
wurden durch dieses Prisma Strahlen von verschiedener Wellenlänge 
verschieden stark gebrochen. So schätzenswert diese Versuche sind, so 
sind sie doch nicht ausreichend, denn die Messungen der genannten 
Physiker bezieheu sich nur auf das Gebiet der normalen Dispersion, 
während das der anomalen noch seiner Erschließung harrt.*) 

Wie schon oben hervorgehoben, besteht zwischen diesen Versuchen 
und den optischen insofern ein Unterschied, als in der Optik es eich 
um wirkliche Absorption handelt, während bei den Gittern der größte 
Teil der nicht durch gelassenen Energie reflektiert wird. Dies führt 
zu der Frage, ob nicht auch dieser Differenzpunkt noch zu be- 
seitigen wäre. 

Auf meine Veranlassung hat deshalb Herr Laugwitz*) Versuche 
mit (littern unternommen, deren Resonatoren nicht ans Metallen. 
sondern aus einem elektrolytischen Leiter bestehen. Der Charakter 
der mit diesen Gittern erhaltenen Absorptionskurveu ist insofern ein 
völlig anderer, als die Kurven kein spitzes Masimum autzeigen, sondern 
ganz flach verlaufen. Dies Verhalten laßt sich, wie ich glaube, zwang- 
los durch den großen Widerstand erklären, den diese Resonatoren im 
Vergleich mit den metallischen besitzen. Die Absorption wird eine 
vollständige, weim diese Resonatoren sehr lang im Verhältnis zur be- 
nutzten Wellenlänge sind, d. h. es tritt Herissclie OiUencirhtnff ein. 
In der Tat geht die ganze Strahlung ungehindert durch das Gitter 
hindurch, falls dasselbe um 90 Grad gedreht wird. Wenn man ein 
solches Hertzsehes Gitter aus einem elektroly tischen Leiter auf sein 
R«flexions vermögen untersucht, so zeigt eich, daß es erheblich weniger 
reflektiert als ein metallisches Gitter, während durch beide gar 



jl berioht« 



1) E. ÄBclikinaQ, Wieil. Ann. 66, 401; 1895. 

2) OarbanBO und Aschkinaß. Wied. Ann. ÖS, 5K4; 1691. 

8) Diese Aafgabe tat im hieai^en physikaliaclieii Institut nach mehn^rfn 
Methoden in Angriff genommen. 

4) Et. Laugwitz wird demnilchBt selbst über seioe Versuche aueiuhrliuli 
berichten. 
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keine Energie hindurchgeht. Diese ch'hiroli/tischcn Gitter bililen also 
«■irkUch d<is iiptisch: Anal'tyon zum Turmalln. der ja bekannÜicli in 
einer Richtung das Licht voUkommen durchläßt, in der anderen voU- 
kommen absorbiert. 

Auf die Bedeutung der Versuche mit elektroljH schon Besnnatortn- 
gittera fiir die physiologische Optik soll liier nieht näher eingegangen 
werden. 

Zum Schlüsse möchte ich noch auf eine Aufgabe hinweisen, die 
dnrch Varwendung Ton metallischen Ueeanstorengittem gelöst werden 
k&no. Wenn man die Strahlung eines Senders einmal oder mehrere 
Male an Resonatorengittem derselben Eigenperiode reflektieren läßt, so 
linil in dieser reflektierten Stralilung nur noch Wellen von solcher 
Liiige vorhanden, wie sie der Eigeupenode dieser Resonatoren gittor 
entspricht. Mai^ht man also die Resouatoren genügend klein, z. B. ,'„ mm, 
M muß man Wellen von doppelter Wellenlänge, also etwa von ^ mm 
Wellenlänge erhalten. Ob diese Methode sich ausfahren laßt, hängt 
wesentlich davon ab, ob es gelingen wird, die Energie des Senders 
genflgend zu steigern, was aber nach meinen Erfahrungen keine un- 
überwindliche Schwierigkeit bietet. Dann sind wir imstande, den 
Iflckenlosen ÄnsrhloB herzustellen zwischen den längsten Warniestrahlen 
»on tmgefälir ^ mm und den kürzesten Strahlen elektrischer Kraft von 
3tniu, deren Existenz Lampa nachgewiesen hat. 
Breslau, im August 1905. 



Rein geometrische Theorie der binären Formen 2. Ordnnng. 

Von H. TiiiKME in Popeu, 

Eitileitung. — Der Gegensatz, der lange Zeit zwischen der ona- 
'jtischen und der synthetischen Geometrie geherrscht hat, besteht heute 
"icht mehr. Die Methoden beider Arten, die Eigenschaften der Raum- 
S^bilde zu erforschen, sind jetzt so weit ausgebildet, daß die synthetische 
""d die analytische Geometrie einander auf ihren Wegen folgen können, 
''iß es für den Forscher vielfach nur den Wert einer Äußerlichkeit 
'**it«l, ob er die eine oder die andere Methode filr seine Arbeit benutzt. 

Nnr einige wenige Gebiete gibt es, in denen die Annäherung der 
"■^iilerseitigen Methoden noch nicht zur Tollendung gelaugt ist, nainent- 
"ct einige, in denen die reine Geometrie der rechnendcu nieht zu 
'"Igen vermag. Diese unvollkommene Ausbildung der Methoden der 
"killen Geometrie hat für die Gesamtwissen Schaft nachteilige Folgen 
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gehabt. Man weiß, daß projektive ^eometriBcbe EigeuscliafteQ duTcb 
invaj-iante Beziehungen algebraischer Formen dargestellt werden. Die 
moderne Algebra hat Methuden geschaifen, auf Gnitid deren sie in- 
variante Beziehungen in unbegrenzter Zahl aufstellen kann. Bisher ist 
nun die Geometrie noch nicht in der Lage, iu jedem Falle anzugeben, 
welche geometrischen Eigenschaften den invarianten Beziehungen ent- 
sprechen, und dadurch verliert wieder die Invariantentheorie an Wert. 

Soll die Geometrie der Algebra folgen können, so muß sie vor 
allem die durch die algebraischen Gleichuugen gegebenen Gebilde nn- 
abhongig von der Algebra dehnieren können. Die ebenen Kurven de- 
finiert man geometrisch nieist als Erzeugnis projektiver Büschel. Es 
ist das Verdienst von E. Kotter, auf Grund dieser Definition zum 
ersten Mal eine ToUstäudig durchgeführte rein geometrische Theorie 
der algebraischen ebenen Kurven gegeben zu haben.') Diese Theorie 
stellt aber für die Lehre der Kurven ihre Punkte in den Vordei^und, 
während für die Invariantentheorie mehr die durch die geometriachen 
Gebilde vermittelten Beziehungen zwischen Punkten, Geraden und ko- 
varianten Kurven von Bedeutung sind. Außerdem ist diese Erzeugungs- 
weise auf Gebilde von weniger oder mehr Dimensionen (binäre Formen, 
Flächen usw.) nicht ohne weiteres übertragbar. 

Der Verf. hat schon vor längerer Zeit gezeigt'), daß man die 
geometriachen Gebilde noch in einer zweiten Weise rein geometrisch 
definieren kann, und daß diese Definition, die Definition der geome- 
trischen Gebilde durch Konstruktion ihrer Polaraysteme, eine gleich- 
mäßige rein geometrische Behandlung der Gebilde jeder Dimension und 
beliebigen Grades ennoglicbt. 

Grundlage einer derartigen rein geometriachen Behandlung der 
verfichiedenen Gebilde muß hierbei die Theorie der binären Formen 
sein und unter diesen die der binären Formen 2. Ordnung. Als Er- 
zeugnisse von iovolutorisch liegenden projektiven Punktreihen sind die 
binären Formen 2. Ordnung unter der Benennuog Punktsysteme. In- 
volutionen von Punktepaaren seit lauger Zeit bekannt.') Als selh- 
Btändige Gebilde hat zuerst H. Wiener*) sie einer eingehenden Unter- 
SQchung unterzogen. 

Die Arbeit von Wiener bedarf in einem wesentlichen Punkte der 
Vervollständigung. Wiener behandelt einzelne Formen und Büschel 

1) Berlin 1887. B«in geometriache Theorie der Bilgebtaiachen ebenen Kurven. 

2) 187Ö. Sehlömileh, Ztachr. f Math. u. Phys. XXIV, Vergl. Math. Ann. 

XX, xxm, xxviiL 

S) Schroeter, Kogelschuitte (i. AuH.) 8. 49 u. f. 

4) 1B86. Reingeouietriiche Theorie der Daretellung binärer Formen. 
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lon Bolchen, lucht aber die Gesamtheit der quadratisclien Formen, das 
Bündel der Formen. Die Hineinziehung dieses Bündels in die TJnter- 
snchnng, namentlich die UnterBuchimg des Gebildes (Kegelschnitts), 
das ans der Gesamtheit der Formen mit zusammen fallen den Ordnunga- 
ekiijenten besteht, wirft auf manche bekannte Beziehungen neues Licht, 
ist aber vor allem notwendige Vorbedingung für eine genauere Er- 
forschung der EigeoBchaften der binären Formen 3. und höherer 
Ordnnjig, 

Um dem Leser das Verständnis der Arbeit zu erleichtern, be- 
Kfaränkt sich das Folgende nicht auf die Ergänzung dieses einzelnen 
Punktes der Arbeit von Wiener. Vielmehr gibt der Verf. einen kurzen, 
»W roHständigen Abriß der ganzen Lehre, behandelt zunächst die 
einzelne Form, dann das Büschel und schließlich das Bündel von 
Formen 2. Ordnung. Auch wenn dabei einige Eigenschaften abgeleitet 
Herden, die sich schon bei Wiener finden, so ist die Art der Ah- 
leilnug doch durchgängig eine selbständige. 

l. Die einzelne biiiirrf Form 3. (Jrihtiini/. — Das durch zwi-i in 
■iBTolntorl scher Lage befiudlicbe projektive Panktreihen erzeugte Ge- 
lildi? (Punktsystem, Involution von Punktepaaren) soll in folgendem in 
Uliereinstimrnung mit der modernen Algebra binäre Form 2. Ordnung 
*leT auch binäre quadratische Form genannt werden. Einzelne solcher 
tormeo mögen mit A', &, C^, ... hi-zeichnet werden. Der einem 
^nkt« ii in der Involution ("dem Punktsystem) zugeordnete Punkt b 
ttöj^re in Übereinstimmung mit der Algebra die Polare des Pols a heißen. 

Aus den bekannten Eigenschaften der Involution ( des Punktsystems) 
*g*li*n sich folgende Sätze: 

1. Die Funkte einer Geraden und ihre Polaren für eine binäre 
^»rm 2. Ordnung A' bilden ewei proj^tive Putdireihen. 

2. Ist b die Polare von a für A', so ist a die Polare von b für A*. 

3. Eine binäre Form 2. Ordnung ist durch zwei Paare von Pol 
'*"'* Poiare bestimmt. 

Es gibt bekanntLch drei Arten von binären Fonneu 2. Ordnung, 
^frioIwcA*?, elliptiscbv und paraboUinclie. Bei einer hyperbolischen Form 
!S^i es 2 Ordnungap unkte, Punkte, welche mit ihren Polaren zusammen 
»llen; irgend ein Paar von Pol und Polare liegt zu dem Paar der 
wlnungspunkte harmonisch. Die elliptischen Formen besitzen keine 
'Ho imgsp unkte. Bei einer parabolischen Form fallen die beiden Ord- 
einen zusammen; dieser ist die Polare zu allen Punkten 
l umgekehrt hat er jeden Punkt der Geraden zur Polare.^) 

I) Sehcoeter, Kegelaclinitte. S. 51 u. 73. 
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3. Das System sacelcr Imijuijierten Formen 2. Ordmaiff. — Ist 4' 
eine binäre Form 2. Ordnung, (h, b) ein Paar, (.t, y) ein zweites Paar 
von Pol und Polar« für A', so bestimmen die Paare (o, a;) und (6, y) 
eine neue Form 2. Ordnung, die mit A* bezeichnet werden möge. 
X* nennt man eine zu Ä* konjugierte Form.^) 

Ist umgekehrt X^ die ursprüngliche Form, aind also {a, x) nnd 
(b, y) für X^ Paare von Pol und Polare, so beetimmen in analoger 
Weise die Paare (o, b) und [x, y) eine zu A'* konjugierte Form, mm- 
lieh A*. Also: 

1. Ist X* zu A* konjugiert, so ist ancii A^ zu S" konjwjtert. 

Fflr eine gegebene Form A^ kann man nicht nur lu einzelnen 
Punkten, aondem auch zu Systemen von Punkten die Polaren suchen. 
Nacli I, 1 ist das Polargebilde einer Punktreihe eine projektive Punkt- 
reihe, das Polargebilde zweier projektiven Piinktreihen wieder zwei 
projektive Punktreihen. Liegen die ersten beiden Punktreihen invo- 
lutoriach, bilden aie also eine binäre Form '2. Ordnung Ji', so bilden, 
wie wir sofort zuigen wollen, die polaren Punktreihen eine neue binäre 
Form jS*, Ist nämlich («, b) ein Paar von li^, entspricht also in den 
beiden Punktreihen, aus denen R* besteht, dem Punkte a derselbe 
Punkt h der jedesmaligen anderen Punktreihe, sind ferner a' und h' 
die Polaren von a und h für A^, so entspricht ebenso in den polaren 
Ponktreihen in beiderlei Sinne dem Punkte a' der Punkt b'. Also: 

2. Das V'ihirgd>ilde einer binären Form 3. Ordnung H* für eine 
Form A^ ist eine dritte Form S^. 

Im allgemeinen ist das Polai^ebilde einer Form It^ eine neue 
Form S". Dies ist jedoch nicht der Fall, wenn R* zu A* konjugiert 
ist. Ist nämlich wie oben X* eine konjugierte Fonn von Ä\ A' durch 
die Paare («, b), {r, y) und A* durch die Paare (a. x), [h, y) bestimmt, 
80 ist das Polargebilde von (n, x) für ,4' das Paar (6, y) und das 
Polargebilde von [b, y) das Paar (a, a:); diese Paare (6, y) und (fl, x) 
bestimmen aber dieselbe Form X*. Also: 

3. Sucht man xu einer Form X*, welche g» A^ kottjugierl ist, ßir 
A^ das Polargebilde , so erhält tnan X* selbst. 

Sucht man zu den Punkten der Geraden für zwei Formen A* und 
X' die Polaren, so erhält man zwei projektive Punktreihen; diese li^en 
involutorisch , sobald A^ und X* konjugiert sind. Es sind nämlich in 
diesem Falle die Polaren 



1] BosaneB, Über ein Prinzip dej 
76. Vergl. Reje, Grelle 78, ui 



ZuorilnuDg olgcbratGcbct Formen. CreUe 
i F. Meyer, .^polarität und rationale 
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Es entspricht also in den beiden neuen Punktreihen dem Punkte 
a in beiderlei Sinne derselbe Punkt y, ebenso dem Punkte h der Punkt 
Xj womit die Behauptung erwiesen ist. Also: 

4. Die Polaren der Punkte der Geraden für zwei konjugierte Formen 
WWa» zwei involtUoriscli liegende Punktreihen, eine neue binäre Form 
2. Ordnung, 

Nennt man die auf diese Weise durch A^ und X* bestimmte neue 
Form P, so ist 

A^ bestimmt durch die Paare (a, b) und (x, y), 

^* 77 77 77 ;; (ö; ^) ;; (^ 2/), 

^ W 77 ,, ,7 («, y) „ (p7 ^)- 

Die Anordnung der Paare zeigt, daß auch P zu A^ und X^ kon- 
jiigiert ist. Also: 

5. Sudü man zu den Punkten der Geraden für zwei kotijugierte 
Formen A^ und X* die Polaren, so erhalt man die Paare von Pol und 
folare für eine Form Y*, die zu A^ und zu X^ konjugiert ist, so daß also 
j^e der drei Formen A^, X^, Y^ zu den beiden anderen konjugiert ist. 

Die Punkte a, b, x, y sind für A^, X*, F* nicht von spezieller 
Bedeutung. Ist nämlich (r, s) ein beliebiges Paar von Pol und Polare 
fir X*, und sind u und v die Polaren von r und s für A^, so sind, da 
^ für ^* sein eigenes Polargebilde ist, 

(r, u) und (s, v) Paare von A^, 

(r,s) „ {u,v) „ „ X«. 

Femer bilden nach 4. die Punkte 5 und u, die Polaren von r für 
^ und X*, ein Paar von Y*, ebenso r und v, die Polaren von s. Also: 

6. SucJU man zu einem Punkte r die Polare u für A}, zu u die 
fokre V für X*, zu v die Polare für Y^, so falU letztere wieder mit r 
^^rnmen, wenn A}, X*, F* drei zu einander konjugierte Formen sind. 

7. Sucht man für drei zu einander konjugierte Formen A^, X^, Y^ 
^ ^nem beliebigen Punkte r die Polaren u, s, v, so sind (r, m), (s, v) 
^^re von A\ (r, s), (u, v) Paare von X* tmd (r, i'), (s, u) Paare von Y^, 

Somit gehören zu den drei konjugierten Formen unendlich viele 
*D dieser eigentümlichen Weise verkettete Quadnipel von Punkten; 
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jeder Punkt der Geraden gehört einem solchen Quadrupel an; eins 
dieser Quadrupel genügt zur Bestimmung der drei konjugierten Formen.^) 
Besitzt eine Form X^, die zu A^ konjugiert ist, in r ein Ordnungs- 
element, ist also (r, r) ein Paar von X*, so muß (s, s), die Polare von 
(r, r) für A^, auch ein Paar von X* sein, da X* für A^ sein eigenes 
Polargebilde ist, mithin muß (s, s) das zweite Ordnungselement von X* 
sein. Also: 

8. Die Ordnunyselemente einer Form X* bilden ein Paar von Pol 
und Polare für jede zu X^ konjugierte Form. 

9. Ist X^ eine paraboliscJie Form mit dem Doppelordnungselement x, 
so ist X ein Ordnungselement jeder zu X* konjugierten Form, 

. Denn sind (rr, r) und (x, s) Paare von X*, so sind (x, x) und (r, s) 
Paare der konjugierten Form. 

Tripel konjugierter Formen treten öfters bei geometrischen Unter- 
suchungen auf. Z. B. führt die Aufgabe: „Zwei gegebene binäre 
Formen 2. Ordnung polar in einander zu transformieren", auf ein solches 
System.^) 

3. Das Büschel der zu eifier Fm-m 2, Ordnwng konjugierten Formen 
2, Ordnmuf, — Zu einer Form A? gibt es unendlich viele konjugierte 
Formen. Halten wir nämlich von den in Nr. 2 willkürlich gewählten 
Elementen a und x zunächst a und damit auch h fest, während wir x 
und damit auch y variieren lassen, so liefert jeder Punkt x der Ge- 
raden eine neue Form 2. Ordnung; denn die Form X*, welche durch 
(a, x) und (b, y) bestimmt ist, ändert sich, sobald a festgehalten wird 
und X sich ändert. 

Es fragt sich nun weiter, ob wir noch mehr zu A^ konjugierte 
Formen erhalten, wenn wir auch noch a seine Lage ändern lassen. Es 
zeigt sich, daß dies nicht der Fall ist. 

Denn wählen wir statt a einen beliebigen anderen Punkt p als 
Ausgangspunkt, so gelangen wir von p aus auch zu der Form X*, zu 
der wir von a aus gelangt waren. Ist nämlich q die Polare von p für 
A^, u die Polare von p und v die Polare von g für die früher erhaltene 
Form X-, so ist (m, v) ein Paar von J.*, da A^ für X* sein eigenes 
Polargebilde ist. Aus den Paaren {p, q) und (w, v) erhalt man aber 
auch die Form X^ durch die Zuordnung (j>, u) und (q, v). Erhält man 
so von p aus alle Formen, die man von a aus erhält, so erhält man 
auch von a aus alle Formen, die man von p aus erhält; die konjugierten 
Formen einer Form A^ bilden also eine einfache Mannigfaltigkeit Die 



1) Vergl. Schroeter, Kegelschnitte, S. 66. 

2) Thieme in Schlömilchs Ztschft. f Math. u. Phys. 1877. 
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GesRmtiieit der zu einer iiinaren Form 2. Ordnung konjugierten Formen 
aennt mau fln Biisckel von biniiren Formen S. Oriininiff. 

Ein Btificliel bilden z. B. alle Fonnen, die ein gemeiusitmes Paar 
»OD Pol nnd Polare haben; dies Paar bildet die Ordnungselemenfce der 
konjugierten Fürm. Im besonderen bilden ein Büschel alle Formen, 
TBJclie ein gemeinsames Ordnungseleinent haben; die konjugierte Form 
iit [lie parabolische Form, weh^ie den gemeinsamen Punkt zum Doppel- 
ordnangspunkt hat. 

kaf unserer Konstruktion des BUschels folgen sofort einige weitere 
EigeuBchaften. Wir haben X* dnrcb die Paare (h, x) und {h, j/) be- 
stimmt und haben dann x variieren lassen; dabei beschreiben ,r und y 
projektive Pimktreihen, da t/ stets die Ptdare von x für .4.' ist. Also 
gitt der Satz: 

1, Die Polaren der Funk/r a und h für dk Formen eines ISüscIu-ls 
bilden iwei jtrojeltive Punhtreilirn. 

Aach die Polaren eines beliebigen Punktes r bilden mit den 
Polaren des Punktes a eine projektive Punktreibe. Ist nämlich w die 
Pölarp Ton r fttr X\ sind also (a, x), {b, y), {r, u) Paare von X*, so 
behaupten wir, daß u eine mit x und y projektive Punktreihe be- 
»clireilit, wenn X* das Büschel durchläuft. 

Zum Beweise lege man durch die Gerade, welche Trager der binären 
Gsbilile ist, eine Ebene und lu dieser durch a, b und r Geraden; es 
niügeti dann die Geraden durch « und h sich in m, durch a und r in n, 
«inrrh b nnd r in ö schneiden. Da (o, x), (b, y), (r, m) Paare einer 
UiTolution sind, so gehen nach den bekannten Eigenschaften des voll- 
rtiniligen Vierseits die Geradeu j'o, yn, um durch einen Punkt, er 
heiße r. Durchläuft x die Punktreihe, eo beschreiben ox und ny pro- 
j«lctiYe BilBcliel. Diese erzeugen einen Kegelschnitt, der zunächst durch 
■Iit Bßschelscheitel o und n, dann aber auch durch m geht, weil oh 
^ na entsprechende Strahlen der beiden Büschel sind. Dann ist 
»bei mch das Büschel der Strahlen, welche »i mit den funkten z des 
**gelachnitts verbinden, zu den Büscheln mit den Scheiteln o und n 
projektiv. Diese Strahlen durch wi treffen den Trager der binären Oe- 
»ilde aber gerade in den Punkten u, den Polaren von r für die Formen 
^;i h. die Punkte x, y, u beschreiben projektive Punktreihen. Daraus 
folgt dann nnmittelbor: 

8. D ie Polaren zweier beliebigen Funkle der Geraden für die Elemetite 

i Formen 2. Ordnung bilden zwei projehtive Funktrei/ten. 

hyperbolisch, so gibt es in dem Büschel konjugierter Formen 

ybolische: jeder Ordnungspunkt von A^ ist Doppelordnungspnnkt 
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einer solchen Form. Ist A^ selbst parabolisch, so ist sie ihre eigene 
konjugierte parabolische Form. Eine eUiptiache Form besitzt unter 
ihren konjugierten Formea keine parabolische. 

Hat das Böschel zwei parabolische Formen P* und Q'' mit den 
Doppelpunkten p und q, und sind X" und 1"* zwei Formea des Büschels, 
die zu einander konjugiert sind, so läßt sich zeigen, daß die Polaren 
eines beliebigen Punktes für X' und 1'* mit p und q harmonisch liegen. 
Ist nämlich x die Polare von a för X^ y die Polare von a für Y*, so 
ist h, die Polare von a für Ä^, nach 2, 5 gleichzeitig die Polare von x 
für i'* und von y für X*, Die Polaren 

von ff für P*, §*, X', r* sind demnach ;i, q, x, tf, 
» ^ ry ,' « » ', ,7 -■ P> 'h y, X. 

Es müssen also nach 3, 2 die Doppelverhältnisse (jiqxp) und (pqyx) 
gleich sein. Das ist aber nur möglich, wenn die vier Punkte harmonisch 
sind. Also: 

3. Besitzt das Büschd von Formen, die zu einer Form A' Jcotfjugiert 
sind, zwei parabolisciie Formen, so trennen diese jedes Paar in dem 
Büschel enthaltener konjugierten lormen harmonisch. 

4. Die Aonjtigierie Form zweier Formen 3. Ordnung. Das dt*rck 
ewei Formen bestimmte Büschel. — Jetzt seien zwei beliebige Polar- 
syateme X* und B* gegeben. Die konjugierten Formen von A' bilden, 
nach 3 ein Büschel, ebenso die konjugierten Formen von B*. Es 
&^t sich, ob diese beiden Büschel gemeinsame Formen haben. 

Ist zu einem Punkte a für A* die Polare h, für B* die Polare e 
und ebenso zu x für A* die Polare y, für li* die Polare g, so bestimmeii 
die Paare 

(ti, x), {b, jf) eine zu A^ konjugierte Form, 

(a, x), (c, z) „ „ I? „ „ . 

Die beiden Büschel konjugierter Formen werden so oft eine Form 
gemeinsam haben, als die drei Paare (o, x), (h, y), (c, x) derselben 
Involution angehören. 

Um diese Frage zu entscheiden, benutzen wir wieder die Eigen- 
schaften des vollständigen Vierecks. Wir legen durch a, h, c drw 
sich schneidende Geraden, und es mögen sich die Geraden durch a and 
b in m, die durch a und c in ti und die durch b und c in o schneiden; 
femer verbinden wir « mit x, n mit y, m mit z. Durchläuft x den 
Träger der binären Gebilde, so beschreiben y und z projektive Punkt- 
reiben, die Verbindungslinien mit o, n, m projektive Strahl enbüBcbeL 
Je zwei der Strahlenbflschel erzeugen einen Kegelschnitt, tmd diese drei 
Kegelschnitte gehen durch m, n, o. Z. B. geht der Kegelschnitt, welcher 
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Ibb Erzeugnis der Büschel mit den Scheiteln « ond o ist, außer durch 
diese Scheitel auch durch m; denn wenn x nach h rückt, ^<AA y nach 
a, also sind oh und na entsprechende Strahlen beider Büschel, uod diese 
Bchueiden sich nach Voraussetzung iu n\. Je zwei dieser Kegelschnitte 
treflfen sich also noch in einem vierten Punkte, und dieser ist zugleich 
gemeinsamer Punkt aller drei Kegelschnitte; denn wenn y und z in 
den projektiven Puuktreihen demselben Punkte x zngehören, so sind 
we auch einander entsprechende Punkte. Es gibt daher stets einen 
und nur einen Punkt x derart, daß {«, x), {h, y), (c, g) derselben In- 
Tolution angehören. Also: 

1. Es gibt eine binäre Form ä. Ordnung — sie sei mit J* he- 
;ocAnrf — , welche zu zwei Formen Ä* vnd B* konjugiert ist. 

Man nennt iP die Jacobisdie Kovariante von .4.' und B', 
P k&un man, wenn A^ und S* gegeben sind, direkt herstellen. 
H»t em Punkt «i für A^ die Polare «,, für B^ die Polare 6,, femer 
i, für X' die Polare ii, und a, für B* die Polare c,, und ist )\ der zu 
0] bvmonische zugeordnete Punkt für das Paar b^, c, , so bilden die 
Paare a,, i, eine Involution, wenn a^ die Gerade durchläuft.') Es läßt 
nch Dan zeigen, daß ij die Polare von a, für */* ist. Ist c^ der Pol 
von e, für A?, so durchläuft Cj eine mit Cj projektive Punktreihe, wenn 
We »ich bewegen. Man erhält deshalb ein Paar von Pol und Polare 
tier Form A^, wenn man zu a^ für t,, c■^ einerseits und zu Uj für 6j, c 
liüe Polaren von «, , ^,, c, für A* sind) andererseits den 4. harmo- 
tUKhen Punkt (bezw, i\ und i',) sucht. Es entsteht nun aber i, aus 
"j in derselheu Weise wie r, ans a^; man hat nämlich zu «^ (tr A^ 
die Polare Hj, für B* die Polare q, femer zu n, ftir ff die Polare 6, 
iiiJ w f, für j4* die Polare c^ zu suchen uad dann zu a, den zugeordneten 
Bärmoniachen Punkt /, für das Paar 6,, e^. Sind aber /'j und <', ein Paar 
^on Pol and Polare von A^, so ist auch die durch die Paare {a^, i^, 
K'H'S) bestimmte Form J* der Form A^, welche durch die Paare {a^, a,) 
'{\\ ^) bestimmt ist, konjugiert (2). Ebenso läßt sich zeigen, daß J* 
Mr Form B* konjugiert ist. 

Durch J* ist uach 3 ein Büschel von Formen bestimmt, die zu 
" konjugiert sind. Also gilt der Satz; 

2. Ein Büscliel von Formen Ü. Ordnung ist durch zwei seiner 
■^Wnfe A* und B» bestimmt. 

Ein solches Büschel möge mit {A*, B") bezeichnet werden, 

3. Ist eine Form J* za zwei Formen A* und B* konjugiert, so ist 
*f «1 sämtlichen Formen des Büsciicls (A*, B*) konjugiert. 

1) Schroeter. Oberflachen S. Grndea, § 4. 
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4. Eine dmelnc Form rhies BiiscJieh (Ä*, IC) hl bestimmt, uetm 
Man von ihr eitieit Pol uvd die zn'jeliörige Polare he}i7it. 

Diese Form muß nämlich einerseits zur Jacobischen Kovariaate 
des Büschels konjugiert sein, aiidererseits zu der Form '2. Ordmmg, 
welche den Pol und die Polare zu Ordnungseiemeuten hat, und zu 
zwei Formen 2. Ordnung gibt es nach 4, 1 nur eine konjugierte Form. 

Nach 3, 2 bilden die Polaren zweier Punkte für die Formen 
eines Büscheb zwei projektive Punktreihen; aiißerdera ist nach 4, 4 die 
einzelne Form des Büschels bestimmt, wenn man zu einem Punkte die 
Polare kennt. Diese Tatsachen geben die Möglichkeit, ein Büschel von 
Fonnen 2. Ordnung auf eine Puiiktreihe oder ein anderes Büschel von 
Formen 2, <Jrdnung projektiv zu beziehen, 

5. Man nmnt ein Büschel wn Formen ä. Ordnung zu einer Puttkt- 
reihe projektiv, wenn die Punjctreihe zu der Punktreihe der Polaren eines 
Punktes für die Formen des BOschels projektiv ist. 

6. Man tienut swei Büschel von Formen 2. (kdnung projektiv m 
einander, wenn sie m pritjektiven PunktreUien projektiv sind. 

In 3 ist nachgewiesen worden, daß die konjugierten Können 
einer Form mit Doppelordnungspunkt b amtlich diesen Punkt als 
Ordnungspunkt haben, und daß jede Form, welche in jenem Punkte 
einen Ordnungspunkt besitzt, der Doppelform konjugiert ist. Also: 

7. Die sümtlidten Formen 2. Ordmmg, welche eineti genteinsamen 
Ordnungspunkt haben, bilden ein Biisc/iel. 

Weiter gilt der 8atz: 

8. Die Punktreihe der ztceiten Ordnungspunkte eines Büschels tvn 
Formen mit (gemeinsamem OrdmiDijspunkte ist dem Büschel projektiv. 

Ist nämlich a der gemeinsame Ordnungspunkt, sind b, c, d zweite 
Ordnungspunkte und x ein beliebiger Pmikt der Geraden, so ist zo 
zeigen, daß die harmonischen Punkte zu x für die Paaj-e (fl, «J, (a, b), 
(a, f), (a, d) mit a, b, c, d eine projektive Reihe bilden. Zum Beweise 
verbinden wir einen beliebigen Punkt o mit a, b, c, d und schneiden 
dies Büschel von z aus durch eine Gerade in a', h', c', d'. Haa 
erl^lt nun den harmonischen Punkt zu .r für {a, b), wenn man a mit 
b' nud b mit a' verbindet, den Schnittpunkt der Verbind ungsliuion 
wieder mit o verbindet und den Schnittpunkt dieser Verbindimgslinien 
mit dem Träger der binären Gebilde aufsucht. Beschreibt h die Gerade, 
SD beächreiben ah' und ha' projektive Büschel mit den Scheiteln a 
und fl'. Diese Büschel haben perspoktive Lage; rückt nämlich b nach 
a, 80 fallen aV und a'h in aa' zusammen. Der Schnittpunkt von ah' 
und a'b beschreibt also eine mit b projektive Punktreihe, ebenso dann 
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die Verbindangalinie von o mit diesem Schoittpunkte ein ])rojektive8 
StrahleobOscbel. 

Du die Elemente des Büsrheis von Formen 2, Ordnung sich pro- 
jektiv auf die Punkte einer Geraden beziehen lassen, eo lüßt sich die 
guie Geometrie der Geraden auf das BSscliel übertragen. Es lassen 

zwischen den Elementen des Büschels wieder projektive Beziehungen 
ItentcUeu, insbesondere auch involntorische Beziehungen. Zu einer in- 
nlutorischen Beziehung fübrt der Begrifl' konjugierter Formen von selbst. 
Die Paare von Formen eines Büschels (A^, W), die zu einander 
ionjugiert sind, bilden eine Involution. 

Es folgt dies unmittelbar aus der Bestimmung konjugierter Formen, 
nie sie in 2 gegeben ist. Sind (a, b) und {x, y) Paare einer Form, 
•0 amd durch die Paare (a, x), (b, y) und {a, y), (&, x) zwei einander 
lonjugierte Formen X' und Y^ des zur gegebeneu Form konjugierten 
BflBchels bestimmt. Läßt man x die Gerade durchlaufen, so beschreibh 
J eine projektive Punktreibe, die zur Reihe der Punkte x involutorisch 
liegt. Demgemiiß ist auch die Keihe der Formen 1'* zur Reihe der 
Fonnen X' projektiv und befindet sich ebenso mit ihr in involutori scher 
Beiiehong. Vergl. 8, 3. 

10. Zuvi beliAige Bim-hel fß*, S*> u>td (IP, Vy haben stets eine 
Torrn gemeinsam. 

ist nämlich Ä' die Jacobische Kovariante von (R*, S*), B* die 
Jicobiscbe Kovariante von (f/*, F*i, so gibt ea nach 4, 1 eine Form J*, 
'dche sowohl zu Ä' als auch zu B* konjugiert ist, also sowohl dem 
Bflachel (B», S') als auch dem Büschel (C', F") angehört. 

5. Das Bündel der binären Formen 2. Ordnung. — Jetzt seien 
^i bmäre Formen 2. Ordnung A^, & und C* gegeben. Man kon- 
Äuiere aus A* und B^ das Büschel (A*, IP) und verbinde jede 
3? ans {A\ B*) mit C^ zu einem Büschel (X*, C). Die 
der Formen, welche mau auf diese Weise erhält, nennt man 
lel (J.*, &, C'). Zu diesem Bündel gehören alle Formen 
Ordnung, die ea überhaupt gibt. Ist niimlich Z^ irgend eine un- 
llihäügig von .4', B*, 6" gegebene Form, ao bestimmt sie mit C* ein 
Büwiel (C*, Z}); (C*, Z^) hat aber nach 4, 10 mit {A\ B*) eine 
''orm gemeinsam, also läßt sich 2" auch aus C* und {A*, B*) ableiten, 
gehört mithin auch zu dem Bündel (vl^, B*, C*). 

Die binären Formen 2. Ordnung bilden demnach eine lineare 
!"eifacb-unendliche Mannigfaltigkeit wie die Punkte einer Ebene. Die 
proyktive Geometrie der Piinkte einer Ebene läßt sicfi daJter ohne iveiteres 
«"f <las Gebiet der Firmen 3. Ordnung übertragen. Ersieh tUcherweise 



I 
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entspricht dabei einem Punkte eine binäre Form 2. Ordnung, einer 
Geraden ein Büschel von Formen 2. Ordnung, einem Qeradenbüschel 
ein Büschel von Büscheln, d. h. die Gesamtheit der Büschel, die eine 
gemeinsame Form haben, usw. 

In 4, 6 haben wir schon angegeben, wann zwei Büschel projektiy 
zu nennen sind. Fassen wir das Bündel von Formen 2. Ordnung als 
Analogon der Ebene auf, so würden zwei Büschel als projektiv zu 
bezeichnen sein, die zu einander perspektiv sind, deren Elemente durch 
ein Büschel von Büscheln auf einander bezogen werden. Es fragt sich 
nun, ob die beiden Definitionen mit einander im Einklang stehen. 
Wie die nachfolgende Untersuchung zeigt, ist diese Frage zu bejahen. 

Es sei (J2, B^) ein Büschel, Z^ eine Form außerhalb {Ä*, JB*). 
Dann bilden {Z^, Ä^), (Z^, B^) usw. ein Büschel von Büscheln. Jedes 
dieser Büschel besitzt eine konjugierte Form J.'*, JB'* usw. Diese 
konjugierten Formen bilden wieder ein Büschel, weil sie sämtlich zu Z* 
konjugiert sind. Es läßt sich zunächst zeigen, daß (Ä^, B^)^{Ä'^j B'*) 
ist im Sinne von 4. 

Ist nämlich zu einem Punkte p für Z^ die Polare e, 

„ dem „ 

yy w >» 

SO ist der harmonische q zu p für das Paar (6, c) nach 4 der Pol 
von p für A'-, Durchläuft A^ das Büschel {A^y W)y so beschreibt a 
und damit auch h und c je eine zu {A^y B^) projektive Punktreihe. 
Es läßt sich zeigen, daß auch q eine zu (^-, B?) projektive Punktreihe 
durchläuft. 

Zieht man durch p eine Gerade und verbindet einen Punkt m dieser 
Geraden mit t, einen anderen Punkt r dieser Geraden mit c, so erhalt 
man g, wenn man zu p für (w*, r) den harmonischen Punkt sucht und 
diesen mit dem Schnittpunkte von mh und rc verbindet. Der Punkt j 
beschreibt mit 6 und c eine projektive Punktreihe, wenn die Strahlen- 
büschel mit den Scheiteln m und r perspektiv liegen, ihr Erzeugnis 
also eine Gerade ist. Dies ist aber der Fall. 

Lassen wir A^ in {A^j B^) wandern, so wandert a und damit auch 
h. Fällt h mit p zusammen, so ist a mit z identisch, also sind a und 
p Paare von Pol und Polare von A^ und Z^; dann ist auch c mit p 
identisch. Also haben die Punktreihen, die von h und c beschrieben 
werden, den Punkt p gemeinsam, ebenso die Büschel mit den Scheiteln 
m und r den Strahl mrp, infolgedessen ist ihr Erzeugnis eine 
Gerade. 
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Die Punkte 'y beBchreihen mithin eine zu (.■!', B*) projektive 
Pimktreihe. Oae Büachel (--('*, /f'') ist aber der Definition gemäß zu 
der R«itie seiner Polaren filr einen beliebigen Punkt 2> projektiv, mithin 
iit {Ä\ iP) A (-4'*, B'*). Daraua folgt unmittelbar der Satz: 

2. Verbindet man eine heliebkje Furm Z' mit den Formen mies 
fiiMiÄds (A', B') XU Büscheln mul konstruiert zu jedem Büschel iZ^, A% 
iZ\ ff) HS«', die konjugierte Form A'^, B'\ so ist das Büsdicl (A'*, B'^) 
^ konjugierten Formen m (A^, B^) projektiv. 

3. Ztcei Biisdiel von Umiren Formen werden dmvk ein Büschel von 
BSsditln projektiv auf einander bezogen. 

Denn beide Büschel sind dem Büschel von Formen, die dem 
Bflachel von Büscheln konjugiert sind, projektiv. 

4. Zwei Büschel von Büscheln nennt man jtrojektiv, wenn die BüseJtel 
'^rer konjugierten Formen projektio sind. 

Ans 2. und 4. folgt dann weiter: 

5. Verbindet man zwei Formen 2* und U' mit den Formen eines 
^üsfhels (A'. B^) eti Büsdieln, so erhält man zwei projektive Büsdiel 
"Ott Bäsdteln. 

Die Sätze 2. bis Ö. bieten die Möglichkeit, die projektive Geometrie 
^fir Ebene auf das Gebiet der binären Formen 2. Ordnung zu übertragen. 
" ir wollen hier die abgeleiteten Eigenschaften nur zur Untersuchung 
•«i" Doppelformen 2. Ordnung benatzen. 

Die konjugierten Formen einer Form A^ bilden ein Büscbel (ß*, C). 



rchläuft A^ ein Büacbel (.-!', Z'), so beschreibt {ß* C) ein pro- 
J^ttiveB Büschel von Büscheln. Ea besteht also zwischen den Formen 
^- (Irdnung und ihrem konjugierten Büschel eine reziproke Vencandtsrh-aft. 
theee Verwandtsehai't ist außerdem involuiorisch. Ist nämlich die ge- 
•»»eiusame Form von (.4*, J?'"l und (B^, C*| eine Form U*, so ist U* 
*Uch eine konjugierte Form von Ä^; daher enthält umgekehrt das 
BÖBchel von Formen, die zu f* konjugiert sind, auch A*. Die Formen 
- Ordnung sind also auf die Büschel konjugierter Formen projektiv 
'»öd 90 bezogen, daß jedes Büschel von Formen mit dem Büschel von 
BÜBcheln konjugierter Formen involutoriach liegt. Die reziproke Be- 
^lehang ist also ein tertiäres Polarsystem 5. Ordnung (Polarsystem einer 
''Urve 2. Grades oder eines Kegelschnitts), 

Was stellt nun die Ordnungskurve des Polarsystems dar, die 
Qeeamtheit der Formen, die sich selbst konjugiert sind? 

Eine Form 2, Ordnung ist sich selbst konjugiert, wenn sie zu- 
■mmenfaUende Ordnungseleraente besitzt, wenn sie parabolisch ist 
,9. Also: 



I: 
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(5. ZJie Gtsamtheit der Formen 3. Ordnung mit zusammenfallenden 
OrdnungselemenUm bildet eine einfache quadraiisdte Mannigfaltigkeit (Kurve 
2. Ordnung). 

Tangenten dieser Kurve 2. Ordnung sind die Büschel von Formen 
2. Ordnung, die einen gemeinsamen Ordnungspunkt haben. 

Die Kurve läßt sicli auch leieht als Erzeugnis zweier projektiren 
Büscliel von Büscheln nachweisen. 

Ein Punkt a als erster Ordnungspunkt bestimmt mit sämtlichen 
Punkten der Geraden als zweiten ürdnungspunkten ein Büschel von 
Formen; ebenso bestimmt ein Punkt h ein zweites Büschel und zwar 
nach 4, 8 ein projelrtivea. Zu einer Form mit den Doppel dementen a 
und X gibt es ein konjugiertes Büschel, ebenso zu der Form mit den 
Doppelelementen h und x. Ordnen wir diese Büschel einander zu, so 
erhalten wir, wenn x die Gerade durchläuft, zwei projektive Büschel 
von Büscheln. Ihr Erzeugnis ist die Kurve der Formen mit Doppel- 
ordnungselementen. Das gemeinsame Element (Schnittpunkt^ der Büschel, 
die zu {a, x) und {b, x) konjugiert sind, ist die Form, welche den 
Punkt X zum Doppelordnungselement besitzt. 

Der Beweis, daß die Formen mit Doppelordnungselementeu eine 
Kurve 2. Ordnung bilden, läßt sich noch in anderer Weise führen, 
Dämlich in genauer Anlehnung an den Nachweis bei ebenen Polar- 
systemen, wie ihn Schroeter in seinen Kegelschnitten § 57 führt. 

Die Lehre von den binären Formen '2. Ordnung hat danach ihr 
Spiegelbild in der Kegelschuittslehre. Jedem Satze über Kegelschnitte 
entspricht ein Satz über binäre Formen 2. Ordnung. Insbesondere 
entspricht der Polarentheorie des Kegelschnitts die Lehre von den 
konjugierten Formen 2. Ordnung. Einem konjugierten Dreieck des 
Kegelschnitts entsprechen drei Formen, von denen jede den beiden 
anderen konjugiert ist, wie wir sie in 2,5 kennen gelernt haben. 

Posen, im Juli 1903. 
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über Beziehongen zwischen den Integralen einer homogenen 

linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung und ihren 

ersten Ableitungen. 

Von Qeorg Wällendero in Charlottenburg. 

Herr Koenigsbergtr hat (Math. Ann, 30, 299—300) den Satz 
bewieaen: „Die einzige algebraische Beziehung, welche zwischen den 
Integralen und deren ersten Ableitungen einer irreduktiblen homogenen 
lineareu Diffiareatialgleichimg zweiter Ordnung 

mit itigebraischen Koeffizienten bestehen kann, ist die bekannte Relation 

.Vi!/; -!/>» = «"■''■'", 
faiU P die logarithmische Ableitung einer algebraischen Funktion ist". 
Diibei faßt Herr Koenigeberger den Begriff der Irreduktibilität bo, 
daß feein Integral von I Ä) einer Differentialgleichung erster (oder nnllter) 
Ordnung mit algebraischen Koeffizienten genügen soll. 

Wir stellen uns in der folgenden Untersuchung von vom herein 
Kuf einen anderen Standpunkt, indem wir als Rationalitätsbereich den 
der eindeutigen Funktionen wählen und daher den Begriff der Irre- 
duktibilität im Sinne von Frobenius ao fassen, daß kein Integral von 
(Ä) einer homogenen lineareu Differentialgleichung erster Ordnung mit 
«mdeutigen Koeffizienten geniigen soll, im übrigen aber auch die 
fiedaktibilität der vorgelegten Differentialgleichung zulassen. Die Wahl 
^«s Hationalitätabereiohes Imngt eben von dem Zweck der Untersuchung 
''"'■ Ilerm Koenigaberger kommt es darauf an, die algebraischeu Be- 
Teilungen zwischen gewissen transzendenten Funktionen zu eruieren, 
"•"s dagegen, die Art der Vieldeiitujkeit der Integrale aus gewissen 
'«'iscltm ihnen und ihren Ahleittmgen besteltenäen Beziehungen zu er- 
^Kitteln; er mußte daher die algebraischen, wir die eindeutigen Funktionen 
°Bin Rationalitätsbereiche zugrunde legen. 

I< Wir gehen ans von der homogenen linearen Differeutialgleicfaung 
(A) y" + Pi/ + Qu = 0, 

*orin P und Q eindeutige Funktionen der unabhängigen Veränderlichen z 
*'öd, Zwischen zwei Fundamen talintegralen (/, und g^ besteht die be- 
^te Relation 
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Wir wollen nun voraussetzen, daß außerdem eine von (1) ver- 
schiedene Relation bestellt: 

(2) \y1y2 + Wiyt + Ky[yt + «i^y;»,' - o*), 

worin die Koeffizienten ä^ , ... ä^ ebenfalls eindeutige Funktionen von 
z sind. Die Differentialgleichung (A) läßt sich durch die Transformation 

(3) y = e'^f^'^'u 

auf die Form bringen 

(B) m" = qu, 

worin auch q^^^P' +\P^ — Q eine eindeutige Funktion von z ist 
Zwischen den entsprechenden Fundamentalintegralen u^ und ti| besteht 
dann ebenfalls eine Relation 

(C) L = a^u^u^ + a^uy^ + (hS^ + «i,w>f = ^ 

mit eindeutigen Koeffizienten.«) 

Durch Differentiation erhält man aus (G) unter Berücksichtigung 

von (B): 

CD) ^' = K^i^i + K^iK + &io«*>2 + hyy* = 0, 

worin 



(4) 



ist. Es sind nun zwei wesentlich verschiedene Fälle zu unterscheiden, 
je nachdem (D) von (C) unabhängig ist oder nicht. 

Wir behandeln zuerst den weniger interessanten Fall, daß (G) und 
(D) von einander unabhängig sind. In diesem Falle erhalten wir ans 

a^ + an — + a. -- + a, — - = 0, 6a + 6a — + &i — + &i — — -= ^ 

quadratische Gleichungen für - und — • Es sind nun wieder zwei 

Unterfälle zu unterscheiden. 

1. Fall: a^^ = a^^, also auch b^^ = b^^, 

1) Der Fall, daß auf der rechten Seite von (2) nicht 0, sondern ae~~J^^* steht, 
worin a eine eindeutige Funktion von z bedeutet, kann mittels der Relation (1) 
sofort auf den oben behandelten Fall zurückgeführt werden. 

P _ _ P*_ _ P_ _ P_ 

2) Esistae^ = äo -- K^ + a,; + -a,^, % = «o, "" 2 "*»!' ^o'"'*!«""?"'.' 
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Dann erhalten wir für — und — dieselbe quadratische Gleichung; 
es ergibt sich also: 

worin A und B eindentige Funktionen von e sind. Bezeichnen wir 
zur Abkürzung «' + »> mit [v], so wird 

und, da q eine eindeutige Funktion von e ist: J. «« — ^ -g-, also 



* B 
und 



+*(!)+* 



Es mag besonders hervorgehoben werden, daß die beiden Relationen 
(C) und (D), bei denen in der ersten ein Koeffizient toülkürlich vor- 
geschrieben sein kann, nur zwischen den bis auf eine Eonstante be- 
stimmten Integralen u^ und t«, bestehen. 

ä. FäU: a,^ + a^. 

Zunächst ergibt sich wieder 

u, ^B^[^' ^ 4 J5 -rie^j^; -1-^? 

femer 






worin C und D eindeutige Funktionen von z sind; also 
9-'^-[^]-C' + D'yB + ^^yB+ 0^ + 0^3 + 2CDYB 



und daher 



^ 2 2) 4 J8 



Aus 
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ergibt sich 



oder, wenn jB== - gesetzt wird: 

../q2>" o1>'\ 42) (D«-1) ^ 
V +(2^-3^)t; ^^, «0, 

folglich 

■^ = ? = 4l>'(2?' + 2cD + l) ('^ ^»UkörUche Konstante). 
Wir erhalten daher 

«1 =]/'# Vl>* + 2c2) + 1 e'-^ />V^+27^+i 
oder (bis auf einen konstanten Faktor) 

Wenn man q sowie die Größen a^^, . . . a^ als rationale Funktionen 
voraussetzt; so ist auch D eine rationale Funktion; in diesem Falle ist 
daher die Differentialgleichung (B) algebraisch integrierbar. — Die 
unter Fall 1. gemachte Schlußbemerkung greift auch hier Platz. 

2. Wir kommen jetzt zu dem interessanteren Falle, wo die Relation (D) 
von (C) nidit unabhängig, d. h. identisch L' ==^ XL oder 

ist, worin die Größen t^^, . • . tj die in (4) stehenden Werte haben 
und l eine Funktion von z bedeutet. Auch hier sind wie in I zwei 
Fälle zu unterscheiden, je nachdem a^ — a^ von Null verschieden oder 
gleich Null ist. 

1, FaM: a^ + a^ . 

Aus der zweiten und dritten der Gleichungen (5) ergibt sich zunächst 
A == '__ ** • Wir können nun hier durch Multiplikation mit einer 
dem Rationalitätsbereich angehörenden Größe bewirken, daß A =» wird: 



1) Ist c = 1, so wird (bis auf einen konstanten Faktor) 

D+l _ rde 1 

u- = — J^ , M. =3 — u^ I --=1 —— 

yw ' 'J ^i yz 



yn' 
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multiplizieren wir |(C) mit einer noch zu bestimmenden Größe fi^ so 
erhalten wir fiL = und durch Differentiation unter Berücksichtigung 
Ton (B) fiL' + ft'L =» oder 

Wir haben also zu wählen ^' + A/i = 0, d. h. 



«lo-S 



worin c eine beliebige, aber feste von verschiedene Konstante bedeutet. 
Multiplizieren wir daher die Relation (C) mit — ~ — und bezeichnen 

die neuen Koeffizienten durch die entsprechenden großen lateinischen 
Buchstaben, so erhalten wir 

(E) M=A^u^u^ + A^u^u^ + ^i,w>2 + ^i,w>2 =" 

tmd daraus durch Differentiation unter Berücksichtigung von (B) eine 
Relation, deren Koeffizienten gleich sind, d. h. 

(6) j< + (A + ^.> = 0, ^, + ^ + ^^3 = 0, 

\A^^ + Äl + A,^q = 0, \ + A,^ + AI = 0. 

umgekehrt folgt aus dem Bestehen der Gleichungen (6) für jedes 
lategralpaar u^, u^ der Differentialgleichung (B) 

-5— =» 0, d. h. Jlf« const., 
dz ' ' 

*«o u. a. auch für «i^ = u^\ 

Aus der zweiten und dritten der Gleichungen (6) ergibt sich nun, 
^6 vorauszusehen, A[^ — A^ =■ 0, also A^^ — A^ = c; femer aus der 
werten Gleichung: A[^ »= — (2-4^ + ^); ^^ muß daher -4^^^ die Ableitung 
*ißer eindeutigen Funktion sein: A^ ^ q' {ff eine eindeutige Funktion 
▼on z) und ^^ = — 2<> — C£r — c^. 

Aus den beiden ersten Gleichungen (6) ergibt sich dann 

\ - (2p + c;er + c,)«' + (2(»' + c)q - 9'" = - {2q' + c)(Z, 

*«o zwischen q und 2 die Differentialgleichung 

(') g'(2p + c^er + Ci) + 2g(2()' + c) - p'" - 0. 

Diese Gleichung wird für jedes q erfüllt durch 
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also für 

das ergibt die bekannte Relation 

ttjUg — w^Mj = const 

Ans der Gleichung (7) erhalt man nun^ wenn man sie als Differen- 
tialgleichung für q betrachtet: 

2= l2Q + ez + c,y 

oder 

~ c 



^ = 



.'+, 



_2q + C^ + ^1- 



+ (2p + ?« + c^' > (^-^+i) 



und, wenn man 2(> + c^ + ^i = <? setzt: 

worin (T eine beliebige eindeutige Funktion von e ist. 

Setzt man in der Differentialgleichung (B) u =• Y^Vy so erhalt man 



also für V die Differentialgleichung 
deren Integrale 



„" + «_ t,' _ L 0, 



sind. Es ergibt sich daher 

Ist y = 0, so wird U, ^Yö, ET, - ü, C~ ^yä C^. 

Für die Koeffizienten von M ergeben sich unter Berücksichtigung 
von (8) folgende Werte: 

Es mag noch einmal besonders betont werden, daß hier zwischen 
zwei beliebigen Integralen 
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die Rektion M » const. besteht^ aus der dann mittels der Beziehung 
tfjM^ — ti^u, » consi stets eine Relation üf = abgeleitet werden kann. 
Wir haben also das Resultat: 

Zwischen ewei beliebigen Fundamentalinteffralen u^y u^ der Diffe- 
rentialgleichung 

u L« tfJ ^ ff' 

besteht eine BdaUon 

worin c eine passend gewäJüte Konstante bedeutet y welche von der Wahl 
der Integrale Uy, w, abliängt, aber für sämüiclie Integrale ü^, w^, die 
AUS Mj, M, durch Umläufe der Variablen z hervorgehen, invariant bleibt,^) 

Man kann die Gleichung (7) auch als Differentialgleichung dritter 
Ordnung für q bez. 6 auffassen: 

(7*) (y'"-4g(y'-2g'(y = 0; 

die oben durch Auffassung von (7) als Differentialgleichung für q ge- 
wonnene Gleichung 

stellt dann ein Integral erster Ordnung von (7*) dar. 

Die Differentialinvariante a' — 6 der Differentialgleichung 

(J*) ö'" — 2aö' — 6<y = (a=2j, 6=29') 

^t den Wert Null; ihr allgemeines Integral lautet daher bekanntlich^) 

^o^in Uj und Wj zwei Fundamentalintegrale der Differentialgleichung (B) 
Weuten.*) Es muß also, da J.j =« — war, eine quadratische Form zweier 

1) Anmerkung: Gleichzeitig nehmen die Ausdrücke 

A uj + {Ä, + A^ti^w; + A,ui* (* = 1, 2) 

wwie 

\^^i + A^^i^i + A.Wi'w, + Ä^u[ui — M+{A,^ - ^^(Mi u,' — u[u,) 

^(>&8tante Werte an, woraus man direkt erkennt, daß M auch einen konstanten 
^ert (also fdr ein passend gewähltes c den Wert 0) annimmt, wenn man u^ 
^d i4j durch oc^u^ + a,t*, und /JjUi + /?,m, ersetzt. 

2) YergL z. B. des Verf. Arbeit: „Anwendung der Theorie der Differential- 
invarianten etc." Joum. f. die reine u. angew. Math. Bd. 118, 14—15. 

3) Anmerkung: Es ist unrichtig zu sagen (wie man es in einigen Abhand- 
"O^^n ausgedrückt findet), daß (7*) diejenige Differentialgleichung sei, der die 
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Fundamentalintegrale der DifferentialgleicliUDg (B) eine eindeutige 
Funktion von z sein; daraus ergeben sich aber leicht die Integrale 
derselben in der oben (S. 156) angegebenen Form; der Wert y = 
entspricht dem Fall; wo die quadratische Form 6 ein vollständiges 
Quadrat ist. 

Wir schreiben die Relation Jlf =- in der Form: 



Quadrate ein es jeden Integrals der Differentialgleichung (B) genügen; denn setst 
man in (7*) ly = u*, so erhalt man t*(u" — gu)' + 8m'(i*" — gw) = 0; der 
Gleichung (7*) genügen also die Quadrate der Integrale sämtlicher Differential- 

gleichungen u" = qu -\- —^^ wo y eine beliebige Konstante bedeutet; das all- 

u 

gemeine Integral der letzteren hat die Form 



worin u^ und u. Fundamentalintegrale der Differentialgleichung (B) und c^, c, 

willkürliche Konstanten sind, während c, = "j/CjC, + 7* i^t. — Dagegen kann 
man sagen: ^^Der Differentialgleichung (7*) genügen sämtliche Produkte je zweier 
beliebiger Integrale der Differentialgleichung (B)/* Es sei nämlich li^, ti^ ein 
Fundamentalsystem Von Integralen der Gleichung (B), dessen Determinante 
UjU, — 11 jU, = 1 ist; durch dieses kann man sämtliche Integrale von (B) aus- 
drücken. Setzt man nun 

worin Vi*, — r,^i = 2y, so wird ^xTJ,' — rji'tj, = (yi^, — y,*x)(<*i«*f' — <*iX) = 27, 
und man erhält 



also 



femer 



oder 



^ + ^' =, i' 5» __ 5.1 « ?y 

^' = i /^ _ 2J'\ ^« =. i /l' 4. ^\ 
Tji 2 U ff/' t;, 2 \tf "^ (j^' 



2 



dies ist aber gerade die Gleichung (8). Das allgemeine Integral derselben 
lautet somit 

<y = yi^i«*i + y»*jw} + (y^d, + y,^i)UiU,, 

worin yj, dj , y,, d, beliebige der Bedingung y^d, — y^d^ = 2y genügende Kon- 
stanten sind ; setzt man y, dj = q , y, ^j = c, , so folgt 

(yi^t + rM' = (n^, - y,*i)* + 4y,(f,y,d, = 4(c,c, + y«) 
also 
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H dinelbe bleibt bestehen, wenn man statt Cj, u, allgemein cf^u, -f o^u^, 

H A")"''^!''! B^tzt; nur die KonBtajite rechts ändert sich estsprccheDd. . 

H Trägt man in die so verallgemeinerte Relation für « seinen Wert 

H • = f|i*J + CjMj + 2c^u^l{^ ein, so erhalt man eine algebraische Identität, 1 

H «eiche, wie so häufig, als die wahre Grundlage der vorliegenden träne- I 

H icudenlieD Untersuchung betrachtet werden muß. Diese Identität laßt | 

P tidi nun nachti%lich leicht verifizieren; sie lautet: 

K^'s«i+'»s»;+c.(«i«;+»^<))(('4'^+t'j«j)(A«i+/3i";)+(«i"i+«»'<xA»i+/3,it^) 

Di«e rein algebraische Identität besteht für ganz beliebige OröSen 
»,, Up M,, Wj, Oj, ^,, c,, /5ä, ('[, Cj, fj. Betrachtet man m,, Mg als 
Funktionen einer Veränderlichen s, i'[ und «^ als ihre Ableitungen 
ondKßt Mj, Mj der Bedingung geniigen, daß ihre Determinante Mj«,— »j!(j 
(ine Konstante ist (die ohne Besehränknng der Allgemeinheit gleich 1 
gfMtzt werden kann) — und dies ist das eigentliche transzendente 
Element der Cntersuchung — so erhält man, wenn mau nun weiter 
•i und u, als Integrale einer Differentialgleichung zweiter Ordnung 
MflflBt. die quadratische Form c,m3 -f c^ul + 2cj«jHj = ff setzt und auf 
beiiien Seiten eiue passende Größe subtrahiert, in der Tat die Relation 
■Jf = 0. ond mau sieht zugleich, in welcher Weise die dort auftretende 
fionaUnte c von der Wahl der Fundamentalintegrale, d. h. (da e, also 
well fj^ Cj nnd Cs als feste Größen zu betrachten Bind) von a,, «,, ^„ /i, 
•Hängt, Insbesondere erkennt man, daß 

'■ *■ von Null verschieden ist, sodaß die Koeffizienten Af, und A^^ 
■"i M, also auch o„ und a, in L i. a. von einander verschieden sind, 
'ifl wir ursprünglich voraussetzten; nur für diejenigen Integrale, für 
■*«lche c,(a,ji, + ajjS,) — c,Kjß^ - c^a^ß, = ist, sind A^^ und .4,^ ein- 
^^w gleicii: dieser Fall ist als Grenzfall zu betrachten und berührt 
"Co mit dem Falle, den wir nunmehr untersuchen wollen. 
^' ^'^- % - «u- 

Dividiert man beide Seiten der Relation (C)L = durch a,^ = o,^ 
"^^ bezeichnet wieder die neuen Koeffizienteu mit den entsprechenden 
giifien lateinischen Buchstaben, so wird dieselbe: 



k 
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Da ^ = Ä^^ ="1 ist, so lauten hier die Gleichimgen (5): 
(5*) A'^ + 2q^XA^^, \ + Ä,^q^k, 2 + ^;^ - A^,/) 

Aus diesen Gleichungen folgt, wenn man zunächst aus der zs 
derselben den Wert für >l in die beiden anderen einsetzt, sodan 
erste differenziert und aus den dadurch sich ergebenden drei Gleichi 
A. und Ä[ eliminiert: 

(9) A,^A;;-2A;^-(6q + ^-A,)Al-4q* + 4qJl+^-Al^ 

Diese Differentialgleichung für Aq^ gehört zur Erlasse der von 
(Joum. für die reine u. angew. Math. 121, 210 — 217) behani 
Differentialgleichungen, welche ich in einer in demselben Journal 
nächst erscheinenden Arbeit^) (vergL C. R. 137 -„Sur T^quation dif 
tielle de Riccati du second ordre'^ als Riccatische Differentialgleichi 
zweiter Ordnung im weiteren Sinne bezeichnet habe; sie geht zun 
wenn man die 1. c. p. 215 — 216 angegebene Methode anwendet, < 

die Substitution -4^ = - über in: 

(10) v" -(^ = 6qv\ v'-^-4qv + 4g»v» - 0, 

und diese DiffereDtialgleicbung wird durch die weitere Substitutio 

(11) v^-^'- 

transformiert in die lineare homogene Differentialgleichung d 
Ordnung 

(12) V'" - 3 1^ v" - (4ff - 3 (1^)' + ^) v' + 2q'v~0. 

In der durch v = qto auf die Normalform transformierten Differe 
gleichung 

(12*) M;'" + 2aw;' + 6u;=-0, 

worin 

7 " 2 \q 



»-'t-KI)-^«' »-V-'V-+ä(r)-2»'. 



1) Wir können hier nicht wie in Fall 1) (vergL S. 164) durch Moltiplil 
mit einer geeigpieten Größe X zum Verschwinden bringen; denn der dazu erf 

liehe Multiplikator n ^s=: ce ^ gehört hier im allgemeinen nicht dem 
lit&tebereiche an. 

2) Dieselbe ist inzwischen erschienen (180, 77—88). 
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ist die Differentialinyariante a' — b ^0. Daher hat das allgemeine 
Int^nJ der Differentialgleichnng (12) die Form: 

w'orin $^ nnd s^ Fundamentalintegrale der Differentialgleichnng 
(13) ,"_|,'_j^ = 

siud^); dies ist aber diejenige Differentialgleichung^ der die Ableitungen 
der Integrale der Differentialgleichung 

(B) w" = qu 

genügen. Es ist also 

(14) t; = c^u^^ + CgU,'* + 2^5 wX; 

^«^orin Uj und u^ Fundamentalintegrale von (B) sind. 

Da V == -j- und q nach Voraussetzung eindeutige Funktionen von z 

®ixid, so muß auch — = — 2qv (Gleichung (11)) eine eindeutige Funk- 
tion sein, die wir mit x bezeichnen wollen. Dann ist 

Cl4r*) t; =- C^u[^ + C^U^^ + 2C^U[U^ == e^^^' (Congt. =1 genommen). 

folgt durch Differentiation unter Berücksichtigung von (B) 
durch nochmalige Differentiation 

'^i«! + «k«l + 2c,«i«, = 1^ (x» + x' - x| - 23) = ef"", 
in fi ebenfalls eine eindeutige Funktion von z bedeutet. Setzt man 

ergibt sich aus i^i^^s ~ ^ durch logarithmische Differentiation 

^J + 5.««^; 



1) Man findet dieselbe am einfachsten auf folgendem Wege: das allgemeine 
^*^^^©gral von (12*) hat die Form «? = CjijJ + ^»^1 + ^CsT^jT?,, wo tj^ und ij, 

'undamentalintegrale der Differentialgleichung ij " + — ij = sind. Aus dieser 
^«titercn Oleichong geht dann (18) durch die Transformation f = g^rj hervor. 

AichiT dar lUihmnAtlk und FhTiik. DL Beihe. X. 11 
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ferner ist 



also 



und daher z. B. 



^1 ^1 "^ 



'i/i ^ 
folglich 

9— {-[-;} = -^i^' + ^t^' + y*'''-^""- 

Da q eine eindeutige Funktion von z ist, so muß auch e^*^^' eine 
eindeutige Funktion sein, die wir mit q bezeichnen; es ist also 

d. h. gleich der Quadratwurzel aus einer eindeutigen Funktion. Feiner 
erhält in der Differentialgleichung (B) q den Wert 

sie besitzt daher zwei Fundamentalintegrale 

Aus den Gleichungen (5*) folgt umgekehrt nur, daß N' =^ IN, also 
N^ce*^ ^' ist. D. h. zwischen zwei beliebigen Fundamentalintegralen 

besteht eine Relation 

worin der Wert der Eonstante c von der Wahl des Fundamentalsysiems 
tij, Mg abhängt. — Wir hatten nun die Qleichungskette 

Ao = ;. ''=""^7' v = q<2 + c,M2« + 2(?,tt;u;, 

Ciuf + Csjt*! + 2c^u^u^ = )/p; 
ferner ergibt sich aus den beiden ersten Gleichungen von (5*) 

und aus der dritten 
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Daraus erhalten wir unter Berücksichtigung des Wertes fOr q (Gleichung 
(15)) fOr Ä^y A^ und k folgende Werte: 

Also: Zwischen ewei beliebigen Fundamentdlintegralen ti^, u^ der 
DifferenHalgleichung 

»■'-av-n(^)'+^> 

(16) J^=(^'-i;')«x«, + «.«; + «;«,-i?«x-^-|?.') 

Eine Relation N =^0 besteht nur zwischen solchen Fundamentalinte- 
gralen ti|, tij, fOr welche c = ist. 

Berücksichtigt man, daß Aq^ = — 2q-^, t; = c^u^^ + c,tij* + 2c^Uj'tt^ 

ist, und daß man in N statt u^ und t«, allgemein cc^u^ + c^u^, /SiU^ + ß^u^ 
setzen darf, so erhält man nach Multiplikation mit Citiiu[ + c^u^u^ 
+ ^8 (**!**« + K^) ^^® algebraische Identität: 

(17) (c,u[^ + c,u^' + 2cy,u^){a,u, + a,u,)(ß,u, + fti*,) 

— (^^**i + ^<<«^« + ^8(^«*« + «*i'ws))((ai«*i + cc^iU)(ßiU[ + ß^u^) 

welche wieder als die Grundlage der gefundenen transzendenten Relation 
(16) anzusehen ist. Doch ist die transzendente Untersuchung un- 
erläßlich, da sie erst zeigt, daß diese Identität die allgemeinste ihrer 
Art ist. — Wählt man gerade ü^ und ü, als Fundamentalintegrale 
und setzt cc^U^ + cc^U^ = m^, ß^ü^ + ß^u^ = t4j, so verschwinden in (17) 

q und Cj, da ü^-U^^ Yq ist, und man findet, daß die Relation jV => 
ftlr alle diejenigen Fundamentalintegrale ti^, u^ besteht, für welche 
«lA + ^ißi ==^0 ist. 

Die algebraische Identität (17) ist übrigens identisch mit der in 1) 

1) Anmerkung: Da Yq i. a. keine eindentige Funktion von z ist, so kann 
xnan hierans i. a. nicht mit Hilfe der Relation u^ui — u[a^ >» c eine Beziehung 
Jlf » mit eindeutigen Koeffizienten ableiten. Das ist nur der Fall, wenn q = ä*, 
^0 ö eine eindeutige Funktion von z ist; dieser Fall fahrt auf den in 1) be- 
lianddten zurück. (Vorgl. S. 161 ff.) 

11* 
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gefundenen^ wie man leicht einsieht, wenn man die fernere Identität 
berücksichtigt: 

(CiWi^i + CjUjWj + c^iu^ul -f u^u[)y — (c| — CiC2)(wiwi — u^u^y 

Wenn wir die spezielleren Falle den allgemeineren unterordnen, so 
können wir zum Schluß sagen: Die aUgemeinsten Differentialgleichungen 
(B), zwischen deren Integralen eine Relation L ^ besteht, sind die- 
jenigen, welche zwei Fiindamentalintegrale von der Form 

u^^Yge*^ y^, n^^-Yge •^ V? 
besitzen. 

' Ein Blick auf die vorhergehende Untersuchung lehrt, daß man 
analoge Resultate wie im zweiten Teile für die allgemeinere Relation 

a,ul + 2aiUiU^ + a^ul + b^u^u^ + b^u^u^ + \K^i + \^^t + c^u'^^ 

+ 2c^u[u^ + c^u^^==0 

erhält. — Die vorliegende Untersuchung hat auf ganze rationale 
Funktionen (Formen) der Integrale und deren Ableitungen einer homo- 
genen linearen Differentialgleichung mit eindeutigen Koeffizienten ge- 
führt, welche die Eigenschaft besitzen, durch Differentiation formell 
in sich selbst, multipliziert mit einem nur von z abhängenden Faktor, 
überzugehen. Die eingehendere Untersuchung dieser neuen Art von 
„Differentialinvarianten" behalte ich mir für eine spätere Arbeit vor. 

Charlottenburg, den 30. Juni 1904. 

1) Anmerkung: Das transzendente Äquivalent dieser algebraischen Identität^ 
ist die Tatsache, daß in einer linearen homogenen Differentialgleichung zwei^f 
Ordnung u" = qu der Koeffizient q sich durch eine quadratische Form c ==- 
CjM} + c, tt| + 2c^u^u^ zweier Fundamentalintegrale u^, w,, deren Determinante 
Wj M,' — Wjt/i = c ist, folgendermaßen ausdrücken läßt: 



- : &' + 



2 ö 



« = n . .».II ^t 



sodaß sie unter Adjunktion von a durch Quadraturen integrierbar wird (vgl. S. 159^ ^ 
gleichzeitig ergibt sich, daß der auf der rechten Seite von q stehende Ansdruc 
eine absolute Invariante ist. 
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Die überzähligen wiUkürüclien Konstanten in der Lösnng 
der Hamiltonsclien partiellen Differentialgleichnng. 

Von Ernst Schultz in Stettin. 

In der Abhandlung ^^ilucidationes de aequationum differentialium 
Yulgarinm systematis etc/' stellt Jacobi die Folgerungen zusammen, 
welche sich aus dem Vorkommen willkürlicher Konstanten in den 
Integralgleichungen ziehen lassen. In dieser Arbeit soll untersucht 
werden, unter welcher Bedingung die verschiedenen Lösungen einer 
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, welche die Zeit explicite 
nicht enthält, überzahlige Konstanten enthalten können. Eine be- 
merkenswerte Form nimmt die Bedingung für die Anwesenheit der 
überzahligen Konstanten in den Integralgleichungen der Hamilton- 
schen partiellen Differentialgleichung an. Zum Schlüsse zeige ich, daß 
die Ausdrücke, welchen die partiellen Differentialquotienten der Lösungen 
nach den überzähligen Konstanten mit Berücksichtigung der Integral- 
gleichungen gleich werden, eine Funktion der » — 1 willkürlichen 
Integrationskonstanten sein müssen. 

1. Die überzähligen Kotistanten in den Lösungen der allgemeinen 
partiellen Differentialgleidmng erster Ordnung. — Es sei die partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung, welche die Zeit explicite nicht enthält, 

Hierin bedeutet a^ eine Konstante. Die w — 1 verschiedenen Lösungen 
der Gleichung (1) seien H^ = a^, flj = a„ . . . fl^ « a^ wo a,, o», . . . a, 
die n — 1 willkürlichen Integrationskonstanten sind. Die Ausdrücke H^, 

H^j ... H^ stellen Funktionen von j^, g^, ... q^^ p^ == |?^, 

A = g^> • • • P» = g^ «nd den überzähligen Konstanten «i, o,, . . . a^ dar. 
Damit das System 



ein Lösungssystem von (1) darstellt, müssen die bekannten Bedingungen 
i^i^k) ="0 (f, t=.i^ 2 „j identisch befriedigt werden. Aus dem 
System (2) und der gegebenen Differentialgleichung (1) ergibt sich 
durch Elimination das System der Integralgleichungen 
(3) p^ =. (D.(q^, g,, . . . 2^, a^, a„ ... a^, 0^,0,,... aj. 
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Da die gegebene Differentialgleichung (1) durch diese f&r die p er- 
haltenen Ausdrücke identisch befriedigt wird, erhalten wir durch 
Differentiation von H^ ^ cc^y nach a^, o^, ... a^ und einer der über- 
zähligen Eonstanten, welche wir ohne Index mit a bezeichnen wollen, 



Wir setzen ^ « 



dPi 



dccj^ 



dp' 

und bezeichnen die zu «— ^ gehörende Unter- 
determinante mit z/^,.. Alsdann ergibt sich aus den n ersten Glei- 
chungen des Systems (A) 

(4) a^--^' (-i.«.....) 

da d von Null verschieden ist. 

O TT 

Setzen wir diese für -^ (,• =,1,2,..«) erhaltenen Werte in die letzte 

^Pi 

Gleichung des Systems (A) ein, so muß diese identisch befriedigt 
werden. Wir erhalten also 

Die linke Seite dieser Gleichung ist jedoch 

^ j^ -^ da dcc^ da^ 

Damit also die letzte Gleichung des Systems (A) durch die in dem 

System (4) gegebenen Werte für ^— *, ^— ^, • • • -^ identisch befriedigt 
werde, muß ^' ^* ^" 

^ ' ^L^ — Ca coi^ da^ 

sein. Ersetzen wir a durch a^, o^, ... a^, so muß für jede über- 
zählige Konstante die Bedingung (6) erfüllt werden, was bekanntlich 
auf die gegebene Differentialgleichung führt. 

Um nachzuweisen, daß die Bedingung (6) hinreichend und not- 
wendig ist, das System (A) durch die Ausdrücke (4) zu befriedigen, 
ersetzen wir eine beliebige Gleichung des Systems (A), z. B. die tte, 
durch die (n + l)te. Wir erhalten dann das System: 

^j dp^ 3«! ' ^j rp^ ^^k—i ' -^ ^Pt^^^^ ' 

^ ap, da^^i ' ^ cp, du^ 

3 = 1 ' i-=l 
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Zur YeremfiEMsliimg setzen wir 



T^^^ + --.... ^^*~^ _ ?* ^Pk+1 



3«. 



Femer bezeichnen wir dementsprechend die ünterdeterminanten mit 2)^U 
Somit ergibt sich ans dem vorhergehenden System 

Setzt man diese für ^ -\ ^— ^> ••• 0— ^ erhaltenen Werte in die 

Arte Gleichung des Systems (A) ein, so muß diese identisch erftlllt 
^werden. Wenn wir dies ausführen^ so ergibt sich 

#=.1 * * « = 1 * 

IDie rechte Seite dieser Gleichung ist D^^K Es ist jedoch D^^^ die 
Unke Seite der Gleichung (6). Also ist ZK^) » 0. Mithin muB 

* = 1 * * 
^ein, was zu zeigen war. 

Setzen wir die durch das System (3) für die p gegebenen Funk- 
tionen (D in die Gleichung H^ =» a^ ein, und differenzieren wir niuUi a^ 
cx,^ * . . cc^ und einer der überzahligen Eonstanten a, so erhaltiui wir 
€^ (A) entsprechende System 

^a^ap,^ ^BH. ap, ^dU.^^p, 

v«^ j^ dp, da, ^ * " ^ dp, a«,_, " ' ^ '^^Pi '^". " ' 

^us den n ersten Gleichungen dieses Systems iT^ibt Ninli .^ ' — /*^^ 

0=1, J, ... «)> wenn ^^^ — ^ gesetzt wird. 

Damit auch die letzte Gleichung Av^ Hysiorim (11; ihirnli ilin fflr 

^^—j ' ' ' ^p erhaltenen Werte id^ntis^'Ji kiffrindigi wnnlt», iiiiitt not- 
wendig und hinreichend sein 

(8) 'f'^.y,,""'. 
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Um dies zu zeigen, ersetzen wir die A:te Gleichung des Systems (B) 
durch die (n + l)te Gleichung desselben Systems. Alsdann bilden die 
n ersten Gleichungen ein System von n Gleichungen, dessen Deter- 

mmante 2^*^ ist. Durch Auflösung nach g — erhalten wir 

Multiplizieren wir femer die beiden Seiten dieser Gleichung mit ^ 

und addieren dann sämtliche Gleichungen fär i= 1, 2, , , , n, so er- 
halten wir 

^J dpidoc. ^j "doc. Ca ^ ^a* 
1=1 * * 1=1 * 1=1 * 



Es ist nun 



t'^^^^r-'^' j«a';-^- 



1=1 " 1=1 

Mithin ergibt sich 

^; cvi ccc. da 

1=1 * * 

n p 

Da D^*) = z/ ^ B,^ vv ist, so erhalten wir 



,^ ^«^ da 

1=1 



.^ t7p,. cce^ j^ '< e^a e7a 



dp, . as, 

_#=i 



Infolge der Bedingung (8) ist der Faktor von /l gleich NulL Da A 
und 2)^*) von Null verschieden sind, so erhalten wir 

._; ^Pf ^«* ' 

was zu zeigen war. 

Ersetzen wir a durch 04, «g? • • • ^m* ^^ °^^ß ^^^ ^^ j^^® ^''^^^ 
zählige Konstante die Bedingung 

^^«^_^^ ^ /*=i,»,..«\ 

1=1 

erfüllt werden. Dieses Ergebnis können wir durch folgenden Satz aas- 
drücken: 
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Ist W die vollständige Lösung mit den überzähligen Konstanten a^, 
flj, ... a„ der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung H^ = o^, 
twfcie die Zeit eocpliciie nicht enthält, und sind H^ = a^, H^ = a^,,,,H^^ a^ 
äe n — l verschiedenefi Lösungen, aus denen sidi die Integralgleichungen 

dW 
Pl =• g^ *= O'lCä'i; «2; • • • «n; «l; • • • a«7 04, . . . aj, 

cW 



a« 



II 



w^ete«, so müssen für jede überzählige Konstante folgende Bedingungen 
«fttW werden: ^ ^ 

* 1=1 * * 1=1 * 

fcenn j = ; _i gesetzt wird und J^^ die zu ^ ' gehörende Unter- 

^^^linante bedeutet, 

2. Bie überzähligen Konstanten in den Lösungen der Hamilton- 
S^ partiellen Bifferentialgleichung, — Die Hamilton sehe partielle 
^^erentialgleichung sei 

. t)ie Koeffizienten A und die Größe Sl sind Funktionen der Vari- 
J^*^ q^j q^y ... q^. Die Koeffizienten A haben femer die Eigen- 
^ft: A^j^ = Aj^^, Zur Vereinfachung bezeichnen wir die linke Seite 
''^^ (1) mit Ä, sodaß 

^ gegebene Hamiltonsche partielle Differentialgleichung ist. Ihre 
1 verschiedenen Lösungen seien ^ 

*^^^e Lösungen sollen m überzählige Konstanten a,, a^, ... a^ ent- 
^ten. Setzen wir femer 2?. = ^- (1=1,2,...,), so ergibt sich aus (2) 
^d (3) das Integralgleichungssystem 
W p^ = ö^(gj, q^, ... g„, «1, ... a^y a^, Og? • • • O- (* = 1, 2. • «) 

Bei der weiteren Behandlung der Aufgabe muß ich auf einige Formeln 
rorückgreifen, die ich schon bei der Untersuchung der Integrations- 



170 Ebnst Schultz: 

möglichkeiten der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung^') 
benutzt habe. Setzen wir wie in Nr. 1 Ä/=«— r', wenn^=-!v^- 



die Funktionaldeterminante des Systems (4) ist, und ^^^ die zu.- 

gehörende Unterdeterminante darstellt, so müssen die EoefiGzienten A^i 
der gegebenen Differentialgleichung die Form haben 

(ö) ^«''-2^;-^"- («.i=..v.... 

Ferner müssen die Bedingungsgleichungen erfüllt werden: 

1=1 * 1=1 

Bezeichnen wir mit a wiederum eine der überzahligen Konstanten, so 
läßt sich beweisen, daß 

^^ — ca ra, doc^ 

ist. Zu diesem Zwecke gehen wir von dem in Nr. 1 aufgestellten 
Theorem aus. Nach demselben muß 

n ^ 

1 = 1 

sein, wenn wir B^^ für ^* einführen, und mit a eine der überzahligen 

ri TT 

Konstanten bezeichnen. Da .. * identisch Null ist, so laßt sich die 
vorhergehende Gleichung in der Form 



cp, oH^ 

ca 



1 = 1 

schreiben. Diese Gleichung liefert mit den übrigen Bedingung^' 
gleichungen des in Nr. 1 angeführten Theorems für die Konstante o 
das aus n Gleichungen bestehende System 

(8) 5:^.,?-=-'3- (—•'•■•" 

^ ^ ^j *• ca ca 

1 = 1 



1) P. Stäckel: Über die Integration der Hami 1 ton- Jacobischen Differenti»!' 
gleicbung mittels Separation der Yariabeln. Habilitationsschrift. Halle 1891. 

2) Ernst Schultz, Integrationsmöglichkeiten der Hamiltonschen partiellen 
Differentialgleichung mit n Variabein. Beilage zum Programm des Schillerreil' 
gymnasiums zu Stettin Ostern 1901. 
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Multiplizieren wir die beiden Seiten der Gleichungen des Systems (8) 
der Reihe nach mit ^ , ^-^, • • • ^ und addieren die erhaltenen 
n Gleichungen, so ergibt sich 

^^ ^ Zj " da dcc^ " ^ da dcc^ ' 

Diese Gleichung besteht für fi =^ 1, 2, ... n. Da femer die linke 

dp 
Seite der Gleichung (9) gleich «-^ ist, so erhalten wir das System 

(lO) _^ = _> ^. (;* = 1,2.-..») 

^ ^a .^^ da occ^ 



*=i 



Dieses System (10) entspricht dem Gleichungssystem (4) des § (2) 
der posthumen Jacobischen Abhandlung: ,,Über die YoUstandigen 
Losungen einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung'^ 

Differenzieren wir die Gleichung (1) nach p^ und berücksichtigen 
Öleichung (2), so erhalten wir 

Es ist 
^olgUch erhalten wir das Gleichungssystem 

n 
(11) ^J^,P< = jBi,. (*=1,2, n) 

^^ dieses durch die Funktionen 

p, — (D,(gi, 2„ . .. 2«, «1, ... a«, «i, • • . aj 0=1, 2,. ..n) 

i^eniigch befriedigt wird, so erhalten wir durch Differentiation nach 
^mer der Eonstanten a 

Setzen wir hierin den aus (10) für ^ sich ergebenden Wert ein, 
^ ergibt sich: 
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Da ans dem Gleichnngssystem (11) durch Di£Perentiatioii nacli a, 

dPi dB, 

1 = 1 

folgt, 80 erhalten wir aus (13) 



27 dPi dB^ 
K dar 'da; ''^'-'^'-" 



> ■— = w-^ • (^=1,2... 

.^J Ca ccc^ da 

«=i 

Multiplizieren wir diese Gleichungen der Reihe nach mit p^^p^^ .... 
und addieren sie, so ergibt sich: 

/i=i «=i * fi=:i 

oder, wenn wir die linke Seite in zwei Teile zerlegen, 

da ^j ccc, -^/* ' ^J da ,^^ oa^ ^t^ ^^ da ^f* 

Der erste Teil der linken Seite ist gleich Null, weil -^ ■ = 19 

Der zweite Teil der linken Seite wird infolge des Gleichungssystems (9 
gleich Null. Also ergibt sich 

Diese Gleichung in Verbindung mit den n -- 1 ersten Gleichungen 

des Systems (6) 

//=i ' 

liefert ein System von n linearen Gleichungen der Größen p. Da die 
Größen^ von einander unabhängig sein sollen, so muß die Determinante 
dieses Systems 

(15) y±2A.|?L....^« = o 

^ ' ^< -^ da da, da^ 

sein. Ersetzen wir a durch a^, a^, ... a„, so sehen wir, daß für jede 
überzählige Eonstaate die Bedingung 

(16) V±^?3i....^^ii: = (.=..,.....) 

^ ^ ,^ -^ da^ ca^ dcc^ 

erftillt werden muß. Wir können also folgenden Satz aufstellen: 
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EmikäU die wffiflüüy ! ■ — y ^ «r ^^Ä^-.f^-ir **« 
IhffermtialgUnAmmg mmfigr ^ie» m—l t-Hbirinx» I mw'm ummr m m wa nn 

das System Ar Jkfey jijtoia bMii ri t 






= :. i. * 






Z=^Ä 



» • =i, i. « 









Da die n — 1 er««i GlML-^srei i« Sjr-j^^^ •> Ton oerselben 
Form sind wie die Glä/Ajag, 14 . ?•:• ü& TorÄefcecde* Tlieonrm 
folgende Umkehinng za: 

identisch erfüllt, so müsse9i a^, a., . . . a^ ubersoUiiJf Konstanten sein. 

3. Nachweis, daß die Ausdrueke f»r die Koeffizienten der Hamilton- 
sehen partiellen DifferentialgUrlchut^j H»kr>hhmgitj sind rr/w den überzahlipen 
Konstanteti, — Daß die in i 5 • der T«:irhergehenden Nammer angegebenen 

Ausdrücke für die Koeffizienten Ä ron den Konstanten <4« o^, a, 

nnabhängig sind, ist schon in den angegebenen Arbeiten gezeigt worden. 
Es ist nun zu beweisen. daB die betreffenden Ausdrücke auch Ton den 
überzahligen Konstanten a^, a^. ... er. unabhängig sind. Der Beweis 
wird in analoger Weise wie in meiner Programmarbeit geführt. 

Berücksichtigt man, daß 



|=sl 14=1 " ,=1 11 = 1 



ist, 80 folgt aus dem Gleichungssystem (6) der Nr. 2 durch Differentiation 
nach einer der überzahligen Konstanten a 



» = 1 1 = 1 
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Mit Berücksichtigung dieser Qleichnngen gehen die yorhergehenden 
Qleichnngen über in: 

(<=1.2,...n) 

Infolge der Gleichung (6) der Nr. 1 ist 

# = 1 



und nach einer bekannten Determinanteneigenschaft ist 



(3) yB,,j^^ ^ 



Da diese Gleichungen (2) und (3) durch Einführung der Funktionen 
(D^, (Dg; ... o, zu Identitäten werden^ so erhalten wir durch Differentiation 
der Gleichungen (2) und (3) nach cc^, oc^, - - • a^, d 

y, ^li^-^ + y - — IT =^^» (*=i.2,...«) 

,^J ^* daoa, ^j ca^ da 
1=1 1 = 1 



1 = 1 " 1=1 



Subtrahieren wir eine Gleichung des einen Systems von der mit 
gleichem Index k behafteten Gleichung des anderen Systems^ so ergibt sich. 

"^ ^ ^j dcc, da ^^ ca da. 

1=1 ^ i=\ * 

Wenn wir die beiden Seiten dieser Gleichungen der Reihe nach. 
mit ^1,, JSg*? • • • ^nt multiplizieren und die n Gleichungen addieren, 
so ergibt sich: 



n n 



(b) ^^ ==^ ^ B - — — . 

^' ^ da j^ ^j ** ca. da 

,^1 ;t=i * 

Infolge des Gleichungssystems (6) der Nr. 2 ist 



n n ^ 






1 = 1 iU = l 
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Mit Berücksichtiguiig von (5) nnd (6) wird dann das System der 
Cfleichnngen (1) in folgendes übergef&hrt : 

Wir sind somit zn einem in den p linearen Gleichungssystem 
gelangt, dessen Determinante gleich Null sein muß, da die p von Null 
verschieden sind. 

Ist die Determinante des Systems (7) Null, so sind die sämtlichen 
P nicht von einander unabhängig, was ausgeschlossen ist. Damit das 
System (7) bestehen kann, bleibt nichts anderes übrig, als daß jede 
ffleichung des Systems för sich befriedigt wird, was nur durch Null- 
setzen des Faktors der einzelnen p geschehen kann. Es muß also 

(8) ■k^^-^'^'" = ^ (.v=..s....,) 

/<=1 f" 

sein. Hiermit wird auch die Determiuante des Systems (7) identisch 

^uU. Dieses ist auch unbedingt notwendig, da sonst eine Relation 

^^^schen den Yariabeln q^, Q29 " Qn hestehen müßte, was ausgeschlossen 

ist. Ersetzen wir a durch a^, a^, ... a^, so ist der Nachweis geliefert, 

^^M die Ausdrücke für die Koeffizienten Ä der Hamilton sehen partiellen 

Differentialgleichung von den überzähligen Eonstanten unabhängig sind. 

Es erledigt sich auch kurz der Nachweis, daß die Funktion £1 

^*^ der Hamiltonschen partiellen Diflferentialgleichung keine der über- 

^^^IJigen Eonstanten enthalten kann. 

Mit Hilfe der Gleichungen (11) der Nr. 2 geht die Hamiltonsche 

n 

'^l^ichung in \ ^j PjSn ^ £1 + cc^ über. Da diese Gleichung zur 

'^^Ätität wird, wenn wir für p^, .../?« die betreffenden Funktionen 
^x y «8, . . . o^ einführen, so erhalten wir durch Differentiation nach 
der überzähligen Eonstanten a^, ... a^ 

«-^Sa^i»"*"^ da ^i'^ da' 
i=ai 1 = 1 



Infolge von (6) der Nr. 1 und (14) der Nr. 2 wird die linke Seite 

da 

da 



^er letzten Gleichung gleich Null, und wir erhalten ^~ -= 0. Ersetzen 



^ir a durch «i, 0,, . . . a^, so ist ;r— = (1=1. 2.... m), und folglich 

a- 

muß a Yon den überschüssigen Eonstanten frei sein, was zu zeigen war. 
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4. Nachweis, daß > jB,,. k— («=»?,3,...») ein6ft«nMont;(mcie2ya3y...a, 

1=1 
ist — Sind H^^ a^, ... H^ = a^ die »> — 1 yerschiedenen Lösungen 

der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung H^ =» a^ und enthalten 

diese Lösungen m überzählige Eons tauten a^, a^, ... a^, so muß^ wie 

schon Jacobi gezeigt hat, d ^^— = sein für 5 = 2, 3, . . . «, wo a 

eine der überzähligen Konstanten ist. Bezeichnen wir mit y^, y«? ••• 7% 

n— 1 Konstanten, so wird -^— == — y, («=2,8,...«) ein Lösungssystem 

der partiellen Differentialgleichung H^ = a^ sein. Setzen wir zur Ab- 

kürzung H^*) = — ^ — , so erhalten wir, da m überzählige Konstanten 

angenommen werden, folgende m + 1 Lösungssjsteme der partieUen 
Differentialgleichung H^ = a^\ 

(A) ^2 = «2> ••• ^n-^n 

H<2) ^,(2) U(2) ^,'2) 

2 = ys ? • • • il« =» yn 



(B) 



Wm)^^i^n)^ _ Hf'») = y' 



(m) 



n 



Aus dem ersten System ergibt sich das schon so oft erwähnte Inte- 
gralsystem i>i==o^(3i, Qi, ... g^, tti, ... a,, «1, ... aj (, = 1,2,...«). 
Aus den folgenden Systemen ergeben sich die Integralsysteme: 

Pi-^^KQu &> • • • 9ny «U /i\ Y^\ • ' • /;\ «1, • • • (.•=l,2....,.;* = l,2....m) 

Da diese für die p erhaltenen Ausdrücke identisch sein müssen, so 
müssen im allgemeinen y^^\ y^^ . . . y(|") Funktionen von «i, Oj, . . . a^ 
a^, ttg, ... a^ sein. Aus dem System (B) folgt jedoch, daß y!^\ y^\ • • • ^S"^ 
von ccj, a^, a^, . . . «„^ unabhängig sind, folglich können die Int^rations- 
konstanten y^^\ y^^\ . . . y^^^ nur Funktionen der Größen cc^, cc^^ • • • «« 
sein. Bezeichnen wir diese Funktionen mit 97, so muß sein 

g?^*^ («o, ... a^ = y<*). , o « 1. . • ^ 

Tg \ 27 n/ / « (« = 2, 8, . . . n ; * = 1, 2, . . . m) 

Da nach dem Theorem der Nr. 1 

^^' _ __ V 7? ^* /« = 2, », . . -\ 

a'a^ ^ ''dal U=i,2,...»i/ 



« = i 



ist und da nach vorhergehendem ■^-- = — y^*^ ist, so erhalten wir das System: 



ca^ 



n 



2 ^"'d^ ^ f^'^ ("»' '^»' • • • '^«)- (*= »^ »' •••"/ 
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Diese Gleichnngen werden durch die EiuftUirung der Funktionen m 
identisch befriedigt und folglich erhalten wir durch Differentiation nach 
den Ghrößen ft . . . 2«; o^, Og, . . . a^ a^, . . . a^: 



n 



(1) 



a-- ^^•• 



■J^ ^«* (^ = 1.8... ,) 

;, = 0, \* = l,»,...m/ 



K 

* 2 

CPi 



^^7 t/p,. 

(2) jä!::!5_n (*-•''•■•■•-") 

(3) 'J"*"^"^ a,.«' (r==.V:;:;) 



a«. 




a«. 


^=1 


aj»,- 
'aa^ 


— 


a«. 




V. 



ilu5 diesem* Gleichungen läßt sich nun folgender Satz ableiten: 

Enthält die vollständige Lösung ^W der partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung H^ = Oj, wdclie die Zeit explicite nicht enthalt, die über- 
eiädigen Konstanten a^, o,, . . . a^ neben den unükiirlichen Integrations- 
konstanten a^, cc^, , . . a^ und ist 

Pi = Yqi^ ®<(«ii • • • Ö'«; «17 «a, . . . a^, Ol, . . . aJ (.=1,2,...») 
das System der Integralgleichungen, so sind die Ausdrücke 

1 = 1 * 

nwr von den Konstanten cc^, cc^j ... a^ abhängig. Es ist JB,< = -7, 



^— wna J^^ ist die zu — gehörende TJnterdeterminante. 



k 

Stettin, Mai 1903 
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Wagenmann« Das System der Welt. Grundzüge einer Physik des 
organischen Lebens. I. Band: Der Ursprung von Energie und Materie. 
Mit 40 Abbildungen im Text, 11 mehrfarbigen Tafehi und einer Repro- 
duktion von Prof. Max Elingers „Drama^\ Cannstatt 1904, Selbst- 
verlag des Verfassers. Xu u. 182. S. 

„Gott hat die Welt aus „Nichts" geschaffen." „Er empfand den Ur- 
zustand in der Not unendlichen Wertmangels". „Der Schlüssel für die 
Geheimnisse des natürlichen Schöpfungsvorganges ist uns in der Mathematik 
gegeben. Die Wissenschaft der Wertbegriffe zeigt uns auch, wie Werte 
entstehen können". Die Null oder das Nichts ist nichts anderes als 
oo~*'. Die „Eins" stellt dieser absoluten Einheit gegenüber nur eine grobe 
Einheit dar. Die gleichseitige Hyperbel liefert den Schlüssel für den 
Schöpfungsakt: „Göttliche Weisheit fand aus sich selbst das Leben spendende 
Gesetz, schuf es am Anfang. Die Mathematik konnte es nur auffinden 
und seine wunderbare Gesetzmäßigkeit feststellen in der Hyperbel". Ganz 
ausreichend scheint die Mathematik übrigens auch dem Herrn Verfasser für 
die Erklärung der biblischen Schöpfungsgeschichte nicht zu sein, denn es 
folgen Kapitel über Magnetismus, Expansion und Kompression. Im wesentlichen 
arbeitet die Natur nach Sinus- und Tangentenlinien — die Tangente ist 
nichts weniger als ein Bild gestaltender und aufbauender Geisteskraft — 
das beweist u. a. die Betrachtung des Klinger sehen „Dramas". Darum sind 
dem Werke in einem Anhange Tafeln der trigonometrischen Funktionen 
beigegeben. Wir können dem Verfasser in seinen Ausführungen leider 
nicht folgen. 

Charlottenburg. H. Samter. 

J« Kttbler. Die natürliohe Entwicklung der Materie im Weltraum und 
die daraus hervorgehenden Weltgesetse. Leipzig 1904, B. 6. Teubner. 

24 S. 

Der Verfasser hat unter dem Titel: „Woher konunen die Weltgesetze?** 
bereits eine Schrift erscheinen lassen, in welcher aus der zentrischen 
Gruppierung der Materie in den Weltkörpern und ihrer gasförmigen Hüllen 
geschlossen wird, daß diese verschiedenen Dichten durch eine kugelförmige 
Schwingungsbewegung der Materie zustande gekommen sind und erhalten 
bleiben. Verdichtung und Wieder-Eotdichtung der Materie sind dem Ver- 
fasser für alle Körper, auch die organischen, die Entwicklungsprinzipien^ 
die er in der vorliegenden Schrift weiter auszuführen und zu belegen sucht. 
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^ durch die an raiJioaktiven Kor|jpm getünchten Beobachtungen. Im 

Höhepunkte der Verdichtung werden die Schwingungen ,^ach der Proportion 

des goldenen Schnittes" aasgefOhrt, die in seiner Theorie eine große EoUe 

»pieltt Wir können dem Verfasser in seinen Spekulstioncn ebensowenig 

folgen, wie den älteren Natiirphilosophen, die bereits den goldenen Schnitt 

im Bau des measchlichen Körpers, in der Anordnung der Blatter der 

Pßanzrn gefunden zu haben ghuibten und auf pin Streben der Natur nach 

demselben viele Ersuheiuungen zurückzuführen versuchten. 

Charlotten bürg. H, Samter. 



G. Mle. Uolflkiile, Atome, "WeltÄther. Aus Natur und Oeisteswelt, 

58. Bändeben- Leipzig 190-J. B. 0. Teubner. 138 S. geb. A 1,25. 

Die Notwendigkeit der physikalischen und chemischen HypotheKen über 

<iie Slniktnr der kleinsten Teile der Köqier wird hier in einer Anzahl von 

Vorträgen ünßerst klar und geschickt entwickelt, das Lieht wird auf seine 

Ursache in fortschreitenden el e kl romagueti sehen Feldern zurückgeführt- 

Endlich wird die neuste Phase des Bildes, das wir uns von den greifbaren 

Atomen machen, um den in deo letzten Jahrzehnten entdeckten Strahlunga- 

erscheinungen gerecht zu werden, die Elektron entheorie kurz behandelt Ea 

•*t erstaunlitb , wie weit der Verfasser in diese, der populären Darstellung 

wenig zugänglich scheinenden Gebiete vordringt, und wie er das Interesse 

Lesers fortdauernd zu fesseln weiß. 

Charlottenburg. H. Samter. 



► 
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■*«ft"ed Loewy. VersiobenuigsmathematUc. Sammlung Göschen. Leipzig 

1 9lt3. 145 S. Tasehcnfonuat- 

Das Bflchlein bildet eine bequeme Einfühning in die LebeasversichenmgS' 

Mathematik filr Änßnger. Als besondere Vorzüge hebe ich außer der 

^"J~ze hervor: Verwendung der internationalen Bezeichnung, Verweis auf 

ferne Literatur und Bezugnahme auf die Verhältnisse in der Praxis. 
Berlin, im September 1904. G. Bohlmann. 



' • Janisch. Geometrische Aufgaben aur Lehre von der Froportio- 
ualität der Größen (Streekenteilnng, vierte und mittlere Proportionale, 
Ähnlichkeit der Figuren, Strecken am Kreise, stetige Teilung). Potsdam 
Berlin 1904, A. Steins Verlagsbuchhandlang. 8". 100 S. 
geh. J(. 1,75. 
Die Sammlung bietet fBr da'; bezeichnete Gebiet eine große Zahl von 
"QfgÄben. Dabei ist freilich manches mehrfach angeführt; so ist Nr. 7a 
^ 6R gleich Nr, 3 S. 77 und gleich Nr. 7 S. 79. Femer werden bei den 
"i^ecksaufgaben, die durch Vertanachong der Seiten und der entsprechenden 
StBoliP entstehenden verschiedenen Formen derselben Aufgabe besonders auf- 
Pßlhrt, was dem Ref. durchaus entbehrlich erscheint. 

(ianz zuverllssig ist die Sammlung nicht. So sind die -Aufgaben 
Sr. 11 S. 16 (für den rechten Winkel) und Nr. 12 S. 24 nur lösbar, wenn 



4 
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man das Unendliche mit hineinzieht, was sich an der betreffenden Stelle 
aber kaum empfehlen dürfte. Von den Aufgaben Nr. 5 und 6 S. 12 sind 
diejenigen, welche auf die Aufgabe: ein Dreieck zu konstruieren aus a±6, 
h^ und a hinauslaufen, nicht mit den Kenntnissen zu lösen, auf deren Ver- 
wertung die Aufgabensammlung im übrigen aufgebaut ist. 

Bei der Behandlung gewisser Grundaufgaben vor einzelnen Abschnitten 
hätte sich Teil 11, über stetige Teilung, weit einfacher gestalten lassen, 
wenn die Anmerkung S. 77 und das im Abschnitt III bevorzugte Verfahren 
überall in den Vordergrund gestellt worden wäre, nämlich daß die stetige 
Teilung die Teilimg nach einem bestimmten Verhältnis ist, und daß 
sich solche Teilungen von einem Ahnlichkeitspunkt aus leicht übertragen 
lassen. 

Druck und Ausstattung sind bis auf kleine Unebenheiten (besonders 
S. 63) gut, die mehr skizzenhaften Figuren sind nicht überall vorbildlich. 

Schöneberg. E. Kullrich. 

C. Block« Lehr- und Übungsbuch für den planimetrisehen Unterricht 
an höheren Schulen. I. Teil: Quarta. Leipzig und Berlin 1905, 
B. G. Teubner. jK, 1,00. 

0« HolzmttUen Vorbereitende Einführung in die Baumlebre. Im 

Anschluß an die preußischen Lehrpläne von 1901 zur freien Auswahl 
für den Anfangsunterricht bearbeitet und mit Anleitungen zum Her- 
stellen von ünterrichtsmodellen versehen. Mit 76 Figuren im Text. 
Leipzig und Berlin 1905, B. G. Teubner. t>Ä. 1,60. 

Blocks Lehr- und Übungsbuch bietet für alle höheren Lehranstalten 
in zweckmäßiger Auswahl und klarer Darstelluug das geometrische Pensum 
der Quarta und zwar sowohl den Lehrstoff einschließlich von Grrundaufgaben 
und von Musteraufgaben für die Dreiecks- und Viereckskonstruktionen als 
auch zahlreiche Übungsaufgaben. 

Nicht behandelt ist der geometrische Vorbereitungsunterricht, wie er 
für die Gymnasien und Realgymnasien in Quarta, sonst in Quinta durch 
die Lehrpläne von 1901 vorgeschrieben ist. 

Diesem Stoff widmet Holzmüller seine „vorbereitende Einführung in 
die Raumlehre^'. Wie sich bei diesem Vorbereitungsunterricht überhaupt 
ein Lehrbuch für die Schüler erübrigt, so gehört Holzmüllers Buch nur in 
die Hand des Lehrers, dem es ein trefflicher Berater sein kann. Man 
beherzige freilich das schon im Titel hervorgehobene „zur Auswahl^, lasse 
alles, was zu weit geheod erscheint, oder was in der Darstellung zu abstrakt 
ist, fort und wähle sich aus der Fülle von Material das passend Erscheinende 
aus. Das auf Grund reicher Erfahrung geschriebene Buch kann dann nich 
nur vielfache Anregungen bieten, sondern dürfte einen jeden zufrieden stellen — 

Beide Bücher, die von der Verlagsbuchhandlung vortrefflich ausgestatte 
sind, können für den ersten geometrischen Unterricht aufs wärmste emp 
fohlen werden. 

Schöneberg. KuLLRiCH. 
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Weimer« Die Bedeutung des ExperimenteB für den Unterricht in 
der Chemie. (Sammlung naturwissensch.-pädagog. Abhandlungen. Bd. II. 
Heft 1.) Leipzig 1905, B. G. Teubner. 62 S. Jt, 1,40. 

Daß die Veranschaulichung der Tatsachen auch für den chemischen 
Unterricht das geeignete Mittel ist, und daß dieser Unterricht in weitest- 
gehendem Maße der Experimente sich zu bedienen habe, darüber wird wohl 
heute niemand mehr im Zweifel sein, und mancher wird die gründliche 
Studie des Verfassers, die aus der Psychologie und der Geschichte der 
Wissenschaft diesen Standpunkt begründet, für entbehrlich erachten. In 
hezug auf die Stellung des Versuches im Unterrichte (S. 34.) müssen wir 
Wilbrand Recht geben: in der Tat wird nur in seltenen Fällen das Ex- 
periment den Ausgangspunkt bilden können, meistens wird es zur Ent- 
scheidung der Richtigkeit einer vorausgehenden Betrachtung dienen, so wie 
Wilbrand es in seinen Lehrbüchern handhabt. Der S. 24 erwähnte Apparat 
ist der Hofmannsche Zersetzungsapparat, bei einem Voltameter werden die 
Bestandteile des Wassers vereinigt aufgefangen. 

Charlottenburg. H. Samter. 

Gutsche, 0« Mathematische Übungsaufgaben für Primaner von 
Bealanstalten und jüngere Studierende. IV u. 82 S. Leipzig 
und Berlin 1905, B. G. Teubner. Jl, 1,20. 

Auf engem Baume bietet der Verfasser ein sehr reichhaltiges und 
brauchbares Material. Zunächst hat er die Aufgaben zusammengestellt, die 
er als Lehrer der Mathematik in der obersten Klasse der Breslauer Ober- 
realschule seinen Schülern in der Zeit von Michaelis 1888 bis Michaelis 
1904 zur Bearbeitung in der Reifeprüfung geboten hat, und er läßt ihnen 
kurze Andeutungen für die Lösung folgen. Den Schluß bildet eine Samm- 
lung von 345 weiteren Aufgaben aus dem Pensum der Prima einer Real- 
anstalt, denen solche Lösungshinweise nicht beigegeben sind. In dem Heft- 
chen sind also insgesamt 469 Aufgaben vereinigt, ein reiches Übungsfeld 
fQr den Schüler, aber ebenso auch für den Studierenden, der auf der Schule 
nicht bis zu diesen Höhen herangestiegen war. Zugleich legt der Verfasser 
mit dieser Veröffentlichung gewissermaßen Rechenschaft vor den Fach- 
genossen ab über die Ausdehnung und die Gestaltung seines Unterrichts. 
Man wird ihm gern zugestehen, daß seine Schüler recht Erfreuliches leisten, 
und daß sie, bis zu diesem Wissen und Können geleitet, eine breite und 
sichere Grundlage für ihre Hochschulstudien mitbringen. In der Sammlung 
nehmen naturgemäß die Aufgaben aus der analytischen Geometrie der Ebene 
einen besonders breiten Raum ein Die Gebiete, aus denen sie gewählt sind, 
entsprechen dem Inhalte des Grundrisses, den der Verfasser 11)01 als Bei- 
lage des Jahresberichtes seiner Anstalt veröffentlicht hat. Es finden sich 
femer eine nicht geringe Zahl schwierigerer Konstruktionsaufgaben, zum Teil 
faßend auf den Sätzen, die die synthetische Behandlungsweise der Kegel- 
schnitte liefert; dann stereometrische Aufgaben und eine Reihe von Maxiraal- 
aufgaben, von Reihenentwicklungen und von Aufgaben zur Ausrechnung 
unbestimmter Formen von Funktionen, die darauf deuten, daß der Ver- 
fasser seine Schüler — wie er selbst in der Vorrede gesteht — mit den 
Grundlehren der Infinitesimalrechnung bekannt macht, und die den Umfang 
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kennzeiclinen, in dem er d&a tut. Aufgaben aua der Kombinatorik, einige 
Gleichungen höheren Grades und vor allem Anwendungen der aphäriscliBo 
Trigononieti-ie auf die Erd- und Himmelskunde sehließeo sich an — Die 
Torgele^n Aufgaben bieten interessante, meist nicht ku schwierige Löaungeo ; 
systematische Vollständigkeit ist bei der Art, wie das Büchlein entstanden 
ist, natürlich nicht zu erwarten, wird vom Verfasser auch nicht angestrebt. 
Aber das zusammen geh i-achte Uaterial wird der Lehrer auf der Oberstufe 
von Realanstalten in größerer oder geringerer Ausdehnung mit Nutzen ver- 
werten. „In geringerer Ausdehnung", denn nicht jedem wird es möglich 
sein, seine Schüler so weit zu fiihren. An einigen Stellen, z. B. bei der 
Verwendung neuerer Lebren der Dreieeksgeouietrie (Beispiel 150^152), ist 
des Guten vielleicht zu viel getan, äo interessant diese Untersuchungen 
sind, so möchte der Berichterstatter sich doch dagegen aussprechen, sie zu 
einem integrierenden Bestandteil der Schulunterweisung zu machen. Die 
Schule soll Grundlagen lehren; Aazvt sind sie nicht zu rechnen. Damit soll 
nicht gesagt sein, daß sie als Übungdstotf. als Ei-weiterung ihre Stelle im 
Unterricht finden. Nur soll man nicht verlangen, daß jeder andere Lehrer 
es dann ebenso mache. In necessariis unitas, in dubiis libertaa! Non onmia 
possumus omnes. 

Nordhausen a. Harü. - Max Natu. 



Janker. Fh^elkaliscbe Aufgaben aus dem Gebiet des Uagnetismae 
und der Elektrisität, In Kommission bei B. G. Teubner 1905, Leipzig. 

48 S. und eine Pigurentafel. J(. 0,80. 

^lan sieht es dieser Sammlung sofort an, daß sie aus der Praxis des 
Unterrichts hervorgegangen ist, und daß reiche Erfahrung darin verarbeitet 
ist. Jeder der 14 Paragraphen wird mit einigen durchgerechneten Beispielen 
eingeleitet, bei denen die Lehrsätze und Formeln hiogeschrieben sind. Da 
die Beispiele in großer Zahl (3<JU) und nach den Anforderungen, die sie 
an die Selbsttätigkeit der Schüler machen, sehr verschiedenartig vorhantipo 
sind, so wird jeder Lehrer, besonders auch der Bealanst alten, hinreichendes 
Material finden. Eine Äniabj Figuren dienen zur Veranschaulich ung, wenn 
daä Büchlein in die Hand des Schülers kommt. 

Charlotten bürg. H. Samtgr. 



Mahler. Physikalische Auf^bensanmüung. (Sammlung Göschen). 
Leipzig 1905, G. J. Gösohen. 118 S. geb. .Ä. 0,80. 

Diese Zusammenstellung, bei der die besten Aufgaben aus Lehrbüchern 
und Programmen ausgewählt, aber eine große Anzahl guter binzugefOgt 
wurden, wird sich in den Händen der Lehrer und Schüler als außerordentlich 
nätzlich erweisen. Die einfachsten Zahlenheispiele, die sieb der Lehrer im 
Unterricht selbst bildet, sind ausgelassen, ebenso alle solche, die ohne tiefere 
mathematische ünmdlage sich nicht behandeln lassen. Die Besultate sind 
beigegeben und enthalten in einigen schwierigeren Fällen auch Andeutungen 
xur Lösung. Auch für die Beantwortung durch Konstruktion und durch 
graphische Behandlung findet sich Material. 

Charlottenburg. H. Samt&ic. 
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Kautic, Georg Freiherr von Vega. 2. verb. u. illustr. Autlage. Wien 
1905 im Selbstverläge des Verfassers Hauptmann Fridolin Eaucic. 58 S. 

Dieses zum 150. Geburtstage des Verfassers des berühmten Thesaurus 
logarithmorum (auf S. 47 ist der Druckfehler „logaritbums^* stehen geblieben) 
verfaßte Werkeben, dessen Ertrag fQr ein demselben in seinem Heimatlande 
Krain zu errichtendes Denkmal bestimmt ist, gibt ein anschauliches Bild 
des bewegten Lebens dieses Ritters vom Schwerte und vom Geiste, der in 
den wildesten Eriegsstürmen die wissenschaftliche Tätigkeit nicht ruhen 
ließ. Darüber freilich, was uns am meisten interessiert hätte, wie das Haupt- 
werk zustande gekommen ist, wieviel Logarithmen direkt berechnet werden 
mußten, ehe zur Literpolation geschritten werden konnte, und über andere 
dem Rechentechniker aufstoßende Fragen gibt das Werkchen leider keinen 
Aufschluß. 

Charlottenburg. H. Samter. 

Wislicenns« Der Kalender. („Aus Natur und Geisteswelt^* 69. Bändchen). 
Leipzig 1905, B. G. Teubner. 11 und 118 S. geb. Jl. 1,25. 

unter Vorausschickung einer klaren Darstellung der Bewegungen der 
Erde und des Mondes als der Grundlagen aller Zeitmaße, werden die 
Kalender der Christen, der Juden, der Muhamedaner und der ersten franzö- 
sischen Republik ihrer geschichtlichen Entwicklimg nach behandelt. Ohne 
Zuhilfenahme längerer mathematischer Entwicklungen werden die Berechnungen 
für das Oster- und Passahfest durchgeführt. Werden dabei auch nicht 
die bisher aufgestellten Gaußischen Regeln vollständig bewiesen, so wird 
doch wenigstens für das Osterfest eine vom Jahre 1900 bis 2099 gültige 
Spezialisierung derselben abgeleitet. Überall sind Beispiele durchgeführt, 
um die Anwendung der Vorschriften klar zu machen. So kommt der Ver- 
fasser dem Interesse, das viele Gebildete für die Ealendrographie besitzen, 
geschickt entgegen und weiß den an sich trockenen Stoff gut zu popularisieren. 
Eine Tabelle für die julianischen und gregorianischen Osterdaten ist bei- 
gegeben. 

Charlottenburg. H. Samter. 

Oskar Bolza. Leotures on the Oaloulua of Variations. The decennial 
Publications of the üniversity of Chicago. 2** ser. Vol. XTV. Chicago 
1904. 

Jedem Freunde der Variationsrechnung werden die Vorlesungen von 
0. Bolza willkommen sein. Der Verfasser beschränkt sich zwar auf die 

Behandlung der Variation einfacher Integrale der Form I F{x^y^y')dx (oder 

in Parameterdarstellung f F{oc, y\x\y'^d{) und auf isoperimetrische Probleme 

derselben Art; diese Fragen sind aber auch die einzigen, für welche die 
Untersuchungen als einigermaßen abgeschlossen gelten können. Das Werk 
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ist, wie in der Vorrede betont wird, mehr eine Zusammenstellung sämt- 
licher vorhandenen Resultate als ein Lehrbuch. Trotzdem kann es auch 
sehr gute Dienste den^jenigen leisten, der den Gegenstand erst kennen lernen 
will; denn es ist klar und übersichtlich geschrieben, und die Beweise werden 
mit der peinlichsten Sorgfalt und Schftrfe geführt. 

Die seit dem Erscheinen des Lehrbuches von A. Kneser auf dem Gre- 
biete der Variationsrechnung erhaltenen Resultate finden im Bolzaschen 
Buche ihren Platz; die Ideen von D. Hilbert, die in eigenen Publikationen, 
Vorlesungen und in verschiedenen Dissertationen seiner Schüler ihren Aus- 
druck fanden, sind auch gebührend berücksichtigt worden; die modernen 
Methoden, die bei Kneser nur in Parameterdarstellung vorkommen, werden 
hier auch für nicht homogene Koordinaten ausführlich behandelt.^) 

Dabei wird aus dem Verschwinden der ersten Variation die Not- 
wendigkeit der Gleichung des Problems*) nicht nur auf die übliche Weise 
bewiesen, sondern auch nach P. duBois Reymond, wobei die Voraussetzung 
von zweiten Ableitungen bei der gesuchten Funktion vermieden wird. Die 
Untersuchungen von Legendre und Jacobi über die zweite Variation 
sind sehr übersichtlich zusammengestellt; dagegen ist die Weierstraßsche 
Form der Transformation der zweiten Variation wohl etwas zu kurz be- 
handelt worden. 

Im Satze pag. 63, wo der zum Punkte A einer Extremalen @q kon- 
jugierte Punkt A', als derjenige Punkt definiert wird, wo die Extremale ©q 
zum ersten Male die Enveloppe des Extremalenbüschels durch Ä trifft 
(tneets\ ist eine kleine üngenauigkeit untergeschlüpft. Zermelo hat näm- 
lich gezeigt ^J, daß die Enveloppe des bezüglichen Extremalenbüschels in 
sehr allgemeinen Fällen die Extrem ale ®q vor dem konjugierten Punkte Ä' 
schneiden muß. 

Im III. Kapitel wird auf sehr einleuchtende Weise gezeigt, daß man 
durch die Betrachtung höherer Variationen nie ein System von hinreichen- 
den Bedingungen erhalten kann. Hierauf folgt die übliche Weierstraß- 
sche Theorie mit der E- Funktion; die Hilbert sehe Darstellung mit Hilfe 
seines vom Integrationswege unabhängigen Integrals wird ebenfalls eingehend 
besprochen. 

Bolza hat femer die sehr hübsche Bemerkung gemacht, daß die Er- 
füllung der Jacobischen und Weierstraßschen Bedingung längs eines 
Extremalenstückes nicht hinreicht, wenn x die unabhängige Veränderliche 
ist, um die Existenz eines starken Minimums zu beweisen. Das von ihm 
gewählte Beispiel (pag. 99) könnte aber die irrige Meinung veranlassen, daß 
die Form des Variationsgebietes, das er benutzt, hierfür von Belang ist*) 

1) In einer Note (pag. llö) sagt Bolza, daß die Behandlung der Probleme 
in Parameterdarstellnnff gänzlich Weier^traß zu verdanken ist. Ich möchte hier 
bemerken, daß schon im Jahre 1H32 W. R. Hamilton das räumliche Variations- 
problem in der Form jF(x, y, z, x\ y\ z')(ls betrachtete und dabei die Tatsache 
benutzte, daß, wenn x' F^. \ y' F^y-\- z' F,.=^ F ist, die drei Gleichungen des 

Problems sich auf zwei reduzieren. (On Systems of Rays, third Supplement 
Trans. Irish Acad. Vol. XVII.) 

2) Bolza sagt dafür: Eul ersehe Differentialgleichung. 

3) Jahresber. d. Mathem. Vereinigung. Bd. 11, pag. 184 (1902). 

4) Die betreffende Extremale hört nämlich im Punkte a; = auf stark zu 
sein und liefert für negative x ein schwaches Minimum. 
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Daß dies nicht der Fall ist, kann man am Beispiele J = j (y'^ — y^y'*)dx 

einsehen, wenn man die Extremale ^ = zu gründe legt. 

Die Probleme, für welche die Weierstraßsche Funktion i'\(a:,y; 
cos y, sin y) för jeden Wert von y positiv ist und die Bolza (nach Hilbert) 
reptUär nennt, werden abschließend behandelt. Leider wird der Existenz- 
be-^^eis des Minimums im Kleinen, der von G. A. Bliss für diese Probleme 
gegeben worden ist, nicht ausführlich gebracht (pag. 146). Für den 
Osgood sehen Satz dagegen, der bei Stabilitätsfragen in der Mechanik und 
aucb überhaupt so wichtig ist, wird ein sehr einfacher Beweis gegeben 
(pag. 190). Es werden auch die Fragen, wo die Endpunkte der Extremalen 
nocb variieren können, im Anschluß an Bliss eingehend behandelt. 

Ein letztes Kapitel ist dem Hilbertschen Häufungspunktverfahren ge- 
'Widmet. Mit Hilfe dieser Methode werden zum ersten Male auf strenge 
W'eise sämtliche, im obigen Sinne regulären, definiten Variationsprobleme 
'tintersucht, und die Hilbertschen Resultate für geodätische Linien auf 
diese Probleme übertragen. Der Beweis hätte sich vielleicht durch die Be- 
nutzung des Osgood sehen Satzes eleganter gestaltet. 

Im Kapitel über das isoperimetrische Problem wird auf die Schwierig- 
keiten, die bei der Weierstraßschen Konstruktion auftreten, in ausführ- 
Uclier Weise aufmerksam gemacht. 

Der Verfasser setzt, im Gegensatz zu Weierstraß und Kneser, 
nirgends voraus, daß die Funktion unter dem Integralzeichen analytisch sei, 
sondern begnügt sich mit der Stetigkeit ihrer drei ersten Ableitungen Die 
so erlangte Verallgemeinerung ist nur scheinbar; in den Beweisen werden 
^i analytischen Funktionen ja auch nur die ersten Ableitungen benutzt, 
und die Voraussetzung der älteren Autoren ist vielfach wesentlich be- 
quemer. 

Ich möchte endlich die Ausführlichkeit der Zitate rühmen, sowie die 
®^i"gfalt, mit welcher diese geprüft worden sind, wodurch sich das Bolza- 
®^^^o Buch zu einer kleinen Enzyklopädie über den Gegenstand gestaltet. 

C. CarathiSodory. 



•* Fuhrmann. Bauwissenschaftliche Anwendung der Integral- 
Technnng. Lehrbuch, Aufgabensammlung und Literaturnachweis. Mit 
83 Holzschnitten. Berlin, 1903: Wilhelm Ernst & Sohn (vorm. Ernst 
k Korn). Xin u. 292 S. gr. 8^. 

Der vorliegende Band hat den Gegentitel: „Anwendungen der Infini- 
^imalrechnung in den Naturwissenschaften, im Hochbau und in der 
7^ ^olmik. Lehrbuch und Aufgabensammlung. In sechs Teilen, von denen 



er Teil ein selbständiges Ganzes bildet. Teil IV: „Bauwissenschaftliche 

'Sendungen der Integralrechnung." Der Teil IH dieses Werkes wurde 

Archiv (2) 17, 28, 1899 angezeigt. Der Inhalt des vorliegenden 

'^ches ist auf vier Kapitel verteilt: I. Einfache Integrationen, II. Mehr- 

e Integrationen, HI. Differentialgleichungen erster Ordnung, IV. DifiFe- 

*^xitialgleichungen zweiter Ordnung. Ein aphabetisches Sachenverzeichnis 

*^xifi ein Literaturverzeichnis machen den Beschluß. Außerdem sind in den 

^xnzelnen Paragraphen zahlreiche Verweisungen auf solche Schriften gegeben. 
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wo die betreffendbn Aut'aben oder die Hill'smitt«! zu ihrer Lösung 2 
sind. Tn diesen Zitaten, die nicht bloB die Werke der reinen Mathematik 
heröckaichtigen , sondern vorzugsweise die technische Literatur in weitem 
Umfange herbeiniehen, liegt ein besonderer Wert der gegenwärtigen Ver- 
öffentlichung. Und obsohon viele dar geät«Ilten Fragen nur eine besondere 
Einkleidung bekannter Integrationen betreffen, so ist dem Anfänger, der gern 
konkrete Beispiele anstatt abstrakter analytischer Hbungeu behandelt, damit 
gedient, daU er erilthrt, wie man gewisse praktisch vorkommende Fälle auf 
die in der Integralrechnung gelehrten Metboden zurückführt und erledigt. 
Am reichhaltigsten ist naturgemäß das erste Kapitel über einfache Inte- 
grationen bedacht worden, das beinahe die Hälfte des Bandes einnimmt. 
Die beiden Kapitel über die Diff^fntialgl eich un gen dagegen beanspruchen 
zusammen noch nicht ein Viertel des Buches und räumen etwa die Hälfte 
ihres Platzes den „Anregungen und Anmerkungen" ein. Ea möge übrigens 
gestattet sein, darauf hinzuweisen, daÖ in der nichtdeutsehen, besonders in 
der englischen Literatur viele Schriften vorhanden sind, aus denen Beiträge 
XU den bebandelten Fragen hütten entnommen werden können. Der Verf. 
scheint diese Berücksichtigung der ausländischen Schrit^n als nicht zneck- 
mäßig erachtet zu halten. Im übrigen sei die Benutzung des Buchs nicht 
bloß den Mathematikern, sondern nach dera Wunsche des eifrig sammelnden 
Autors auch den Technikern empfohlen, die anscheinend dieser seiner 
Jjebens aufgäbe" nicht die nötige Beachtung geschenkt haben 

Berlin. E. Lampe. 



0. Fort und 0. Schlö milch. Lehrbuch der analytischen Oeometrie. 

L TeiL Analytische Geometrie der Ebene von 0. Fort. 7. Auf tage. 

von H. Heger in Dresden. Mit Huhschnitten im Teit. [XVII u. 

268 S.] Leipzig 1904, B. G. Teubner. geh. ^. 4. 
Seitdem zum letzten Male in dieser Zeitaclirift (U. Reihe, Bd. XIV, 1896. 
Litt. Ber. LV, S. 29) ülter das vorliegende Buch berichtet worden ist, sind 
nur wenige Änderungen an ihm vorgenommen worden. Sie haben den 
Charakter des Buches nicht wesentlich beeinflußt, sondern sich auf didaktische 
Verbesserungen und eine zweckmäßigere Anordnung einzelner Abschnitte 
beschrankt. Das früher vorhandene kurze Inhaltsverzeichnis ist durch eine 
9 Seiten starke Znsammenfassung (teils in kurzen Sätzen, teils in Stich- 
worten) ersetsit worden, wodurch die praktische Verwendbarkeit — das Buch 
ist hauptsächlich filr die Studierenden der Technischen Hochschulen bestimmt 
— recht getordert worden ist. 

Westend b. Berlin. P. Zöhlkb. 



A. Uocllbeiin. Aufgaben aue der analytiBChen Geometrie der Ebene. 

Heft 1. Die gerade Linie, der Punkt, der Kreis. 3. Autlage von 
F. Hocbheim. A.Aufgaben. [VI u. 98 S.] Leipzig 1904, B. G. Teubner. 
Jl. 2,40. 
,,Die vorliegende Neubearbeitung weist gegenüber der zweiten Auflage 
eine Vermehrung nm 108 Aufgaben (darunter nur 5 mit speziellen Koeffi- 
zienten, Amn. d. Ref.) sowie die Beifügung neuer Zuhlenbeispiele an ver- 
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«diiedenen Stellen auf. Besonders die Abschnitte 70a den homogenea 

Punlit- und Linienkoordiaateu siud erweitert und in dpn Lösungen teilweise 

unigMibeitet worden, um eine strenge Scheidung zwischen absoluten und 

relativen trimetrischen Koordinaten durcliKufübren; ein neuer Absübnitt be- 

fiandelt den Punkt als Enveloppe. Den Abschnitten aber Linien koo]-dinat«n 

wi« über homogene Koordinaten sind einleitende Anmerkungen vorausgeschickt, 

da das Verständnis dieser Koordinaten dem Anfänger oft Schwierigkeiten 

bietet, und viele der gebrauchlichen Lehrbilelier der analytischen Geometrie 

•Üe betreffenden Kapitel gar nicht oder nur nebensächlich berücksichtigen." 

3y^xr\ trefflichen Buche, welches Ref. zu eigener Belehrung und im Dnter- 

■^cltt lange Zeit benutzt und dabei schätzen gelernt hat, ist zu wünschen, 

•iafl es auch iu der vorliegenden Bearbeitung neue Freunde finden möge. 

Westend b. Berlin. P. ZBhlkb 

I"*^- EQtzberger. Lehrbuch der ebenen Tiigonometrie mit vielea 
Aufgaben und Änwendangen für Gymnaalen und teobnische 
HittelBehnlen. Dritte Auflage. Zürich 1904, Art. Institut Orell Fäs^iU. 
X u. 68 S. 8". geh. M. 2,00. 
Bützberger gibt im Vorwort einen Überblick Ober die Geschichte der 
-'^*^ ponometrie und behandelt dann in den drei Abschnitten; „das recht- 
"^^"uiklige Dreieck", „das schiefmnklige Dreieck" und „Goniometrie" das 
^^'eseiitliche des Lehrgebietes in klarer Weise. Den Aufgaben und zwar 
r den durch Rechnung zu lösenden wird von Anfang an besonderer 
''eilt beigemessen. Es überwiegen die den verschiedensten (iebietcn ent- 
^^oirrmienen angewandten Aufgaben. Das gut ausgestatteti' äußerst praktische 
**"Q«:;blein kann warm empfohlen wenlen. 

t Berlin. E. Kl'Lmhch. 
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Schoster. stereometrische Aufgaben. Ein Lebr- und Übungsbuch 
tum Gebrauch beim Unterricht iu den oberen Klassen höherer Schulen. 
Mit besonderer Berücksichtigung der Methoden der darstellenden Geo- 
metrie. Leipzig und Berlin 1901, B. G. Teubaer. VIII u. 80 S. 8". 
geb. J(. 1,40. 

Von passend ausgewählten Aufgaben aus wiril der Lehrstoff entwickelt. 
! allzuleicht ermüdende abstrakte Aneinanderreihung der Sätze über die 
***^ehimgen von Punkten, Geraden und Ebenen wird so vermieden. Aus- 
■^^■^angfn wird nicht vom Würfel, sondern von der Pyramide, derart dafl 
'***«!> Begriffe der Ortbogonalitat uud Parallelität von Kanten und Ebenen 
*^**iichst noch nicht erforderlieh sind. Trotn des auf die darstellende Geo- 
L ^^^trie bezugnehmenden Zusatzes zum Titel des Buches fehlen Aufgaben und 
I **Qtwicklungen über das perspektivische Zeichnen. Schuster erachtet hierfür 
■•■.feine kurae mündliche Anweisung" für ausreichend. Es dürfte aber empfehlens- 
werter sein, die Grundlagen entweder in die Abschnitte I (Pyntmidei uud 
' (Prisma) als wichtige und besonders interessante Anwendungen auf^uDehmen 
^*4er sie als besonderen Abschnitt den beiden ersten unmittelbar folgen zu 
'*Sieii. Bei den Übungen ist erfreulicherweise auf das konstruierende Dar- 
•t«llen besonderer Nachdruck gelegt. 
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Zu den Figuren bemerkt Schuster auf S. IV, sie seien „nicht in Parallel-, 
sondern in Zentralperspektive ausgeföhrt^^ Das ist bezüglich eines erheblichen 
Bruchteiles, wo doch Parallelprojektion angewendet ist, ein Irrtom. In Figur 
14 sind die Pyramiden parallelperspektivisch, die durch Rechtecke begrenzten 
Stücke der Parallelebenen zentralperspektivisch gezeichnet, eine ähnliche 
Verbindung zeigt Fig. 10. Dies und die wiederholten großen Ungenauig- 
keiten bei dem Fluchtpunkt paralleler Geraden beeinträchtigen den Wert 
der Figurentafel. 

Recht praktisch ist das beigefügte Sachverzeichnis. 

Berlin. E. Kullrich. 



L. Orlando* Note dl Matematica. Serie 2. CoUezione di opere di 
matematica, fisica e scienze naturali. No. 1. Messina 1902, Ant. 
Trimarchi. 72 S. 8®. geh. Lire 2. 

In interessanter Darstellung werden Sätze und Aufgaben über ver- 
schiedene Kurven in Wechselbeziehung behandelt. Besondere Abschnitte 
sind der Benutzung der Vektoren und der Inversion gewidmet. 

Berlin. E. Kullrich. 

H. de Yries. Die Lehre von der Zentralprojektion im vierdimen- 
sionalen Baume. Leipzig 1905, Göschensche Verlagshandlung. 78 S. 
8^. geh. jH. 3. 

De Vries bezeichnet es als Zweck seiner Arbeit nachzuweisen, daß das 
Studium der Zentral projektionen im vierdimensionalen Räume {Tt^ sich 
vorzüglich dazu eigne, zur Kenntnis der Originale zu gelangen, ebenso wie 
sich auch im B^ die Zentralprojektion gerade deshalb als Darstellungs- und 
üntersuchungsmethode bewährt habe. Der Verzicht auf die Behandlung des 
allgemeinen n-dimensionalen Raumes geschieht, weil für B^ noch graphische 
Lösungen geboten werden können. Als Grundlage für die tt-dimensionale 
Geometrie dient Schoutes Mehrdimensionale Geometrie (Band XXXV der 
Sammlung Schubert). In klarer Darstellung werden für die Grundlagen 
der gewöhnlichen Zentralprojektion interessante Erweiterungen geboten. Das 
oben angeführte, der Arbeit gesteckte Ziel wird erreicht, da die angestellten 
Untersuchungen sich vorzüglich zur Vertiefung des Verständnisses der mehr- 
dimensionalen Geometrie eignen. 

Berlin. E. Kullrich. 

0. Martus. Mathematische Aufgaben zum Gebrauche in den obersten 
Klassen höherer Lehranstalten. Aus den bei Eeifeprüfungen an 
deutschen höheren Schulen gestellten Aufgaben ausgewählt und mit 
Hinzuttlgung der Ergebnisse (IV. Teil) zu einem Übungsbuche vereint. 
Dritter Teil: Aufgaben. Zweite Doppelauflage. Dresden und Leipzig 
1904, C. A. Kochs Verlagsbuchhandlung. VIII u. 180 S. 8®. geh, 
Jl, 4,20. 

Die große Brauchbarkeit der im 4. Band des Archivs (1903 S. 166) 
besprochenen Aufgabensammlung hat es bewirkt, daß trotz des nicht billigen 



Rezensionen. 189 

Preises nach kurzer Zeit die zweite Auflage erscheinen konnte. Martus hat 
50 sich in den Rahmen passend eingliedernde Aufgahen neu hinzugefilgt. 

Berlin. E. Eullrich. 

W. Seyffarth. Dr. E. Bardeys methodiaoh geordnete Sammlung von 
Anfisaben aus der Elementar -Arithmetik. Neue Ausgabe vorzugs- 
weise zum Gebrauche in den mittleren und oberen Klassen der Lehrer- 
seminare. Leipzig und Berlin 1904, B. G. Teubner. 8®. VIII u. 
300 S. geb. JL 2,80. 

Seyffarth hat die Bardejsche Aufgabensammlung mit großer Sorgfalt 
und auf Grund reicher Erfahrung für den Gebrauch in Lehrerseminaren 
umgearbeitet, so daß das altbewährte Buch für den besonderen Zweck nun 
xnit um so größerem Nutzen gebraucht werden kann. 

Berlin. E. Kullrich. 

S. Malier und M« Kntnewsky. Sammlung von Aufgaben aus der 
Arithmetik, Trigonometrie und Stereometrie. 11. Teil: Ausgabe A. 
Für Gymnasien. Zweite verbesserte und stark gekürzte Auflage. 
Leipzig und Berlin 1905, B. 6. Teubner. 8^. VIII u. 272 S. geb. 
JL. 2,20. 

Der 1902 erschienenen ersten Auflage (besprochen im 4. Bd. des 
Archivs 1903 8. 158/9) haben die Verfasser schon vor dem vollständigen 
Verbrauch der ersten Auflage eine zweite gekürzte Auflage folgen lassen. 
Sie haben ihren Wunsch, das Buch handlicher zu gestalten und von gewissen 
^angeln frei zu machen, erreicht. Der Preis ist erheblich ermäßigt. 

Berlin. E. Kullrich. 

^* Rflefli« Lehrbuch der Stereometrie nebst einer Sammlung von 
Übungsaufgaben. Zum Gebrauch an Sekundärschulen (Realschulen) 
Und Gjrmnasialanstalten. Dritte Auflage. Bern 1904, A. Francke. 
Vin u. 109 S. 8^. geb. JL 1,60. 

^^ Fenkner. Lehrbuch der Geometrie für den mathematischen 
XJnterricht an höheren Lehranstalten. Zweiter Teil :Baumgeometrie. 
Kebst einer Aufgabensammlung. Dritte umgearbeitete und vermehrte 
Auflage. Berlin 1904, Otto Salle. IV u. 131 S. 8®. Geh. A 1,60. 

Daß die stereometrischen Lehrbücher von Rüefli und Fenkner sich 
^Äch Inhalt und Darstellung bewährt haben, zeigt ihr Erscheinen in dritter 
Auflage, wobei beide wohl Erweiterungen, aber keine wesentlichen Ände- 
^^^^gen aufweisen. 

Rüefli verteidigt im Vorwort der neuen Auflage noch besonders die 
ß^ibehaltung der bisherigen Darstellungsweise, wonach der Lehrsatz voran- 
gestellt ist. Es entspreche dies freilich nicht dem Unterrichtsgang in der 
ochule, wohl aber dem Verfahren des Schülers bei der häuslichen Wieder- 
holung. Büerfor also, und nicht zur methodischen Anleitung für den Lehrer 
Sfti sein Buch bestinmit. Fenkners Darstellung ist ähnlich, doch stützt 
^"^ die Erfassung des Methodischen durch Hervorheben der „Beweismittel". 
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Von (Jem perspekti Tischen Zeichnen handelt Küefli gar nicht., 
in einem ,^nhang" iiberachriehenen Abschnitt. Diese Bezeichnnng l 
hang erscheint recht bedenklich. Der Unterrichtagang darf dieses ^ 
Gebiet keinesfalls als „Anhang" bringen. Vielmehr ist der Abgohl 
t'i-üh wie irgend möglich durchzuarbeiten, da erst nach seiner Behs 
die äulifiler die doch vielfach benutzten Pignren räumlicher Gebilt 
Verstöndnis betrachten werden. Das perspektivische Zeichnen muß i 
Schluß an die Sitze von den Geraden und Ebenen bebandelt werden, 
gerade diese Anwendung auf das Schneiden von Geraden und Ebn 
b'efflichoa Mittel zur Belebung dieses Gebietes bietet. i 

Als Übungsaufgaben bringt Kilefli nur Berechnungen. Hier wU 
Erweiteraug durch Aufnahme von einfachen Beweisübungen erapfehlM 
bei § OS und auch bei § 144 und 148 könnte so die Erweiterung < 
gerades n ausgesprochenen Satze auf ungerades n vorgebracht H 
Fenkner bietet auch Zeichen aufgaben; doch ist das Material zu i 
Es würde Im Gegensatz zu den anderen Aufgabengruppen kaum fll 
Schülergeneration ausreichen. 

Die Figuren sind bei Rüefli sorgfältiger gezeichnet, doch ist im 
Büchern der wiederholte Wechsel des für die schiefe Parallelprojekti 
wählten Winktls störend. Falsch ist es, wenn der Winkel in dei 
Figur wechselt, ja schiefe Parallelprojektion mit einem Aufriß in einer 
vereinigt wird (Hüefli Fig. 90 u. 89, Fenkner S. 66 u. 4H). Wenn I 
die Figuren weiß auf schwarzem Grunde bringt, so ist das weniger empfi 
wert- Dem Leser werden so Kontroll- oder Hilfslinien sehr erscbwoi 

Berlin. E. KuLi.Hioi 



0. Reiche!. Vorstufe der höheren Analysia und der anaJTfl 
Geometrie. Mit 30 Figuren im Tcit. Leipzig 1904, B. G. ffl 
X u. 111 S. 8". geb. ..«.2,40. j 

Reicheis Vorstufen sind in erster Linie dazu bestimmt, den Studnl 
der Königlichen Landwirtschaftlichen Hochschule eine gründlichere Teri 
in die für das Verständuis der mathematischen Vorlesimgen erforda 
Elemente zu erleichtern. Sie können hierfür, außerdem aber auch ■ 
regende Lektüre für weitere Kreise warm empfohlen werden. Die 
motischen Teile sind in ihrer charakteristischen Gestaltung herausgell 
aus der Programm abhandlung vom Jahre 1863 und den „Gruodlafl 
Arithmetik" des Verfassers. Sliirk betont wird die Auffassung ^ 
Weiterungen der natürlichen Zahlenreihe als „formaler Gebilde", temd 
besondere Sorgfalt beim Irrationalen und bei den im Anhang In Nr. 
röhrten Differentialen auf den Limesbegriff verwendet In den geometi 
Abschnitten werden die unendlich fernen Punkte als „formale Punkt« 
geführt, Vektoren und llrehungswinkel behandelt und hieran einiges anga 
über Koordinaten und Wiuk et funktionell. Der Grenzbegriff und die '. 
dienen endlich der Erklärung des „analytischen Winkelmaßes" und d 
rechnung von ir. , 

Berlin. E. Kuu.iud| 

9 
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Ä. HoflEmanil. Mathematisolie Geographie. Ein Leitfaden zunächst 
för die oberen Klassen höherer Lehranstalten. Fünfte, verbesserte Auf- 
lage bearbeitet yon J. Plaßmann. Mit 50 in den Text gedruckten 
Figuren und einer großen Sternkarte. Paderborn 1903, Ferdinand 
Schöningh. Vm u. 172 S. Ji. 2.00. 

£• Weighardt« Mathematische Geographie. Leitfaden für den Unter- 
richt in der Obertertia der Mittelschulen. Zweite verbesserte und ver- 
mehrte Auflage. Bühl (Baden) 1902, Konkordia. 46 S. A. 0.60. 

K. Geißler. Ansohauüehe Grundlagen der mathematischen Erd- 
kunde sum Selbstverstehen und zur Unterstützung des Unter- 
richtes. Mit 52 Figuren im Text. Leipzig 1904, B. G. Teubner. 
VI u. 199 S. A 3.00. 

Die neue wieder von Plaßmann besorgte Auflage des Hoff man nschen 
Lehrbuches, das nun schon über 30 Jahre fruchtbringend gewirkt hat, zeigt 
in den Einzelheiten Verbesserungen da, wo die neueren wissenschaftlichen 
Ergebnisse dies forderten. Sonst sind die Veränderungen nur gering. Auch 
in der neuen Auflage kann das altbewährte Lehrbuch aufs wärmste emp- 
fohlen werden. Für eine weitere Neuauflage rät Ref., die Angaben in den 
ungebräuchlichen Myriometem durch solche in Kilometern zu ersetzen und 
den fänften Jupitermond imter das Großgedruckte aufzunehmen und zwar 
schon auf S. 132. Femer ist es empfehlenswert, künftig bei der stereo- 
ßi^phischen Projektion S. 33,5 zu erwähnen, daß der behandelte Kreis ein 
Spezialfall ist (Ejreismittelpunkt auf dem Meridian des Projektionszentrums), 
'^d endlich muß die Begründung von Ebbe und Flut S. 110, 9 klarer 
^««taltet werden. 

Weighardts kleiner Leitfaden, von dem nach 6 Jahren die zweite 

Auflage erscheinen konnte, ist nach Inhalt und Form flir den Unterricht 

^^^ Mittelstufe recht brauchbar. Bei den Figuren sind verschiedene Ellipsen 

^^^eiiau konstruiert, außerdem hätte bei der schematischen Figur 11 für 

^^ Theodoliten wohl auch noch der Horizontalkreis gezeichnet werden können. 

Zu diesen beiden aus dem Schulunterricht hervorgegangenen und für 

^ bestimmten Büchern stehen K. Geißlers Grundlagen in einem nicht 

j ^^^esentUchen Gegensatz. Ihre Verwendung als Schulbuch würden äußere 

^^Orrektheiten stören und in geringerem Maße die Stoffabgrenzung. Ein 

^^*^^buch der mathematischen Erdkunde kann Einschiebungen entbehren 

^^^ 8. 11/12 die Parallelenkonstruktion oder S. 126 die Angaben über 

_^?^"tt« Wurzeln, und es ist auch an sich mißlich, solche und ähnliche Dinge 

Grundlagen, wenn auch kurz, mitzubehandeln , anderei-seits aber z. B. 

^^ « und die reduzierte Pendellänge bei der Pendelformel S. 74 nicht ein- 

jj^^^elien. Mängel im Ausdruck finden sich mehrfach, so S. 8 „an eine 

^ ^*^Xnmung eine Tangente legen", S. 26 „selbstverständlicherweise" oder 

v^" ^^7 „die Pendelschwingimg wird schneller". Der Satzbau ist namentlich 

,^^"^ den Fragesätzen undeutsch. Angeführt seien S. 60 „In diesem Falle 

,^f^ man die Kraft als wirksam nur in welcher Zeit betrachten?' und S. 73 

^^^tlrde die Umdrehungszeit der Erde größer, so würde wieso . . .?" Be- 

c5^^^er8 schlecht ist auch das Satzgefüge S. 53 von Zeile 4 ab. Wenn 

• ^^^le sing er in einer lesenswerten Progranunabhandlung „Über die Sprache 

den mathematischen Schulbüchern", (Lessinggymnasium 1904) es als 
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„eine unerläülithe Forderung" bezeichnet, „daß die Darstellung in den Srhul- 
biichem mustergültig sei", so ist diese Forderung zweifellos zu verallgemeinern 
und zwar einmal über die Grenzen der Schulbücher hinaus, andererseits in 
der Beziehung, daß auch Mustergültigkeit dar Figuren zu fordern ist. Der 
letzteren Forderung wird Geiölers Buch ebenfalls mehrfach nicht gerecht. 
ZuDüchst sind verschiedene Ellipsen zu beauGtanden, dann aber besonder« 
die Figuren 2, 26 und 27. Bei der letzten Figur sind vier parallele Linien 
so dargestellt, da.B sie zwei verschiedene (fast 2 em auseinanderliegende) 
Fluchtpunkte halien! Da über die Figuren so oft zu klagen ist, möchte 
Ref den großen Yerlagsbucbhandlnngen empfehlen, einen tüchtigen Zeichner 
anzustellen, der ein für alle mal die Figuren neu herauszugebender Bücher 
auf ihre zeichnerische Korrektheit prQft. Ea ist vielleicht nicht von jedem 
Verfasser zu verlangen, iJaB er korrekt zeichnet. Notwendig aber ist es, 
daß sich in Bachern, die zum Drucke gcliuigen, einwandsireie Figuren finden. 
Es geht nicht länger an, die Mißstände bei den Figuren als belanglos kq- 
zusehen, sondern es muß versucht werdfn, hier Abhilfe zu schaffen. 

Inhaltlich ist die Angabe Geißlers S- 183 unrichtig, „daß nur eines 
der beweglichen Feste des Kirchenjahres nSmlich Ostern sich nach dem 
Monde richtet". Verschiedene Angaben über das Massen an ziehungsgesetx 
bedürfen einer Umarbeitung, Hier ist zwischen „proportional" und „gleich" 
nicht sorgßltig unterschieden und jegliche Gravitationakonstante tfilschlich 
unterdi-Uckt. Zugleich ist die Einführung des alten Kraftgrammes statt des 
Massengrammes wenig empfehlenswert. 

Nach alledem sind Geißlers Grundlagen, wenigstens vurläulig, kein 
besonders geeignetes Buch in der Hand des Lerneaden, sei es „zum Selbst- 
verstehen", sei es fOr die Benutzung beim Schulunterricht. Sie können aber 
iur „Unterstützung des Unterrichtes" in der Hand des Lehrers dienen und 
seien in diesem Sinne empfohlen wegen der Anregungen, die der Lehrer 
an den verschiedensten Stellen aus Eigen artigkeiten in der Stoff behandlung 
schöpfen kann. Erwähnt sei hier Geißlers Zonenapparat, der eine hübsche 
praktisfhe Orientierung bietet. 

Zum Schluß möchte Bef. noch raten, die Verse 8. 48 und 91 b«i 
einer Neuaufla)<ä fortzulassen. 

E. KULLRICH. 



Newost. Die Qravitationslehre ein Irrtoml Einige Weltprobleme. 
Wien 1905, Karl Konegea. 93 S. J(.. 1,26. 

Eine groflo Anzahl von Erscheinungen, die man bisher — wie win 
glauben mit Erfolg — auf die Gruvilation zuriickge führt hat, scheinen dein 
Verfasser so schlecht begründet, daß er eine neue Theorie aufstellt, die — 
wie er glaubt — diesen Tatsachen gerecht wird und zugleich über seli^fl 
viele andere mit der Gravitation kaum zusammenhangende Erscheinunj^ 
Rechenschaft gibt. Die Sonnenprotuberanzen , wie die Ebbe- und Fli 
ersehe in ungen, FluSbettwanderungen (1), den Golfstrom erkifirt er, wie : 
den Leide nfroatschen VerBuch dadurch, daß Wärmestrahlen Wasser 
drängen. Usw. 

Cbarlottenburg H. Sajitui. 
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Noack. Aufisaben fOr physikaliBOhe Sohülerübnngeii« Berlin 1905, 
Julius Springer. XU u. 170 S. geb. JH. 3. 

Seit etwa 15 Jahren sind ans dem etwas unbestimmten QefEQile, daß 
der theoretische physikalische Unterricht einer gewissen Ergänzung durch 
die Handfertigkeit der Schüler bedürfe, und daß man dem Drange dieser 
nach einer solchen Betätigung von Seiten der Schule entgegenzukommen 
habe, praktische Folgen grezog^n worden. Freilich sind die Ansichten, welche 
Ziele einem solchen Unterrichte anzuweisen seien, noch wenig geklärt Die 
einen woUen nach englischem Vorgänge von den Schülern physikalische 
(besetze selbständig finden lassen — was natürlich nicht wörtlich zu ver- 
stehen ist. Denn der Lehrer, der ja das Gesetz kennt, wird den Versuchern 
die Richtung zu geben haben, die zur Bestätigung desselben schnellstens 
hinfuhrt, und meist den Lehrsatz vorher anführen müssen, dem zugestrebt 
wird. Die andern wollen einfach von den Schülern eine teils im Unterrichte 
bereits durchgeführte teils wegen Zeitmangels nicht durchführbare ergänzende 
Versuchsreihe machen lassen. Die dritten arbeiten darauf hinaus, von den 
Schülern die physikalischen Konstanten ähnlich bestimmen zu lassen, wie 
das im Universitätsunterrichte etwa nach den Kohl rausch sehen Büchern 
geschieht. Der Verfasser, der als einer der ersten praktische Übungen in 
Deutschland einführte, ist Eklektiker in bezug auf diese dreierlei Ansichten. 
Die meisten Übungen bewegen sich in den an erster und an dritter Stelle 
genannten Bichtungen. Für diese Zwecke hat derselbe eine Anzahl von 
Apparaten selbst konstruiert. Es ist kein Zweifel, daß das vorliegende Buch 
sowohl dem Lehrer als dem Schüler, der es wohl hauptsächlich benutzen 
8oU, sehr gute Dienste leisten wird, insbesondere auch durch die Art, wie 
er die Versuchsergebnisse von den Schülern protokollieren und rechnerisch 
verwerten läßt. Er verlangt aber von den Schülern einen so hohen Grad 
von kritischer, sorgfältiger Arbeit in bezug auf Messungen und Wägungen, 
wie er nur im Hochschulpraktikum vorausgesetzt werden soUte. Freilich 
werden Schüler, die wirklich allen diesen Forderungen gerecht werden und 
das Buch das Verfassers praktisch durcharbeiten, davon einen großen Nutzen 
haben und einen elementaren Hochschulkursus sparen können. Eine Anzahl 
Tabellen, welche zur Erleichterung der numerischen Rechnungen dienen 
sollen, werden sich beim Gebrauche des Buches recht nützlich erweisen. 
Das Verständnis des durchaus korrekten Textes wird noch durch 93 scharfe, 
schematische Bilder erleichtert. 

Charlottenburg. H. Samtek. 

Waeber« Lehrbnoh für den Unterricht in der Physik. 14. Aufl., neu 
bearbeitet von Oberlehrer J. ünverricht. Leipzig 1905, Ferdinand 
Hirt und Sohn. 343 S. geb. M, 3,75. 

Ein Buch, das in einem Zeitraum von 16 Jahren 14 Auflagen erlebt 
hat, läßt besondere Vorzüge voraussetzen. Ursprünglich für den Seminar- 
unterricht bestimmt, mußte es nach den neuen Lehrplänen der Lehrerbildungs- 
anstalten von 1901 umgearbeitet werden, wobei noch insbesondere die 
mathematische Begründung einiger Gesetze, ein Abschnitt über das absolute 
Maßsystem und ein recht klarer zweckentsprechender Paragraph über das 
Potential hinzugekommen sind. Hierdurch erscheint das Buch auch dem 
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Unterrichte an höheren Schulen mehr angepaßt, wenn auch die Anfordeningen 
an die mathematische Ableitung hier größere sind. Das im elementaren 
Unterrichte so notwendige Ausgehen von den Erfahrungen des taglichen 
Lebens ist recht passend durchgeführt, und die Anwendungen der physi- 
kalischen Tatsachen in der Technik sind zum Teil eingehender behandelt 
als in andern ähnlichen Zwecken dienenden Büchern: so sind die Pendeluhr 
und die Ankerhemmung der Taschenuhr, das Aneroid, die Prismenbeleuchtung 
der Leuchttürme, die LokomotivenstBuerung, die Nemstlampe, die Telegraphie, 
Telephonie und Funkentelegraphie u. a. nicht bloß erwähnt, sondern mit 
technischen Einzelheiten in klaren Abbildungen dai*gestellt. Eine Reihe von 
einfachen Aufgaben wird das Eindringen in die Gesetze fördern, beigegebene 
Zahlentabellen, z. B. eine Psychrometertafel werden bei der Lösung derselben 
nützlich sein. Eine historische Nachschlagetabelle vervollständigt das recht 
brauchbare Buch. 

Charlottenburg. H. Samter. 

F. Lopp^. Essais indnstriels des machines öleotriques et des groupes 
^lectrogdnes. Paris 1904, Gauthier -Villars. 

Schon für den Fachmann der Elektrotechnik ist es oft schwer, unter 
den zahllosen Büchern über dieses Gebiet ein ihm zusagendes und für seine 
Studien zweckmäßiges Buch auszuwählen. Noch viel schwerer aber kann 
sich der nicht speziell elektrotechnisch, aber physikalisch und mathematisch 
gebildete Leser ein Werk aussuchen, das ihm über Dinge Aufschluß gibt^ 
die ihn gerade interessieren. Die meisten Leser des Archivs dürften 
wohl wenig Interesse für den konstruktiven Aufbau, die Zweckmäßigkeit 
oder die Ausnutzung elektrischer Apparate haben, dagegen recht viel 
Interesse für die Art, wie man sich in der Großelektrotechnik physikalischer 
und mathematischer Methoden bedient, um solche Apparate zu bauen, zu 
prüfen und zu betreiben, und wie diese Apparate arbeiten. Solchen kann 
das Buch von Loppe sehr empfohlen werden. Es beschreibt in Wort und 
Zahl Versuche, wie sie tagtäglich in den elektrotechnischen Fabriken oder 
am Aufstellungsort der Maschinen vorgenommen werden. Es kann an dieser 
Stelle besonders deswegen empfohlen werden, weil es nicht nur Versuche 
bringt, die über das richtige Funktionieren einer Maschine orientieren, 
sondern auch Versuche, die ins Wesen der Maschinen einführen. Außerdem 
ist es sehr klar und verständlich geschrieben und gibt bei allen Versuchen 
Sinn und Zweck genau an; endlich bietet es durch ausführliche Besprechung 
der Versuchsmittel und der damit gemachten Erfahrungen die Möglichkeit, 
soll)st mit Erfolg ähnliche Versuche auszuführen. Daß der Leser die 
physikalischen Grundbegriffe der Elektrotechnik beherrscht und einige 
Bekanntschaft mit den elektrischen Maschinen und Apparaten hat, ist 
natürlicii vorausgesetzt. Es enthält folgende Kapitel: 1. Zweck und 
Orfjaiiisation von Versuchen. 2. Allgemeine Versuchsmethoden. 3. Versuche 
an (ileichstrommaschinen. 4. Versuche an Wechselstronmiaschinen. 5. Ver- 
suche an vollständigen Anlagen. In diesem ziemlich ausführlichen Kapitel 
worden dorn Li^ser auch Versuche an Dampf- und Wasserkraftm aschin en 
gi'/inigt. i\. Ergänzungen, behördliche Vorschriften, Protokollformulare. 

('hurhittenhurg. M. Schenkel. 
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Marx, r^ther principe niüTerael des foroes. Memoires resum^ par 
C. Benoit. Paris 1905, Gauthier-Vülars. X u. 217 S. fr. 6,50. 

Diesen gesammelten Abhandinngen des ehemaligen Greneral- Inspektors 
der Brücken und Chausseen ist ein Bericht einer Kommission der Pariser 
Akademie vorangestellt, welcher aus den Comptes rendus abgedruckt ist. 
Es überrascht uns, darin zu lesen, daß einer actio in distans philosophische 
Bedenken entgegenstehen sollen, die in der vorliegenden Schrift durch 
Konzeptionen über den Äther ersetzt seien. Aus der Erkenntnistheorie können 
sich solche Bedenken nicht erheben, weil ja die Begriffe der Ursache und 
Wirkung nicht in den Dingen selber liegen; aber auch die Metaphysik 
liefert keinen Anhalt gegen die Feme Wirkung, weil diese nicht weniger 
unerklärlich ist als eine solche bei unmittelbarer Berührung der Körper. 
Das ist es auch, worauf Kant (zitiert bei Isenkrahe, Rätsel der Schwer- 
kraft S. 27) hinweist mit den Worten, daß ja kein Ding dort wirke, wo 
es wirklich ist. Eine ZurückfÜhrung der Femewirkung auf eine Übertragung 
durch den Äther wird also von der Philosophie nicht gefordert und von 
den Natiirwissenschaften nur deshalb gewünscht, weil man ähnliche Er- 
scheinungen einheitlich behandelt sehen möchte. Für die elektrischen 
Phänomene aber hat sich die Nahewirkung als unumgänglich herausgesteUt, 
demnach ist für die Gravitation die Beseitigung der Femwirkung ein 
erstrebenswertes Ziel, dem freilich bisher nur eine große Anzahl unzureichender 
wenn auch geistreicher Theorien mehr oder weniger nahe kommen. 

Die Ansichten des Verfassers sind zum Teil bereits in der Theorie 
von Challis 1859 (Encykl. Bd. V, 1. S. 55) enthalten, wonach Längs- 
wellen im Äther die Schwerewirkungen erklären sollen. Dagegen siebt der 
Verfasser diejenigen Wellen, auf die er die elektrischen und optischen Er- 
scheinungen zurückführt, als helikoidal an und glaubt Besonderheiten in 
ihrer Natur entdeckt zu haben, die sowohl die Polarisation des Lichtes als 
auch die X-strahlen erklären kÖQDen. 

Charlottenburg. H. Samtbr. 

E. Jonffret. Tralte ölömentaire de Geometrie k quatre dimeiiBions 
et Introduotion k la Gfröonietrie k n dimenBions. Paris 1903, 
Gauthier-Vülars. 30 u. 215 S. 8«. 

Das Erscheinen elementarer Lehrbücher der mehrdimensionalen Geometrie 
darf wohl als Anzeichen für das Eindringen dieser Disziplin in tiefere 
mathematische Schichten aufgefaßt werden. Es ist in dieser Hinsicht er- 
freulich, daß kurz nach dem deutschen Lehrbuche der mehrdimensionalen 
Geometrie von P. H. Schonte (Samml. Schubert XXXV, Leipzig 1902) auch 
ein französisches erschienen ist. Obgleich diese rasche Aufeinanderfolge der 
beiden Werke zu ihrer Vergleichung herausfordert, so will ich diesem Beize 
doch widerstehen und mich auf eine kurze Inhaltsangabe des vorliegenden 
beschränken. 

Ein hervortretendes Kennzeichen des Buches ist die vielseitige Be- 
rücksichtigung der Literatur; an vielen Stellen stören sogar die Berichte 
über die Literatur den einheitlichen Charakter, den ein Lehrbuch haben 
solL Insbesondere gilt dies von dem umfangreichen Vorworte, worin An- 
sichten verschiedener Schriftsteller über das Axiom der Dreidimensionalitöt 

13* 



'^ezeiiJtiionen. 



ifi- iie wirkliche Existenz oder Vorstellbarkeit 

■jj^j.K viedergegeben und Anwendungen zusammen- 

..a» :ifs letztere Begri£fsbildung in Mathematik und 

_>.^..^icu iiaum definiert der Verfasser analytisch, indem 
.^ i».«... 1 . . JT^ als Punkte und die durch ein, zwei oder 

^eu -.wischen x^, . . . x^ bestimmten E^inktmannigfaltig- 

ftrutii oder Geraden einführt. Auf dieser Grundlage 

-^ ^^ 'niHileiLsmus, Länge, Normalität und Winkel definiert 

.^-«■u varüuJt' bezüglichen Sätze abgeleitet. In § 25 findet 

>. . ..*- Tc^uuietrie im Ä^ (übereinstimmend mit der Methode 

iu« Qi' . temer im Kap. VIT die Theorie krummer Linien, 

..(t^ 111 /i\ kurze Erwähnung. Ein Drittel des Buches ist 

:>;.•« x^udere regulären) des vierdimensionalen Raumes ge- 

.rill ridp. IX angeführten Anwendungen der vorhergehenden 

-.^.Ä irnl Chemie dürften wohl eher verwirren als belehren. 

.,. v..t»itfL ist der « - dimensionalen Geometrie, im >^ 57 auch 

. . \ • -^ :i! n n n sehen Habilitationsschrift erwähnten Möglichkeit 

, »iTi^iietton von unendlicher Dimensionenzahl zu untersuchen. 

N^ .>*t *'-t^. der Verfasser sogar die Frage auf: ,Jje georaetre 

,.►1 Ajuieue a considerer des champs de degre fractionnaireV** 

. . -.-^u'" ^tirhält das Buch viel Anregendes und Brauchbares; als 

^ V •-. .'^ mir jedoch nur in einigen Kapiteln empfehlenswert. 

■ fc.'MAr l^H^ö. E. Müller. 



Hi^a H:UK*tttcllC« Beiträge zur mathematisohen Begründung einer 
^c^wOv'U'iti^^ vl*^ Blätter. 32 Seiten und 4 Figurentafeln. Berlin 

•»... *■ .•H.v^-.' i<i CS gelungen, eine große Anzahl von Blattformen etc. 

^ , . . V .. ... r ^ /■ (cüs (p) darzustellen, auch gewisse Anpassungs- 

•* i -.Ni^'.t.-c» Bau der Kletterpflanzenblätter etc.) mit gewissen 

^. •. "^x-.i der analytischen Formel in Beziehung zu bringen. 

, >.,.-•• i^urwissenschaftlich mit diesen Ergebnissen noch nichts 

i , . .' \\Vs[ sind sie noch weit davon entfernt, einen inneren Grund 

x^ ,.\ . .v^'.o dor Blätter aufzudecken, so bedeuten diese Arbeiten, 

•>. V" ..Pie analytisthe Form der Blätter" Quedlinburg 189.)} 

,^. .-.r.^^«.» Schritt zur einheitlichen niatheniatischen Darstellung 

'^ , .>, . ",'■ N.iü:r!ormen. 

F. Ludwig. 
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1. Aufgaben nnd Lebrsatze. Lösungen. 

A« Aufgaben und Lelirsfttie« 

143. Die Anzahl der Kombinationen von n Elementen zur rten Klasse 
ohne Wiederholungen, wobei keine Komplexion zwei „benachbarte'* Elemente 
enthalten darf (auch das erste und letzte Element sollen als „benachbart*^ 
gelten), beträgt 

'?-"(" 7:7')- 

80 ist z. B. die Anzahl solcher Amben = — ^— ^ — - = Anzahl der Diagonalen 

^es n-Eckee. 

Aussig, Böhmen. stud. math. J. Kitua. 

144. Sur tme surface quelconque de r^volution on consid^re les lignes, 
dont la tangente en tout point M se trouve a une distance constante a du 
Point de rencontre de Taxe de rotation avec le plan tangent a la surface, 
^ Jf. D^montrer que la courbure geodesique de ces lignes est egale a la 
<^uibure de la surface, multipliee par a. 

Naples. E. CesIro. 

145. Alle Geraden, die aus zwei festen Kreisen Sehnen von gleicher 
^^ge ausschneiden, umhtdlen eine Parabel^ die die Potenzlinie der beiden 
^i^ise zur Scheiteltangente und die Mitte der Zentrale zum Brennpunkt hat. 

Straßburg i E. Paul Epstein. 

146. Ein Brett hat sechs mit den Zahlen 1 bis 6 bezeichnete Felder. 
^^ würfelt mit einem Würfel; beträgt die Zahl der geworfenen Augen o, 
^ besetzt man ein oder mehrere Felder von der Beschaffenheit, daß die 
Sunujie der auf ihnen stehenden Zahlen gleich a ist. Um Willküi-lich- 
^eiten bei der Felderbesetzung zu vermeiden, die das Problem äußerst 
komplizieren würden, sei festgesetzt: 1. man besetze stets möglichst vidi 
Felder; 2. kann man zwei Felder auf verschiedene Arten besetzen, so besetze 
^***ö dasjenige Felderpaar, für das das Produkt der Felderzahlen am größten ist. 
^^ Verfahren setzt man solange fort, bis es abbricht. — Wie groß ist: 
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^ -.hit^ Wäkhrscheinlichkeit tr,, daß das Verfahreu nach dem vten Wurfe sein 
S)Dtdk^ erreicht? (Ein Wurf, bei dem ein der Angabe entsprechendes 
F«»iab«ft>«€zeii nicht möglich ist, zählt nicht mehr mit, muß aber bei der 
l(^nH:luiung der Wahrscheinlichkeit natürlich in Betracht gezogen werden.) 
\>, Uv^ Wahrscheiolichkeit ir, daß — gleichgültig wieviel Würfe erforderlich 
-aid aUe Felder besetzt werden? (Es darf natürlich kein Feld 

ai>|>|h^lt besetzt werden.) 
c^. l>ie Wahrscheinlichkeit tr^^ daß v Felder frei bleiben? 
U) l>ie WabrscheinUchkeit ir*, daß die Sunune der auf den freibleibenden 
b'elderu stehenden Zahlen » v ist? 
bolzendes mag zur ErlSuterung dienen: Ist im 1. Wurfe 1 oder 2, im-.«::Mzni 
^^ dietielbe Zahl geworfen, so hat das Verfahren bereits mit dem ersten ^-^.^n 
Wiui'e ein Ende, und wie leicht ersichtlich, nur dann: «^i = 3$ + se = Ä-~.^^- 
Bleiben nach dem fiten Wurfe die Felder 2 und 3 frei, so ist: 
da« Verfahren mit dem ftten Wurfe zu Ende, falls beim (fi + l)tei 
l, l oder 6 fällt (Wahrscheinlichkeit hierfür -= |); 
vW Vertahreu mit dem (fi + l)ten Wurfe zu Ende, üA\a 5 fallt. 

b'^t dagegen 2 (3), so ist das Verfahren mit dem (fi -f- 2)tei 
Wmfe AU, Ende, falls in diesem 3 (2) fällt, andernfalls schon mit 
■ u r Oteu.M 

i^hüeubar ist «' = «Tq = tc^, 

Potsdam, den 23. Oktober 1905. Otto Meissner. 



147. lH>r i.Vt für die Wendepunkte aller Eonchoiden des Nikomedes 
luiv di'Vtt\>lbou Baius, demselben Pol, aber variablem Zwischenstück ist eine 
NviUvlw Piuabel. 

J\|»OVor. H. WlELETTNER. 

l*4v^ lH>teruuuer la direction A'B'C' tele que la sonmie des carres 
Uiv ii4v\(<K^Uuu)4 d^ ooten d'un triangle ABC sur c^te direction soit minima. 
l'^t 4.V E. Lemoine. 



B. Lösungen. 



'm ril vBd. l\, W'i (Gino Loria). — Les deux theoremes suiyants 
^v^^ 'viva .n>4u»uä i^\. |k. ex. mon ouvrage Specielle alg. u. fransz. Kurven^ 
!.. ^ k^ i;KM» \k U. IVubner, p. 446 et 472). 

\. :^> ' ^»u ^vjetie uue helice tracee sur un cylindre circulaire droit 
.tv.< i>xMH' xU» Ihw *vur UU plan normal a cet axe, on obtient une spirale 



V. ', 



',i i^ .^u vvaU*^!^ vui pn>jotte la meme courbe sur le meme plan, le 

a une cyclolde, ordinaire, 

^..k... .aki^vt^itf tn. flirAP.tioTi dps rsi 



;^v, *w r*vv^^^^*^ ^Uu^ {^ riutini, on parvient a une cyclolde, 
V\s <v 'w »^v\ouiv^<> «^v\aut la direction des rayons projetants. 



^ V V v, i- «^u * i ^ »» %+a ^ 1^ ^'' ^'^^^ Änmhme. 



f 
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Gela prouve qne la spirale byperboliqne et les cjcloMes sont des 
genres d'une meme esp^ce de oourbes, qu'on obtient en projetant une b^lice 
ordinaire snr un plan perpendiculaire a son axe d'un point quelconque de 
Tespace. Si (a, 5, c) sont les coordonn^es du centre de projection et 

• aJ=«rco8g>, y=»r8ing>, z = h(p 

les eqaations de Tbelioe, les eqnations gen^rales des rayons projetant la 

conrbe seront 

X — a y — h z — c 

a — r C08 <p 6 — reinqp e — hq> 

lln faisant jer — on en tire 

c(a — rcoBQp) , c(a — rsinqp) 

c — hq> ' ^ c — hq) ' 

ce sont les ^quations de la conrbe de projection (^quations qu'il £aut mettre 
& Ist place de Celles qui se trouvent dans T^nonc^ de la question, oh s'est 
^lissee une faute de transcription). 

On peut pousser plus loin ces consid^rations. On sait, en e£fet, que 

^^^ projection orthogonale de Tb^lice sur an plan parallMe a Taxe de la 

est une sinuso^de; donc la spirale byperboliqne, tontes les cjcloYdes 

Xa sinnsolde sont des genres d'une espece 4tendue de courbes qui com- 

tontes les projections (centrales et parallMes) d'une b^lice ordinaire 

un plan quelconque. 

Ces remarques, quelque simples qu'elles paraissent, me semblent douees 
certaine yaleur: car en 4tablissant les rapports entre des courbes 
'tar^Lnscendantes differentes, elles viennent jeter des lumi^res sur ces figures 
^t. prouvent que la spbere d'influence de la methode des projections n'est 
Pck'S. bom^e, comme on croyait, au champ algebrique. Cela peut etre utile: car 
sait que la tbeorie des courbes transcendantes n'est qn'a ses d^buts. 

Genes. Gmo Loria. 



Zu 124 (Bd. IX, S. 91) (G. Kober). — Von einem Kegelschnitte 
gegeben der Mittelpunkt 0, die Richtungen OÄ und OB der Achsen, 
Kurvenpnnkt P und die Richtung der Tangente PT, Der Erümmungs- 
•**^trfcelpunkt fftr P sei K. Von P aus fälle man auf die Achsen OÄ und 
^-Ä die Lote PÄ' und P-A"; die Tangente PT schneide ä'ä" in Q und 
^^® 3f- Achse in jB; die Normale PN treflfe die y- Achse in iC"; die Gerade 
'^^' werde von QK" in K\ von OK in X geschnitten. Nach einem vom 
Y^^Ä^iisteller veröflfentlichten Satze (Hofl&n. Zeitschr., Bd. 36, S. 275, 
^^^gabe No. 23) ist das Doppelverhftltnis der beiden Büschel P{ÄBPE) 
?^^ 0{ÄBPE) gleich. Nun schneidet das Büschel P{ÄBPK) die y- Achse 
y^ den Punkten Ä", B, B, K'\ das Büschel 0{ABPK) die Gerade PA' 
^ den Punkten A\ B^ P^ X, Demnach haben diese beiden Punktreihen 
T?^^e die beiden durch sie gelegten Strahlenbüschel Q{A" BBK") und 
Vv^'^jBPX) dasselbe Doppelverhältnis. Nun fallen in den zuletzt genannten 
r^^den Büscheln die ersten drei Strahlen des einen mit den entsprechenden 
^^^^"^lilen des andern zusammen; mithin sind auch die vierten Strahlen QK 
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und QX identisch, d. h. Punkt X fällt mit JT' zusammen. Daraus ergi 
sich folgende lineare Konstruktion des Punktes K: 

(OÄ, PB) ^Ä\ (OB, PN) = JT', 

(OB, PÄ) = Ä'\ (Qr\ PB) = K\ 

(A'A'\ Pr) « Q, (0K\ PK'') = K 

Prenzlau. W. Steqemann. 

Zu 126 (Bd. rX, S. 91) (E. Jahnke). — Die Ecken eines beliebi - 
Vierecks seien Ä^, A^, Ä^, Ä^, die Seiten <3^s) ^s, a^^, a^ , die Diagon^ 
0^2) ^) die Mitten der Diagonalen M^, M^. Femer sei M^M^ =«« 
M^Ä^ ^ X, M^A^ =s ^, MiA^=' u, M^A^ °o v. Dann ergibt sich nach 
kanntem Satze 

aus Dreieck A^A^A^i a^j + a^^ = 2w* + 2<*iJ> 

„ „ A^A^A^: al^ + a/j - 2v^ + ^a^.^^ 

„ „ A^A^A^'. a^j + ö,g =» 2a: + jÖ24> 

„ „ A^A^A^'. a,* + aj'^^ = 2y* + ^a,*. 

Durch Addition erh&lt man 

2(«xl + «« + «M + ««) = 2 («»+»« + a;« + y») + o« + a^. 
Ferner ergibt sich ans den Dreiecken M^A^Ai und M^AiÄgi 

u» + V» - 2m» + ia ■• , «« + y» = 2m« + jaiV 

Setzt man dies in die vorige Gleichung ein und dividiert durch 
so folgt tti* + a,! + ajä + a/i = a^l + a^ + 4 m* oder 

(1) 4m« = a,« + aj| + a^ + a/, - (a^* + a^^. 
Hiemach erhält man für ein beliebiges Fünfeck A^Ai^A^A^A^ 

aus Viereck A^A^A^A^: 4m* « a/, + «^ + a« + «62 "" K* + «»)» 

„ A^A^A^A^i 4mJ = a^* + a^ + a^* + a/j - (a^ + a^), 

„ A^A^A^A^: 4m* = a/^ + a^* + o^* + < — (a/i + Ojt)» 

„ ^ A A^- 4m* - ag* + «il + a2*8 + «85 ~ K» + «i*)» 

^1^2 ^8^4: 4m* = ai*2 + «23 + «i + «4*1 - («18 + ^id' 

Durch Addition ergibt sich 

(2) 4 (mj + „,| + m» + mj + m«) = 3(a,» + a,* + «^ + a^ + o,») 

- («t*. + ««"i + «ii + «A + «6^). 

was mit der Behauptung identisch ist. 

Durch Anwendung der Formeln (l) und (2) auf das Sechseck erl3 
man für dieses mehrere ähnliche Formeln. Aus den Eckpunkten des Sec= 



yi 
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lassen sieb ohne Inversion dieser Punkte 15 Yierecke bilden. Nimmt 
iki3. zu ibnen nocb die Vierecke Ä^A^Ä^Ä^^ A^A^Ä^A^^ A^A^A^A^ bin- 
9 so geboren zu diesen 18 Vierecken 18 Strecken m als Verbindungs- 
st:x'ecken der Mitten ibrer Diagonalen. Mebr als diese 18 Verbindungsstrecken 
Diagonalmitten sind im Secbseck nicbt möglieb, wenn nur Paare solcber 
pönalen berücksicbtigt werden, die keinen Endpunkt gemein baben. 

Wendet man nun die Formel (l) auf die genannten 18 Vierecke an, 
erhält man darcb Addition aller Gleicbungen 

Wendet man die Formel (l) nur auf die Vierecke 



x:ind bezeicbnet die ibnen zugehörigen m der Reibe nach mit m^^ m^, . . . m^, 
so ergibt sich 

^(nil + ml + ml+ ml + wg + mj) = a^\ + a/, + a^ + a/, + a^\ + a^^. 

Bildet man aus dem Secbseck durch Weglassung je eines Eckpunktes 
^^^^Hs Fünfecke, so gelangt man durch Anwendung der Formel (2) auf diese 
sechs Fünfecke zu der Gleichung 

2 ^«x« 



«»/ = 3(0/2 + «28 + «34 + «45 + «56 + «6^) - («14 + «25 + «sD^ 

^^o die Summe auf der linken Seite die Größen iWj, wij, tn^ nicht enthält. 
Prenzlau. W. Stegemann. 

2. Anfragen nnd Antworten. 

(Vacat.) 



3. Kleinere Notizen. 

Über die Ableitung der En 1er sehen Knickungsformel. 

Der Fall der Knickungsbelastung eines geraden Stabes hat in der 

^cixniscben Elastizität«- und Festigkeitslehre seit jeher eine eigentümliche 

«v^U^nng eingenommen. Einerseits erscheint die durch die sogen. Eulersche 

^^ckungsformel gegebene Beziehung sehr merkwürdig. Andererseits wider- 

-p^^t>t der Fall einer Behandlung in jener Form, wie sie in der technischen 

, ^^'^igkeitsberechnung häufig angewendet ^vird, insofern, als es ohne will- 

^^^liche Annahmen kaum gelingt, die zulässige Spannung in praktisch brauch- 

^^^^i* Weise in die Formeln einzuführen. Beide Umstände sind vielfach 

^X^x'ocben worden; doch halte ich es trotzdem nicht für überflüssig, den 

^^^^^ren abermals ins Auge zu fassen, weil er in gewisser Hinsicht immer 

^^^Ix nicbt vollkommen beleuchtet sein dürfte. Man mag über die Anwend- 

^t'^eit der Eul ersehen Formel welcher Ansicht immer sein: es besteht 

^^ Zweifel, daß sie tatsächlich vielfach angewendet wird, ihre allseitige 

^ta^chtung also jedenfalls nützlich ist. 
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Zur Ableitung der Eni ersehen Enickungsformel wird die Gleichung 
der elastischen Linie benutzt. Der Weg ist, mathematisch genommen, voll- 
ständig klar und durchsichtig; man kann aber nicht sagen, wenigstens bei 
den mir bekannten Darstellungen, daß dies in mechanischem Sinne auch 
der Fall wäre. Mathematisches und mechanisches Verständnis ist eben 
durchaus nicht dasselbe. Die Ableitung der Eul ersehen Formel wird meist 
nicht in einer solchen Weise gedeutet, daß wir das Zustandekommen des 
Ergebnisses in mechanischem Sinne gut durchschauen. Das Bestreben nun, 
jenes sozusagen dem mechanischen Gefühle näher zu bringen, liegt den 
folgenden Ausführungen zugrunde. 

Zunächst sei darauf hingewiesen, daß die Euler sehe Enickungskraft 
theoretisch nicht als Bruchkraft des Stabes angesehen werden kann, weil 
ihr Wert abgeleitet ist mit Benutzung der Hook eschen Beziehung. Diese 
stellt den Zusammenhang zwischen Spannung und Dehnung nicht bis zum 
Bruche dar, im allgemeinen nicht einmal bis zur Elastizitätsgrenze, sondern 
nur bis zu einer gewissen Dehnung, welche eben deshalb den Namen Pro- 
portionalitätsgrenze erhielt, wenn es sich auch natürlich nicht um ein ganz 
scharf abgegrenztes Gebiet handelt. Der Eulersche Wert kann nur Be- 
deutung haben für solche Zustände des Stabes, bei welchen die Voraus- 
setzungen seiner Ableitung erfüllt sind; jedenfalls gewährt er also zunächst 
keinen Aufschluß über den Bruch des Stabes, sondern nur über Vorgänge, 
bei welchen die Formänderung unterhalb der Proportionalitätsgrenze bleibt 
Eul er selbst sab den gefundenen Wert der Knickungskraft als Bruchkraft 
an, ein Irrtum, der jedoch schon von Lagrauge richtig gestellt wurde. \) 
Lagrange gab die zutreffende Deutung jenes Wertes durch den Nachweis, 
daß er als Grenzwert aufzufassen ist, unterhalb welches eine Ausbiegung 
durch die Kraft nicht erhalten bleiben kann, von welchem an jedoch die 
Ausbiegung stetig von Null aus mit der Kraft zunimmt. Euler war zu 
seiner Folgerung dadurch gekommen, daß bei seiner Ableitung die Größe 
der Ausbiegung unbestimmt bleibt. Es ergibt sich nur, daß die Kraft den 
sogen. Eul ersehen Wert haben muß, damit eine Ausbiegung möglich ist. 
Daraus schloß Eul er, daß bei jenem Kraftwerte jede Ausbiegung möglich 
sei, also auch die beim Bruche. Die Unbestimmtheit des Biegungspfeiles 
bei Euler hat, wie Lagrange zeigte, ihren Grund in der Einführung der 
Abszissen der elastischen Linie (geraessen in der ursprünglichen Stabricbtung) 
für die Bogenlängen. Bei Lagrange ergibt sich die ünhaltbarkeit der 
Eul ersehen Auffassung als Folge der Beziehung, welche er zwischen der 
Kraft und der durch sie bestimmten Ausbiegung ündet, zum Unterschiede 
von der oben angestellten Überlegung, aus welcher nur jenes, allerdings 
unmittelbar, zu erkennen war. 

Wenn es sieh bloß um die richtige Auffassung des Euler sehen Wertes 
handelt, worauf es an dieser Stelle in erster Linie ankommt, so genügt zu 
diesem Zwecke durchaus die Ableitung Eulers oder überhaupt eine von 
derselben Art, im Vereine mit der vorgeführten Erwägung, welche vor 
einer Anwendung der Formeln über das Gebiet ihrer Gültigkeit hinaus 
schützt. Bevor wir hierauf eingehen, noch einige Worte über die Eigenart 



1) Vergl. z. B. Winkler, Abriß der Geschichte der Elastizitätslehre, Tech- 
nische Blätter (Prag) 3. B. 1871. 
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des Ergebnisses. Daß es stets als eigentümlich empfunden wurde, ist be- 
kannt. Beispielsweise sagt Orashof diesbezüglich in seinem verbreiteten 
Suche ,,Theorie der Elastizität und Festigkeit^^^): „Das Ergebnis der vor- 
herg'ehenden Untersuchungen, daß in allen Fällen erst bei bestimmter Größe 
der äußeren Kraft P irgend eine Biegung des Stabes möglich wird, . . . 
erscbeint so auffallend, daß es von Interesse ist, zu prüfen, ob und inwiefern 
dieses Ergebnis etwa nur 
von den Ungenauigkeiten 
der Entwicklung herrührt". 
XJna uns den Unterschied 
xi?vi sehen der Knickungs- 
l>ela.stung und anderen Be- 
lastimgsf allen recht deutlich 
vor Augen zu rücken, stellen 
'wir einen Vergleich an. Wir 
denken uns einen einerseits 
eingespannten Stab durch 
eine Querkraft P gebogen, 
'Welche an seinem Ende an- 
greift (Fig. l). Nun lassen 
wir die Kraft allmählich ab- 

nelimen und achten auf das 

Verhalten des Stabes. Seine 

Ausbiegung nimmt stetig ab 

und verschwindet schließlich, 

sobald die Kraft P Null wird. Andererseits steUen wir uns jetzt den Stab vor, 

belastet durch eine Druckkraft in der Richtung der Achse des ungebogenen 

Stabes (Fig. 2). Die Kraft sei hinreichend groß genommen, um eine seitliche 

Ausbiegung des Stabendes 

*^ erhalten, welche man 1^ 

*^f irgend eine Weise 

^hervorgerufen hat. Wenn 

^•^ hier die Kraft all- 

^Shli^li vermindern, so 

^^'^ die Ausbiegung 

Wenfalls abnehmen; sie 

^^i^chwindet jedoch nicht 

^fst beim NuÜwerden der 

^^'^ft, sondern schon bei 

^^eui endlichen Werte P derselben, nämlich sobald P herabgesunken ist zu 
®^ Euler sehen Werte, der „Knickungskraft". Indem wir die beiden Fälle 

^^xter vergleichen, richten wir unsere Aufmerksamkeit auf die Biegungs- 

^^tUente. Das freie Ende des gebogenen Stabes sei als Anfangspunkt 

^P^ rechtwinkligen Koordinatensystems genonmien, dessen a;- Achse die 

^^^htung der ungebogenen Stabachse hat, sodaß x der in dieser Richtung 

^^5^ö8sene Abstand eines Querschnittes vom Stabende ist. Die y-Richtung 

^^ positiv nach der konvexen Seite der elastischen Linie, und wir tragen 



Flg. 1 




Flg. 2. 



1) Berlin, 1878. S. 168. 
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die Biegungsmomente M als Ordinaten auf.^) Bei der Querbelastung, wie 
der erste betrachtete Fall kurz genannt sei, ist die Kurve der Biegungs- 
momente eine Gerade durch den Ursprung mit der Gleichung 

Setzen wir voraus, daß man statt des Bogens der elastischen Linie die 
Abszisse setzen darf, d. h. nehmen wir eine flache elastische Linie an, so 
sagt die Gleichung aus: Das Biegangsmoment ist unabhängig von der Größe 
der Einsenkung, die Momentenkurve also unabhängig von der elastischen 
Linie. Dem gegenüber steht im Falle der Enickungsbelastung die Momenten- 
kurve in einer besonders engen Beziehung zur elastischen Linie. Hier ist 
das Biegungsmoment 

wo y die Ordinaten der elastischen Linie sind. Die Momentenkurve ist also 
zur elastischen Linie affin, oder diese kann bei geeigneter Wahl des 
Momentenmaßstabes ^ selbst als Momentenkurve angesehen werden. Anders 
ausgedrückt heißt das: Wenn hei der Knickungsbelastung die Kraft P eine 
Aushiegung zu erhalten imstande ist^ so ist jede in diesem FdUe mögliche 
elastische Linie zugleich MomentenkurvCy welche von der Kraft geUefert werden 
muß. In diesem Verhalten liegt die Eigentümlichkeit gegenüber der Quer- 
belastung. 

Die weiteren Betrachtungen sollen an den sogen. Normalfall geknüpft 
werden (Fig. 3). Wir nehmen daher die beiden Enden des Stabes voll- 
kommen drehbar an (etwa Spitzen- 
lagerung). Um femer den Inhalt 
der eben für die Momentenkurve 
ausgesprochenen Bedingung mög- 
lichst losgelöst von unwesentlichem 
Beiwerk darzustellen, benutzen 
wir die Bemerkung Mohrs, daß 
sich die elastische Linie auf- 
fassen läßt als Seilkurve, welche 
zu der als Belastungskurve gedeuteten Momentenkurve gehört, wobei als 
Polabstand die Länge EJ zu nehmen ist. Dabei ist E der Elastizitäts- 
modul des Stabmateriales und J das Trägheitsmoment des Stabqnerschnittes 
flir jene Schwerpunktachse, um welche er gedreht wird bei der Biegung. 
Die Frage: welches ist die elastische Linie, bezw. Momentenkurve, die der 
angegebenen Bedingung Genüge leistet, nimmt dann die Form an: icddie 
Bclasiungskurve erzeugt sich selbst als Seilkurve. Zur Beantwortung ziehen wir 
die Differentialgleichung der Seükurve heran, und natürlich läuft so die 
Behandlung des Falles schließlich wieder aiif eine Integration jener Gleichung 
hinaus. Immerhin erscheint die Integration hier in ein Gewand gekleidet, 
welches sich fUr das Verständnis im mechanischen Sinne weiterhin als nütz- 
lich erweisen dürfte. Sind rr, y die Koordinaten eines Punktes der Seil- 
kurve, q die spezifische Belastung der Horizontalprojektion und JS die 

1) In den Figuren ist als Momentenmaßstab 1 cm = PX kgm genommen, wo- 
bei 1 cm«BXm der Längenmaßstab ist, sodaß das Moment immitt^bar durch den 
Kraftarm dargestellt wird. 

2) wie sie oben schon angenommen wurde. 




Fig. 8. 
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Horizontalspannung oder der Polabstand, so hat man als Differentialgleichiing 
der Seilkurve ^%y « 

Sä*""" JT" 
Ty^ diese Linie ihre eigene Belastungskurve abgeben soll, so ist 

^^x setzen tmd demnach 

d^y _ y 



Differentialgleichung der gesuchten Kurve. Das allgemeine Integral 
jener ist bekanntlich 

2/ == -4-1 sin Wi a? + -4j cos «,0? , 

'^o ^j, A^ willkürliche Konstanten, w^, n^ die Wurzeln der Gleichung 
^nd, also 

(^er Ausdruck für das Integral ist naheliegend, y muß gemäß der Diffe- 
rentialgleichung eine solche Funktion von x sein, daß sie durch zweimalige 
^ifTerentiation sich selbst erzeugt bis auf einen konstanten Faktor; außer- 
dem nioß sie im vorliegenden Falle offenbar periodisch sein. Setzt man 
^n die Differentialgleichung ein, so ergibt sich die Bestimmirngsgleichung 
für n). Die Konstanten -4^, Ä^ sind so zu wählen, daß den Grenzbedingungen 
f^ die Seilkurve Genüge geleistet wird. Da die Kurve durch den Anfangs- 
Punkt des Koordinatensystems geht, muß ihre Gleichung y = liefern für 
^ *=* O, sodaß -4^ «= zu setzen ist, und die Gleichung die Form annimmt 

y =» fsinnx^ 

'^obei für die Konstante A^ die Bezeichnung f eingeführt wurde. Die 
"^wr^e ist eine Sinuslinie und, wie man sieht, ist f der größte vorkommende 
'^eirt der Kurvenordinate, also die Einsenkung in der Mitte der Spannweite 
S aJ^ welche die halbe Wellenlänge der Sinuslinie auftritt. 

In der Kurvengleichung erscheint als gegebene Größe der Polabstand 
oder* die Horizontalspannung H (mit Rücksicht auf den Ausdruck für «). 
** Mnrd bei Annahme einer bestimmten Form der Seilkm-ve im allgemeinen 
^^^^Ängen von der Spannweite und bei symmetrischen Kurven von der Größe 
^^ Scheitelordinate f. Nehmen wir beispielsweise eine Parabel als Seil- 
Z^**"Ve, deren Hauptachse in die Ordinatenrichtung fällt. Zu ihr gehört als 
"^l^Lstungskurve bekanntlich eine Gerade parallel zur a:- Achse mit der Gleichung 

^ *** const., und der Polabstand ist -H" = ^ . Hält man die Spannweite 

^*'^, so ist hier also der Polabstand verkehrt proportional zur Soheitelordi- 
^^'^^ Sehen wir mm darauf hin die Sinuslinie an. Der Zusammenhang 
^^^chen H und l ergibt sich aus der Kurvengleichung durch Einsetzen 
^®r Endkoordinaten werte a: = 0, y ^=1^ also /"sinnZ = 0, woraus 

«l = TT 
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folgt. Demnach ist hier 

d. h. die Sinuslinie hat als SeUhurve die Eigenschaff, daß hei iJir der Poi- 
ahstand nur abhängt von der Spannweite, nicht aber von eJtr QrÖße der 
Sdieiiclordinate. Mit andern Worten: alle Sintislinien sswischen denselben 
beiden Endpunkten haben denselben Polabstand oder dieselbe Horizontdt- 
Spannung, wie groß oder Mein die Scfieitehrdinate auch sein mag. 

Dieses Ergebnis übertragen wir nun auf den Fall der Knickungsbelastung. 
Die Differentialgleichung der elastischen Linie in der Nävi ersehen Form ist 

d*y ^_Py 
dx* EJ' 

P 1 

es entspricht also der Faktor „y. dem jr der Seilkurve. Da, wie früher 

gezeigt, eine im vorliegenden Falle mögliche elastische Linie nur jene sein 
kann, welche ihre eigene Momentenkurve ist, so sehen wir zunfichst nach 
dem Obigen, daß hier die elastische Linie nur eine Sinuslinie sein kann. 
Die Größe der Ausbiegung in der Mitte f bleibt willkürlich, weil die obige 
Differentialgleichung gewonnen ist durch Vertauschimg der Bogenlänge mit 
der Abszisse. Jedoch ist der Biegungspfeil f durch die Voraussetzungen 
beschränkt, welche der Gültigkeit jener Gleichung zugrunde liegen, und dem- 
gemäß nach früherem klein anzunehmen. Weiter folgt aus dem oben dar- 
gelegten Umstände, daß bei gegebenem Abstände l der Kurvenendpunkte 

jede Sinuslinie zwischen denselben den Polabstand , hat, die Anwendung: 

Eine irgend wir erzeugte Ausbivgung de^ Stabes, und sei sie, beliebig klein, 

kann nur erhalten bleiben, falls die Knickungsbelastung P so groß ist, daß 

EJ 
der Polabstand p- die notwendige Größe erreicht, also wenn P '=^ Pj^ und 

i:/^I« oder P^ = i^/^, . 

Bleibt die Kraft kleiner als dieser Grenzwert, die „Eul ersehe Knickungs- 
kraft", so ist sie nicht imstande, das Zurückgehen des Stabes in seine ur- 
sprüngliche gerade Gestalt aus der gebogenen Form zu verhindern. 

In der vorgefahrten Weise dargestellt, läßt die Ableitung, glaube ich, 
das Auftreten der Eul ersehen Knickungskraft als eines Grenzwertes im 
mechanischen Sinne überzeugender erscheinen, als wenn rein mathematisch 
die Größe von P^ gefolgert wird. Betreffs der Übereinstimmung der Formel 
mit Versuchsergebnissen muß betont werden, daß eine solche gerade hier 
von vom herein meist nicht in vollem Maße erwartet werden kann, weil 
bei diesem eigentümlichen Belastungsfalle bekanntlich einerseits schon eine 
geringe Abänderung der Voraussetzungen die Form der mathematischen Be- 
handlung imd damit der Lösung beeinflußt, andererseits aber in einem vor- 
liegenden Falle einige Verhältnisse, welche da maßgebend im Spiele sind, 
ihrer Natur nach unbekannt bleiben. Eigentlich muß man sagen, daß sämt- 
liche Voraussetzimgen der Knickungsformel tatsächlich kaum oft erfQllt sein 
werden, wenn auch äußerlich keine Abweichung wahrzimehmen ist. Als 
solche sind z. B. möglich die Exzentrizität der Belastung, eine schon vor- 
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baudene Kriimraung der Stabachse, die Dnhomogenitat des Stoffes, aas dem 
der Stal) besteht. Besonders dieser letzte umstand entzieht sich gewöhnlich 
*iDer strengen Beurteilung und könnte schon allein eine Ausbiegung ver- 
^alassen. Genau genommen kann ja nicht von einem Angriffspunkte der 
Knicbuijgslast die Rede sein, sondern man hat eine Ängriffsfläcbe, in welcher 
*ine ^jVxizahl von Fasern des Stabes gedrückt wenlen. Das Zusammenfalten 
•ler I>T-»jckre8ultier enden mit dei- Stabaehse wird dann bei der stets Vor- 
hände n^n unvollkommenen Gleichförmigkeit des Stabes nicht hinreichen, 
""i ungleiche Verkürzungen der gedrückten Fasern zu vermeiden, womit 
wohl bertits ein Schiefstellen der Querschnitte und Ausbiegen des Stabes 
^^ eingeloilet werden kann. 
^m I*»-ag, April 1905. - F. Jung. 

■ Abh 
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Snr^la gäniration projective des snrfaces cnbiqnes. 

Extrait d'nn« lettre adreBBee & M. le Prof. R. Sturm; 
Par M. C. Seqbe, ä Tnrin. 

Dans Totre admirable biographie de Cremona*) il y a un pass^e 
Dr les sTirfaces da 3* ordre, anquel je voudrais, avec votre penuission, 
puter quelques äclairciBBemeiits poor lea lectenrs de VArt^iv. 

En aAulysaat le memoire de Cremona*), sprha aroir parle de la 
preBenta,tion de c«8 BoifaceB but an plan, voas dites (p. 200): 

„Um nun jm erkennen, daß jede kuhische Fläche so abbüdbar ist, 
ird der Versuck ffemacht, eu heteeisen, daß jede durch drei JcoUineare 
Bndel erzeugt werden kann, welche Erzeugung, wie Clehsch ffeeeigt 
tt'), ztt einer eitideiUigen Äbbüdang führt. Aber dieser Beweis (Nr. 118)*) 
uß als nidU gingen angesehen werden. Die Fläche wird zunächst 
wcfi duploprojektive (oder irüineare) Ebenenbüschd (nach August) er- 
ttct, aber die Umwandlut^ dieser Erzeugung in diejenige durch koUi- 
Kire Ebettenbiindii ist nidU richtig. Diese Erzeugung ist nicht immer 

Or, il est bien Trai (inatile de le dire, apr&B toqsI) qae la A.&- 
lonstratiou de Gremona n'eat pas compl^te. Cependant oa peut ajonter 
ne l'idec, but laqaelle eile B'appaie, est izks bonne et capable de porter 
& resultat touIuI 

11 fi'^t pr^cis^ment de la consideration qae Cremona fait vers 
% fin de ee n°. 118, de trois faisceaux de plana daplo-projectifB, ou 
rilineaires, comme caa particolier de trois reseaux (BUndel) projectifB. 

Cette consideration n'est pas bien expliquee par Cremona; et 
iorsqu'il dit d'appliqaer la methode expos^ au n". 45') pour sobstituer 

1'^ Archiv der Uath. n. Fh. (S) 8, 1904, p. 11 et 196.' 

3) Memoire dt giom&rie p»re rar 1« »urfaca du troisiime ordre. Jonrn. für 
. 68. 1868, p. 1. — n ert repiodait, comme Ton gait, dani lea Grundx^e enter 

^ittgemteinen Theorie der Oberflddien in »ynthetiaeher Behandlung, Berlin 1670. 
3, Joam. fOr Ifatb. 06, 1860, p. 869. 

4) Gi-undtüge Nx. SSO. 
Orundeügt Nr. 164. 

•thamulk ud Phmk. in. B*Ui« X U 
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anx trois faisceaux trois reseaux generaux projectifs, on ne Yoit pas 
bien comment cette methode ponrrait s'appliquer. 

Mais on arrive a cela sans difficulte au mojen de la representation 
analytique! II est sQr que Cremona se sera inspire des consid^rations 
analytiques des geometres anglais^) dans l'etude synthetique qu'il a 
faite, dans le Memoire et dans les Prdiminari, des courbes et surfaces 
engendrees par des sjst^mes projectifs^ ou, plus en generale representees 
par des matrices. La possibilite^ pour de telles yarietes, de changer 
les sjstemes projectifs generateurs, possibilit^ que Cremona demontre 
geometriquement, dans le cas de trois reseaux, au n°. 45 cite, est evi- 
dente dans la representation analytique. 

D'ailleurs, lorsqu'on engendre une surface cubique generale JP par 
des faisceaux trilineaires, August*) remarque qu'on peut representer 
ces faisceaux par des equations 

la correspondance trilineaire etant exprimee par: 

(2) A^v=l. 

II s'ensuit que la surface sera representee par 

(3) A,B,C, + A,B,C,^0, 

C*est justement l'equation d'une jF^ generale, rapportee ä deux 
triedres conjugues, que Cayley (en collaboration avec Salmon?) avait 
donnee en 1849.^) On la rencontre plus tard dans un memoire bien 
connu de Schläfli*), qui fait sur eile (p. 114) la remarque suivante.^) 
On peut ecrire (3) ainsi: 

^ ^3 1 

(4) B, ^sl-O. 

C^ C, \ 

1) Cayley, On the order of ceiiain Systems of Älgebraical Equations^ Cambr 
and Dubl. Math. Journ. 4, 1849, p. 132 (= Coli. Math. Paperg I p. 457). — 
Salmon, On the order of certain Systems of Equations, Quart. Jonm. 1, 1867, 
p. 246. — Puis, les traitc^s de Salmon. 

2) Disquisitiones de superficiebus teHii ordinis. Berlin 1862. 

8) On tlie triple tangent Planes of Surfaces of the third Order, Cambr. and 
Dubl. Math. Journ. 4 p. 118 (= Coli. Math. PapersI p. 445). La declarab'on de 
Cayley, ä la fin de ce memoire, est relative ä la collaboration avec Salmon. 
D'apr^B eile, il me semble qu'on puisse bien attribuer cette ^quation k Cayley. 

4) An Attempt to Determine the Twenty-Seven Lines upan a Surface of the 
Third Ordei, etc. Quart. Journ. 2, 1858, p. 55 et 110. 

5) W. Franz Meyer la rel^ve aussi, au n°. 7 de son projet d^article sur le« 
surfaces cubiquea, pour V Encyclopädie der viath. ir., 1896. 
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De IcL «par combinaisons lineaires des lignes et des colonnes> (c'est-a- 
dire en moltipliant par nn determinant cubique^ ä elements constants), 
OTi tire la forme plus generale: 

rat 

r' 8' «' i - 0. 



<5) 



r" 8" r 



Par saite les differents points de la F^ correspondent anx rapports 
cc i ß z y iLVi moyen des formales: 

Iar + ß8 + yt =«0 
ar' + ßs' +yt' =0 
ar" + ßs" + yt" = 0. 

On reeonnait dans ces equations la generation que Grassmann avait 
fait comiaitre en 1855^), de la surface cubique par trois reseaux pro- 
jectifs de plans. En effet, si les combinaisons lineaires dont parle 
Schläfli, sont faites avec des coefficients convenables (generaux), on 
obtient que r, 8, t soient lineairement independants, c'est-ä-dire qu'ils 
determinent un veritable reseau de plans. Et de meme pour les deux 
autres reseaux (6)* II j a donc ici une demonstration de la possibi- 
lite d*appliquer la generation de Grassmann ä toute F^ generale. 
Mais Schläfli n'en parle pas dans son memoire! II se bome ä tirer 
des equations (6) des consequences sur les droites de la surface, les 
^double-six^j etc. 

Cependant nous savons ä-present, par les lettres de Schläfli ä 
Steiner*)^ que Schläfli avait tres bien vu, d^s 1854, comment la 
possibilite de representer la surface cubique par Tequation (5) ou (3) 
entraine comme consequence la generation par trois reseaux projectifs 
de plans. II disait m^me (dans la 3® lettre citee) que de lequation 
(3) on peut passer aux faisceaux (1), lies par (2), et de ceux-ci par 
multiplication aux reseaux projectifs (6). 

Or, ce que Cremona a voulu faire pour arriver geometriquement 
a la generation de Grassmann, reyient aussi precisement au passage des 
equations (1) et (2) aux (6), correspondant ä la transformation de (4) 

1) Die stereometrischen Gleichungefi dritten Grades und die dctdurcJi erzeugten 
Oberflädien, Joum. für Math. 49 p. 47 (=- Ges. Werke, 2. Bd., 1" Th., p. 180). 
Ce travail porte la date de jaulet 1852. 

2) „Der Brieficeehsel zwischen Jakob Steiner und Ludwig Schläfli", 
herausgegeben von J, JET. Graf: Mitteilungen der naturforsch. Gesellsch. Bern 1896. 
Voir les lettres de Schläfli 27 Mai, 7 Juin et 29 Not. 1854, aux pages 136, 137, 
152. (C'cst ^videmment par une faute d'impression que la 3' lettre porte pour 
titre „Steiner an Schläfli".) 

14* 
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en (5). C'est donc une voie bonne! Le passive par les faisceaux de 
plans en correspondance trilineaire (obtenus en projetant la F* par trois 
de ses droites, qui ne se coupent pas) donne nn mojen simple et sür 
pour demontrer geometriquement la generation par trois reseaux pro- 
jectifs de plans. Nul doute que le raisonnement geometriqne de C re- 
in o na ne puisse se completer! 

Quant ä la possibilite — dont yons dites nn mot — de cette 
generation, veuillez remarquer que Cremona avertit bien^): 1®) qu*il 
s'agit de la F^ generale, c'est-ä-dire sans points doubles; 2®) que Ton 
fait abstraction de la realite des elements. 

A-t-on recherche si — tout en conservant cette 2* reserve — on 
peut oter la 1®; c'est-ä-dire si la generation de Grassmann s'etend ä 
toutes les F^ süigtdieres? Je ne le sais pas. Mais c*est une recherche 
qui porte ä un resultat bien simple. Dans Thypothese qu'une surface 
cubique puisse etre engendree par trois reseaux projectife (6), on pourra 
toujours (comme le remarque aussi Schlaf li) trouver des valeurs a, 
ß, y (oü par ex. « + 0) telles que les plans (6) correspondants se cou- 
pent suivant une droite, c'est-ä-dire telles qu'on ait identiquement 

Ä {ar + ß8 + yt) -f- k' (ar' H ) + ft" («r" -\ ) = 0, 

en designant par /;, i*', Ä*" des constantes convenables (et par ex. k^O). 
Alors lequation (5) de la surface pourra se transformer ainsi: 

k8 + k's' + rs" kt + rr + rr 

(7) ar' + ßs' +yt' s' t' 1-0. 

ar'' + ßs' + yr s'' r 

II s'ensuit que la F^ devra contenir, non seulement la droits dejä con- 
sideree ^^^ ^ ^^. ^ ^^. _ q^ ^^.. ^ ^^.. _^ ^^^^ _ 0^ 

mais aussi Tautre 

ks + k's + k''8" = 0, kt + k'V + A:"f " = 0. 

Or, si ces droites nen forment qu'ane seule, Tequation (7) prouve 
qu'elle sera une droite double de la surface: par suite celle-ci contiendra 
oo droites. Donc: la surface cubique qui contient une seule droite, c'est- 
U'dire^) la surface qui a un point uniplanaire tel que les 3 droites pas- 
sant par lui coincident (surfaces de 4® classe, espece XX dans In dassi- 

1) Vüir la note a la fin de la page 1 du Memoire; puis le commencement du 
n*' 118 cit^, et la note relative. 

2) Salmon, On the triple tangent Planes to a Surface of the third Order, 
Cambr. and Dubl. Math. Joum. 4, 1849, p. 252. (Yoir ä la page 258.) — Schläfli, 
Chi the distribution of Surfaces of the Third Order into Species, etc. Phil. Trans. 158 
(1863) p. 193. 
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fication de Schläfli)^ ne peut pas etre engendree par trois reseaux pro- 
jedifs de plans. 

Et e'est la la seule surface cubique qui ne puisse etre engendree 
ainsi! Car^ pour tonte autre F^ douee de points multiples, il j aura 
certainement^) un point double ou triple, par lequel passent deux droites 
distinctes de la surface. Soient ar^ = a:, — et x^ ^ x^ =- ces deux 
droites. On voit alors facilement qu'on peut representer la F^ ainsi 






«1 


X, 


^1 


p 


9 


Xj 


r 


8 



(8) x^ p q ^0, 

x^ r 8 

oü p, q, Vj 8 sont des fonctions lineaires des coordonnees. Cela prouve 
mon assertion. 

Je reviens aux generations de la surface cubique generale par fais- 
ceaux trilineaires et par reseaux projectifs. Dans le memoire cite de 
Grassmann on trouye plusieurs generations de cette surface (sans la 
demonstration de leur yalidite generale), embrassees dans Tenonc^ sui- 
Tant: ^Der Durchschnitt dreier aus einem Gebilde zweiter Stufe durch 
Projektion ableifbarer Ebenenbüschel ist eine Oberfläche dritter Ordnung, > 
Iciy pour Grassmann, le mot ^Ebenenbüscheh s'applique a deux es- 
peces (Stufen) de formes geometriques: les faisceatix et les reseaux de 
plans. 

Vous avez dejä remarque depuis longtemps*) que, si Ton prend 
la trois faisceaux de plans, on a la generation de la F^ par faisceaux 
trilineaires retrouvee par August. Et les autres cas — non pas seule- 
ment celui classique des trois reseaux, mais aussi ceux de deux reseaux 
et un faisceau, ou bien d'un reseau et deux faisceaux! — sont aussi 
tr^s remarquables.') — Mais ce qui me semble surtout digne d'attention^ 
c'est le feit, en ligne generale, de poser un lien projectif, c'est-ä-dire 
par Yoie de projections et sections, non pas seulement entre des formes 
{Gebilde) de meme esp^ce (Stufe), comme Ton faisait avant Grassmann, 
mais aussi entre des formes d'especes differentes, 

La consideration des projectivites entre de telles formes ne jouit 
pas, meme chez les auteurs modernes, d'une grande faveur: tandis qu'elle 
pourrait souvent @tre tr^s utile. 

1) Voir, par exemple, Schläfli, loc. cit. 

2) Dans la biographie de Grassmann, Math. Annalen 14, 1878, p. 1: voir 
la fin de la page 19. — Voir anssi, pour les diff^rentes generations des surfaces 
cnbiques: Sturm, Math. Ann. 23, 1884, p. 308 et 699. 

8) Ainsi Schröter (Joum. für Math. 96, 1884, p. 283) dit que ces deux con- 
stmctions „vor den früheren vielleicht noch den Vorzug verdienen." 
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Elle revient — on le sait — a considerer des projectivites singur 
licres ou degenerces entre des formes de meme espfece.^) 

SupposonS; par exemple, pour rester dans les applications aox snr- 
faces cubiques, qae ron ait un reseaa de plans 

(9) ar+ß8 + yt=^0 

en correspondance projective ayec une autre forme de 2* espece, par ex. 
un plan 2J, dont j'indiquerai par A^A^A^ les coordonnees des points. 
Alors les aßy seront des formes lineaires des A; et, en les substitnant 
dans (9), Fequation du reseau prendra la forme 

(10) A,Pi + ;.,P, + A3P3 = 0. 

On aura une degeneratioti dans la correspondance s'il arrive que, dans 
cette equation (10), Tune des formes P,. yienne ä manquer; ou plus 
generalement s'il arrive que ces formes viennent ä etre li^es par une 
identite lineaire 

(11) kP, + l,P,+l,P, = 0. 

Alors les plans (10) correspondant a des points (A^AjA^) generaux for- 

meront seulement un faisceau, et non plus un reseau! Seulement le 

point {IJils) s^i*^ exceptionnel; car le plan qui lui correspond dans le 

reseau, sera compl^tement indetermine. A chaque plan du faisceau cor- 

respondront dans £- les cx)^ points d'une droite passant par le point 

exceptionnel i; et la correspondance donnee se reduira ä une projecti- 

yite entre le faisceau de plans et le faisceau des droites de £ passant 

par l. — On peut poser 

P, = a,Ä + b,B, 

ot A et B donnent deux plans du faisceau. Alors on aura 

i:X,P, = fi,Ä + fi^B, 

oü ^j, /ij sont des formes lineaires connues de k^l^X^ Ces expressions 
des fi en fonctions des X donnent une representation directe de la pro- 
jectiyite entre le faisceau de plans et la forme £. 

D'aprfes cela, on comprend bien quelle sorte de lien on obtiei^'^ 
entre deux ou trois formes, si on les suppose toutes en correspondan 
projectiye ayec 2J. 

Supposons qu'il s'agisse de trois faisceaux. Alors on pourra 
presenter les parametres non homogenes de leurs plans fii : fi^; e 



1) II est remarquable que Schläfli, dans la lettre citee du 29 Nov. 19 
considäre aussi les equations (1), avec la condition (2), comme repr^entant 
rj^seaux (Ebenengebüsche) projectifs d^gäner^s. „Von den letzteren ist fireükh jf^* 
Gebüsch in einen Ebenenbüschel atisgeartet, aber ihre gegenseitige Beziehung ist d^f^^ 
diejenige dreier projectivischeti Ebenengebüsche . . ." 
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contme qnotienta de formes lineaireB en A,AjAg. De lä, en eliminant 
ces dernieres variables, on tire une equation triliaeaire entre cea para- 
metres. C'est la repreeentatiun directe de la coiTespondance trilineaire 
enti-e les trois faisceaux. 

Eevenons une deraifere fois aus surfacee cubiques. Lorstjuon re- 
presente nne F^ par uae equation -determinant 

(12) |^;tt = 0, (.,*=i,s.3) 

les J,j Bont des formes lineaires de *i, . . . x^, il convient de con- 
isderer en lueme temps l'equation 



■(13) 2i,l^tA 



Eö y fiiant /i,fj,f(g, eile represente, avec lea parametres variables ^iljilj, 

ao r^seau de plana. Et en changeant successivement les (i, on obtient 

i^ C^^) "" si/steme lineaire oo' de. n'scaiix, projeclifs entre eiix, en pre- 

nant conune correspondants les plana qui proviennent des memes va^ 

leurs des A. La F' peut etre engendree par trois quelconqnes de ces 

'eseaui. Or on peut toujoura deterniiuer les ;* de fa^on que le reseau 

correspondant se reduise ä un faiaceau, c'est-ä-dire que les trois plans 

^f*t -1,^. I^fi^Sfig i'fijjljj se rencontrent suivant une droite: une droits 

»6 la aurfacel H y a ainsi, dans le systfeme oü' de reseanx (13j, en 

Beiieral, 6 reseaus qui degenerent en des faisceaux de plana. On peut 

^^ prendre 0, 1, 2, 3 parmi les trois reseaux avec lesquels ou veut en- 

Kendrer la J^: et on aura les quatrediffereutesgenerationsdeGrassmannI 

De tels systenies lineaires de formes projectives, analogues ä (13), 

*^ presentent naturellement dane l'etude de toutes les varietes algebri- 

Iwes, qui pcuvent etre repreaent-ees par des matrices ä elements lineaires. 

"- Schur a appelc- lattentioii sur eux'J; et M. Reye en a fait plua 

«rd. ime large etude.*) II y a lieu, aussi en general, de considerer, 

"*Qa ces aystemes, des formes degenerees en formes d'espfeee inferieure, 

^ora il arrive encore que les liens entre plusieurs de ces formes se 

'muiaent, par degeneration, non seulement k des projectivites entre 

'** formes inferieures, mais aussi ä des relations pluri lineaires. C'est 

™ Un fait^ qui ne me semble pas avoir attire suffisamment l'atteotion 

S^ometres: les correspondances pluri lineaires, comme relations pro- 

J*ctiveg degenerees entre des formes d'espfece superieure. 

Turin, le 2b mars 1905. 

„ l) tjber die durch collineare Grundgebilde erieugteti Kurven und Flächfn. 
*"»- Ann. 18, 1881, p. 1. 

_ 2) Übtr liruare Mannigfaltigkeiten prajrkliecr Ebenenbüschcl und coUiiicarcr 
'**'*'^/ oder Räuwe. Journ. für Math. 104—108 {188B et suiv.) 
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Über die Erzengimg der Fläche 3. Ordnung dnrch 
kollineare Bündel nnd trilineare Büschel. 

Von Rudolf Stürm in Breslau. 

Ich habe Herrn Segre einige Betrachtungen, zu denen sein Auf- 
satz mich angeregt, mitgeteUt und erlaube mir, sie hier im Anschloß 
an denselben zu yeröffentlichen. 

1. Cremona wünscht in Nr. 118 der Preisarbeit über die Flächen 
3. Ordnung^) darzutun, daß jede solche Fläche durch kollineare (oder, wie 
er sagt, projektive) Ebenenbündel erzeugt werden kann. Er geht yon 
der Erzeugung durch trilineare Ebenenbüschel um drei windschiefe Ge- 
raden der Fläclie aus und glaubt, diese in jene Erzeugung umgewandelt 
zu haben.') 

Wenn ich an der zitierten Stelle meines Nachrufs gesagt habe: 
„Diese Erzeugung (durch kollineare Bündel) ist nicht immer möglich,^ 
so ist das geschrieben im Hinblick auf den Umstand, daß die eine der 
fünf Gattungen der kubischen Fläche, nämlich diejenige mit 3 reelleix 
Geraden, die ein Dreiseit bilden, und 24 punktierten, reell durch kol- 

1) Joum. f. Math. Bd. 68 S. 1 ; oder Nr. 280 der „Gnmdzüge einer allgemeineiB- 
Theorie der Oberflächen" (Berlin 1870). 

2) Aber in dieser Erörterung befindet sich ein Fehler. Cremona erkennte 
richtig, daß man die drei Büschel projektiv so auf drei Strahlenbüschel einerr 
Ebene Z beziehen kann, daß den drei Ebenen einer Teme der Trilinearit&t (di^ 
je einen Punkt der Fläche liefert) drei in einen Punkt zusanunenlaufende StrahleiB. 
dieser Büschel zugeordnet sind. Nachdem er nun drei Temen hergestellt hat: 

glaubt er eine weitere Teme durch die Projektivität: 

-^1-^1 -^1-^1 A -'^t -^2 -^2 -^3 A .-^ -^S-^S -^3 

zu erhalten. Aber erstens laufen nicht, wie er behauptet, die den Ebenen Ai\ 
Ä'^\ Ä'^' entsprechenden Strahlen in einen Punkt zusammen. Zweitens wurden, 
auch wenn man hierdurch eine Teme erhielte ^ sich deren nur oo^ ergeben, 
während oo' erforderlich sind. Und wie die Umwandlung in kollineare Bündel 
erfolgt ist, ist nicht zu ersehen. 

Tatsächlich gibt es unter den cc' Temen der Trilinearität zwei Systeme 
von oo* Reihen von je oo^ Temen, deren Elemente die Büschel projektiv durch- 
laufen (London, Mathem. Annalen Bd. 44, S. 37ö); aber zwei Temen, nicht drei, 
bestimmen eine solche Reihe aus jedem Systeme. Die beiden Netze von kubischen 
Ranmkorven auf der Fläche, die im folgenden vorkommen werden, führen zu 
diesen Systemen. 
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lineare Bündel nicht erzengt werden kann.^) Als ich dies schrieb, 
hatte ich übersehen, dafi Gremona seiner gegenteiligen Behauptung 
die Anmerkung hinzugefugt hat, daB von der Realität der Elemente 
abgesehen werden müsse. 

Wenn man das tut, so kann man zum Beweise der Möglichkeit 
der Erzeugung jeder gegd>enen Fläche 3. Ordnung durch koUineare Bündel 
einfach in folgender Weise gelangen. 

Drei windschiefe Geraden der Fläche F^ — von denen also nicht 
verlangt wird, dafi sie samtlich reell sind — seien benutzt: 

«i; <hy «5- 

Es gibt 6 Geraden auf der Fläche, welche gegen alle drei 
windschief sind; und diese zerfallen in zwei Tripel von je drei wind- 
schiefen: 

«4; «5; «6? «4; ^sy ^67 

durch welche jenes Tripel je zu einem Sextupel yervollständigt werden 
kunn.^) Sollen die drei Geraden a^, a,, a^ für die drei erzeugenden 
kollinearen Bündel solche sein, in welche entsprechende Ebenen zu- 
sammenlaufen, und deren es bekanntlich 6 gibt, die alle gegen einander 
windschief sind, so müssen entweder a^, ag, a^ oder a^, a^', a^ die übrigen 
sein; wir sehen, die drei Geraden a^, a,, a^ führen, wenn sie sich in 
dem ausgezeichneten Sextupel befinden sollen, zu zwei wesentlich ver- 
schiedenen Systemen von Erzeugungen durch kollineare Bündel. Nehmen 
wir aus dem ersten Tripel eine Gerade, etwa a^, und sind dann 
0, 0', 0", drei beliebige Punkte der Fläche, so haben wir ihre Bündel 
so kollinear zu machen, daß die nach a^, o^, a,, a^ gehenden Ebenen 
entsprechend sind. Die dadurch erzeugte Fläche 3. Ordnung ist mit 
der gegebenen identisch; denn wir können für beide eine gemeinsame 
Kurve 13. Ordnung nachweisen, die vier Geraden und die drei Raum- 
kurven 3. Ordnung, welche durch je zwei der Bündel entstehen und 
daher auf der neuen Fläche liegen. Jede von ihnen trifft die Geraden 
des ausgezeichneten Sextupels, also die zu ihm gehörigen vier Geraden 
in zwei Punkten, geht durch die betreffenden Scheitel, hat daher mit 
der gegebenen Fläche 10 Punkte gemeinsam und liegt auf ihr. 

Daß nun nach 05, a^ auch entsprechende Ebenen gehen, folgt 
daraus, daß a^ a^j a,, a^ auf F^ allein durch a^j a^ zu einem Sextupel 

1) Yergl. meine Flächen 3. Ordnung S. 817, sowie Cremonas Abhandlung 
selbst Nr. 160 (bezw. Nr. 272 der Grundzüge). 

Ober die negativen Eigenschaften dieser Gattung habe ich mich neuerdings 
geäußert. Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- Vereinigung Bd. 14, S. 24. 

2) Flächen dritter Ordnung S. 56. 
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yeryoUständigt werden können, dies also das ausgezeichnete sein 
muß. ^) 

Drei windschiefe Geraden c^, a^, a^ der Fläche haben uns also 
zu zwei Systemen von je oo^ kollinearen Bündeln, ,,NetzenYon kollinearen 
Bündeln*', und zu je oo* Erzeugungen der F^ durch drei solche Bündel 
geführt, in denen allen entsprechende Ebenen nach jenen Geraden gehen. 
Aus den drei Geraden kann anderseits die Fläche auf eine Weise durch 
trilineare Büschel erzeugt werden; diese Erzeugung geht nicht als 
Spezialfall in eins oder das andere jener Systeme ein. 

2. Dazu wollen wir ein solches System etwas genauer betrachten. 
Zu allen seinen Erzeugungen gehört das ausgezeichnete Seztupel: 

«1, öj, Oj, . . . ttß, 

nach dessen Geraden in allen entsprechende Ebenen gehen; wir ver- 
vollständigen es zu einer Doppelsechs: 

&i h h h h K 

Die kubischen Raumkurven, welche durch je zwei der Bündel er- 
zeugt werden, treffen, wie schon bemerkt, die Geraden a zweimal, also 
die Geraden 6 gar nicht. ^) 

Wir gehen nun von einer bestimmten Erzeugung des Systems 
aus; die Bündelscheitel seien 0, 0', 0". Es sei 22* die kubische Raum- 
kurve, welche durch die Bündel 0' und 0" entsteht, so können wir 

etwa den Scheitel 0" durch irgend einen Punkt 0" dieser Kurve er- 
setzen; der Bündel um Ö" wird, vermittels der Kurve, den Bündeln 
0', 0" kollinear, indem solche Ebenen der drei Bündel, welche nach 
der nämlichen Doppelsekante der R^ gehen, entsprechend sind; und in- 
folge dessen wird er auch kollinear zu 0. 

1) Von den beiden Systemen von Erzeugungen durch kollineare Bündel 
ist das eine von Herrn Segre in den Formeln (1) bis (6) dargestellt; die andere 
Determinantenform: rx a a 

B,, 0, J5, = 
,C,, C,, 

der Flächengleichung liefert das andere. 

2) Flächen dritter Ordnung S. 191. — Die Hauptergebnisse des Folgenden 
sind schon ausgesprochen von Schur, Math. Annalen Bd. 18 S. 4 und Reje, 
Journal f. Math. Bd. 104 S. 225, welche Schriften ja auch von Segre erwähnt 
werden (sowie auch: Geometrie der Lage 3. Aufl. Bd. III 7. Vortrag). Mir 
kommt es hier darauf an, im einzelnen die Ausartung der Bündel in Bfischel 
vorzuführen. 
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Jetzt sei ein beliebiger Punkt O auf der Fläche genommen; er sei 
der Schnittpunkt der drei entsprechenden Ebenen a, a\a' aus 0, 0', 0" 

und der Ebene ä" aus 0"; ferner a der Strahl OD, a', a" die ihm 
entsprechenden Strahlen, in «', «" gelegen. Wir betrachten die Regel- 
schar ()*, die durch die projektiven Büschel a', a" entsteht; ihre Ge- 
raden sind sämtlich Doppelsekanten von 22^; zu ihnen gehört a'a\ 
welche durch O geht; also läuft durch diesen Punkt eine Gerade ä" 

der Leitschar; als 0" nehmen wir nun ihren Schnitt mit jR*. In der 

Kollineation des Bündels 0" zu den Bündeln 0', 0" ist ä" den a', a" 

entsprechend; denn die Ebenen, welche aus 0', 0", 0" die Geraden der 
Regelschar q^ projizieren, gehen bezw. durch a', a", ö". Daher sind 
in der Kollineation zwischen und 0" die Strahlen a und ä" ent- 
sprechend; folglich liegt ihr Schnitt O auf der durch diese Bündel 
erzeugten kubischen Raumkurve 22'; und auf ihr können wir nun 
wieder Ö" nach verlegen, also in den beliebigen Punkt von jP*); 
und so können die ursprünglichen Scheitel in beliebige Punkte der 
Fläche verlegt werden; wir haben das Netz kollinearer Bündel und 
die oo* Erzeugungen des Systems. 

Die Geraden des zugehörigen Sextupels a^ , . . a^ treffen die R^ und 
jede der oo^ analogen, zu denen die oo^ Bündel zu zweien führen, zweimal. 

Legen wir 0" in einen der Begegnungspunkte etwa mit a^, so erhalten 
wir nicht einen ausartenden Bündel, nicht einmal eine ausartende 
Kollineation. Den Ebenen aus 0', 0" nach der Doppelsekante a^ 
entspricht nicht eine unbestimmte Ebene von 0", sondern die Ebene 
durch Oj und die Tangente in Ö" an R^, welche ja den Strahlen O'Ö", 
0" 0" entspricht und daher in jener Ebene liegen muß. 

3. Dagegen werden wir durch einen Punkt O, welcher auf einer 
der 6 Geraden &x, . . . 6« liegt, zur gewünschten Ausartung kommen. 
Darauf weist schon der Umstand hin, daß die Kurven R^ diesen Ge- 
raden i nicht begegnen, wir also vermutlich auf eine derselben nur 
durch eine solche R^ gelangen, zu der sie selbst gehört. 

Sehen wir zunächst zu, wie die Gerade \ entsteht; wir wissen, 
sie — und sie allein auf F^ — triflfl a„ a,, . . . a^,, aber nicht a^. Dem 
Kegel 2. Grades aus 0, welcher a„ a,, . . . a^^ berührt, korrespondieren die 
analog beschaffenen Kegel 2. Grades in 0', 0". Drei entsprechende 
Kegel 2. Grades in den drei Bündeln erzeugen durch die Schnitte ihrer 
homologen Berühningsebenen eine Kurve 6. Ordnung; denn sie haben 

1) Reye, Geoaetrie der Lage 1. Aufl. M. II S. 17«, 3. Aufl. Bd. III 7. Vor- 
trag, sowie Sturm, Math. Add. Bd. 12 .S. t^'A. 
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}e G Tangeiitmlebenen mit den entsprechenden Kegeln 3. Klasse f 
welche einen ebenen Schnitt der Fläche erzeugen,') Bei imaern 
3 Kegsln 2. Grades aber spalten sich vom Erzeugnisse die 5 Geraden 
Of, . . . a^ ab, und es bleibt als eigentliches Erzeugnis eine Gerade, die 
auf jeder von jenen einen Punkt bat, also die Gerade h^. 

Von drei entsprechenden Ebenenbüscheln der Bündel gehen an 
jene Kegel je zwei Beriihruugsebenen ; also treffen alle r?o* kubischen 
Raumkurven r^, die durch solche Ebenenbilschel entstehen, die b^ und 
ebenso die andern b zweimal. Daß sie den a gar nicht begegnen, ist 
unmittelbar zu sehen, da zu den Ebenenbüschehi die Ebenen, welclie 
nach den n gehen, im allgemeinen nicht gehören. 

Wir legen nun D = aa'a" auf fc,; es sei wieder OD = a und 
a'i a" die entsprechenden Strahlen; die durch diese drei Büschel a, a', a" 
erzeugte kubische Raumkurre geht durch D und trifft /i, noch eimnaJ: 
in ßß'ß". Die Ebene ß, welche durch a geht, enthält also 6,. Die 
Gerade ß'ß" der Regelachar p', die durch a', a" erzeugt wird, trifft 
6, und die Gerade ü" aus der Leitschar, die durch D geht. Den 
Schnittpunkt 0" der ä" mit B' nehmen wir nun als den Punkt, durch 
den wir 0" ersetzen wollen; wir wissen, ö" entspricht in 0" den a', 
a", und die den Ebenen ß', ß" korrespondierende Ebene ß" muß durch 
ä" und durch ß'ß" gehen, also enthält sie die Gerade b^. Die beiden 
entsprechend eu Ebenen ß und ß" von und 0" gehen demnach 
durch ip 

Weiter, durch jeden Punkt von {>, gehen drei entsprechende 
Ebenen |, |', |" und weil durch ihn die Schnittlinie g'^' geht, so 
tut es auch die Ebene |" aus 0"; also treffen sich in jedem Funkte 
von &i die entsprechenden Strahlen ßl und ß"l" von und Ö". D. h. 
die Gerade (>, gehört zu der kubischen Raumkurre J?', welche durch 
die Bündel und 0" erzeugt wird. Wenn aber dies Zerfallen statt- 
hat, so müssen die beiden Bündel eine sich selbst entsprechende Ebene 
haben, in der dann der den andern Bestandteil bildende Kegelschnitt 
Ä', liegt, erzeugt durch die beiden projektiven Strahlenbüschel ans 
und 0" in ihr.') In der Tat, nach der Gerade a^ gehen entsprechende 
Ebenen dieser beiden kollinearen Bündel: j»,, yi'. Weil ßy, die b, trifft, 
so muß die entsprechende Gerade ß"y'i sie in demselben Punkte treffen; 



1) Dieie Klasse lebreo die drei BegegDongspnDlite der Ebene desielben mit 
der kubischen Bsumkurvc . welclie durch drei entsiirecbeede fidschsl an* de« 
Bfiodeln enUteht. 

3) LiaieDReometrie , Bd. n Nr. 310. 
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• 

wären nun y^ und ^'/ verschieden , so müßten diese beiden bezw. in 
ihnen gelegenen und einander schneidenden Strahlen sich auf a, 
schneiden, o^ und b^ müßten den Schnittpunkt gemeinsam haben; sie 
sind aber windschief. Daher sind y^ und y'i identisch, oder und 0" 
befinden sich in derselben Ebene y^ durch Oj. Den Punkt (/J^j, /S'Vi) 
haben Gerade b^ und Kegelschnitt K^ gemeinsam. Eine kubische 
Raumkurre R^, Erzeugnis zweier von drei erzeugenden Bündeln unseres 
Systems, muß, wenn sie der b^ begegnen soll, in diese Gerade und einen 
Kegelschnitt zerfallen, dessen Ebene durch o^ geht. Auf letzterem 
haben wir die Scheitel der beiden erzeugenden Bündel. 

Das Erzeugnis ist ausgeartet, die Kollineation noch nicht, aber 
spezialisiert durch die Existenz einer sich selbst entsprechenden Ebene. 
Verlegen wir nunmehr den Bündelscheitel nach oder, da dieser 
Punkt sich nicht mehr auszeichnet, in einen beliebigen Punkt 0^ von by 

Es sind in den Bündeln und 0^ solche Ebenen entsprechend, 
welche nach derselben Doppelsekante dieser zerfallenden R^ gehen. 
Sie hat zweierlei Doppelsekanten, s zwischen Gerade und Kegel- 
schnitt, und s\ welche in der Ebene des letzteren liegen. Eine be- 
liebige Ebene durch 0^ enthält eine Doppelsekante s\ und ihr entspricht 
in ständig die Ebene y^, und umgekehrt der y^, als Ebene von 0^, 
welche alle Doppelsekanten s' enthält, eine unbestimmte Ebene in 0|. 
Dagegen die Doppelsekanten s ordnen die Ebenen der beiden Bündel 
und 0^ folgendermaßen einander zu. Jeder Ebene durch 6^ ent- 
sprechen alle Ebenen des Büschels um die Gerade von nach dem 
zweiten Schnitt F^ jener Ebene mit dem Kegelschnitte Ky Sie ent- 
halten die verschiedenen s, welche von diesem Punkte ausgehen und 
alle in jener Ebene liegen. 

Also handelt es sich um die ausgeartete Kollineation zwischen 
und 0^ mit einer singulären Ebene ^^ in und einer singulären 
Achse &j in 0^, oder besser, einem singulären Strahlenbüschel (0, y^) 
und einem singulären Ebenenbüschel b^ Zwi5ichen ihnen besteht eine 
Projektivität zc, deren entsprechende Elemente sich auf Ä, treffen: 
einer Ebene des Ebenenbüschels korrespondiert in der Kollineation 
jede beliebige Ebene durch den in dieser Projektivität x «entsprechenden 
Strahl.^) So weit spielt der Scheitel 0, gar keine Holle, und wir 
haben es mit einem Ebenenbüschel statt eines Bündels zu ton; nur 
wenn man über die der singulären Ebene y^ korrespondierenden Ebenen 

1) Diese Ausartungen hat znerat Himt \H1i, frin^ebenrj ffir YMfiT (nui\ 
zwar ausführlicher bei der Korrelation^ nnterflncht: VrocAHfWn^n of the l»DfJon 
Mathem. Society Bd. V, .S. Af); ▼ergi. an^h Linien((eometne IM. I Sr 'M,, »owi^ ^f.'jr 
die Korrelation von Bündeln; Math. Annale» Bd. JA, H. i«l. 
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BeBcheid wisseu will, muß man sich einen bestimmten Scheitel Tor- 
stellen: ihr entsprechend sind sämtliche Ebenen des Bündela. 

4. Die Fläche i^' erzeugen wir nun durch die drei Bflndel 0, 0', 
0, (oder &,); von ihnen stehen 0, 0' in der (gegebenen) allgemeinen 
KoUineatiou, und 0, in der eben beschriebenen ausgearteten. Das- 
selbe gilt für 0' und O^: singulare Achse in Oj ist wiederum bj, in 0' 
singulare Ebene yi. und die projektive Beziehung ihres Strahlen- 
hilschels zum Ebenenbüachel um b^ ergibt sich aus der EolUneation 
zwischen und 0'; yl geht ebenfalls durch h,. Erzeugnis dieser 
Kollineation zwischen 0' und 0, ist die Gerade b^ und der Kegelschnitt 
K'i in der Ebene yl = O'a,. 

Diese Erzeugung durch drei kollineare Ebenoabündel , von denen 
einer in „einen BüBchel ausgeartet ist", kann einfacher so beschrieben 
werden. Ein Ebenenbüschei \ ist projektiv auf zwei entsprechende 
Strahl enbiischel kollinearer Bündel 0, 0', in den Ebenen j', , yl, be- 
zogen. Man bringe jede Ebene von \ mit zwei entsprechenden Ebenen 
von 0, 0' zum Schnitte, die durch die ihr entsprechenden Strahles 
der BQschel gehen: damit ergibt sich in ihr ein Kegelschnitt, her- 
rührend von der Regelschar, die durch die beiden Ebenenbüschei um 
jene Strahlen entsteht. Die Trägerflächen dieser Regelscharen gehen 
alle durch die Schnittlinie y^y'l und die Ii\ welche durch und 0' 
erzeugt wird; es bat sich also ein Spezialfall der zweiten Steinerscfaen 
Erzeugungsart') ergeben. 

5. Wir ersetzen nun 0' durch einen Punkt 0, auf einer zweiten 
Gerade 6,; die ausgeartete Kollineation zwischen und 0^ hat zum 
Erzeugnisse diese tientde und den Kegelschnitt K^ in der Ebene 
y, «= Oflj. An Stelle von Ki in y', ist das Geradenpaar fcjC,j getreten, 
wo c„ die Gerade ist, welche ^,, bj, a^, a^ trifft und sowohl iu a^h^ 
als in a^b^ dritte Gerade ist. Erzeugnis der Kollineation zwischen O, 
und 0, ist die aus b^, i,, c„ bestehende kubische Raumknrve. Dieae 
Kollineation ist in iicelter Stufe ausgeartet, indem die Projektivität x 
zwischen den singulären Büscheln t, und (0,, yi) oder jetzt besser 
(0,, d,) auch ausgeartet ist, jener eine singulare Ebene d, =6,r,, hat, 
der alle Strahlen in diesem entsprechen, und dieser einen singulären 
Strahl lij, dem alle Ebenen in jenem entsprechen.") Zu den schon 
vorhandenen singulären Elementen t, , d^ sind neu hinzugetreten tf„ 

1) Flächen dritter Ordnung 3. 9. 

i] Dieae AuaartiiDg 3. Stufe (bei der Korrelation) wird von Hirst an der 
genannten Stelle (Nr. 16) karz erwUbnt: ausfübriicher wird de dum tu einem 
Aufutie tat 18TT: Tranaunti dell' Accademia dei Lincei Ser. III, Bd. 1 beiprocfaeni 
vergl. auch: Math. Annalen Bd. 13, S. 370. 
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h,, i&w. mit ihnen Inzident In der Tat, wir haben dreierlei Düppel- 

Sekanten von (ö„ 6,, c„), rämlich s zwischen 6, und i„ s, in ö^ und 
5, in ^,. Einer beliebigen Ebene von 0^, welche durch eine s^ geht, 
korrespondiert immer die d, in 0,, die singulare Ebene; einer £bene 
liurch ö,, welche einen Büschel von s enthält, ausgehend von ihrem 
Schnitte mit b^, korrespondieren olle Ebenen des Büschels um die Ge- 
rade von O3 nach jenem Schnitte, also um 6,, die so in der Projek- 
tiTität 11 allen Ebenen von &, entspricht, also singular im Büschel 
i^ii ä») wird; endlich der Ebene 6^, welche alle s, enthält, korrespon- 
dieren daher alle Ebenen von 0,, insbesondere auch alle durch 6„ 
weshalb 6^ singular im Büschel i, wird. 

Dieselbe Korrespondenz müssen wir ancb aus den Kollineati onen 
«wischen und 0^, und 0,, deren Folge die zwischen 0, und 0, 
istf ableiten können. Erzeugnisse jener Kolli neationen sind 6,, K^ (in 
j-i = Oh,), bezw. h„ K^ (in 7,= Odj). ist den beiden Kegelschnitten 
-ffj und fi", gemeinsam; weil a, nicht a^ trifft, so trifft sie K^ und 
ebenso a^ den Ä",; je in einer Ebene liegen h^a^C^^, h^a^c^y Eine be- 
liebige Ebene von 0, enthält eine Doppelsekant« von A", in y,, also 
entspricht ihr y, in 0, diese enthält «,, welche Doppelsekante zwischen 
"1 und Ä', ist; also entspricht ihr und damit jener Ebene von 0, die 
-»^bene von Oj nach a,, d. i. ä^ = ''i^ia"!- Einer Ebene durch Ö„ deren 
^^■eiter Schnitt mit K^ der Punkt F, sei, entspricht jede Ebene durch 
■^'^ly diese Ebenen gehen nach 00' Doppelsekanten zwischen b^ und 
"■»» bei denen beide Punkte beweglich sind; projizierend aus 0, sind 
^lle Ebenen von fc,. Endlich die Ebene tf, =■ i,c,af(, von 0, enthält 
**» als Doppelsefcante zwischen h^ und K^, also entspricht ihr in die 
_**^iie ^j = Oflj, welche alle Doppeisekanten des Ä", enthält; proji- 
ziei-end aus 0, ist jede beliebige Ebene. Diese Erzeugung der F' 
*""ch drei kollineare Bündel, von deueu zwei in Büschel ausgeartet 
V"***^, kann man so beschreiben. Es seien zwei Ebenenbüschel h^, h^ . 
^^^v. projektiv auf zwei konzentrische Strahlenbüschel (0, y|1, (0, y,) 
^^ogen. Jede Ebene von wird mit den beiden Ebenen von &j, fc, 
''^^Glmitten, durch deren entsprechende Strahlen sie geht. 

ft. Drehen wir jetzt die Ebene y, um o,, bis der Kegelschnitt K^ 

^' ^in (von h^c^^ TerschiedeneH) Geradenpaar übergeht, von dem die eine 

**"ade eine der vier übrigen die (ij treffenden 6 sein muß, etwa h^\ die 

^**lere ist dann c^j. Mit diesem Beetandt-eil c„, trifft Ä'j sowohl ii,, 

auch K„ denn c,j trifft nicht a^; und dieser Punkt CsjÄTi ist dann 

gemeinsame Punkt O von Ä', und K^. 

An der KoUineation zwischen und 0, hat sich nichts geändert; 
^^ zwischen und 0, ist gleichfalls noch erster Stufe, es ist uur die 
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leichte Modifikation eingetreten, daß der zweite Schnitt V^, nach dem 
entsprechende Elemente der singulären Büschel h^ und (0, y^) gehen, 
auf dem Bestandteile h^ sich bewegt; weshalb er besser ü^ genannt 
werde. 

Nun ersetzen wir den Punkt der Kurve (h^, 63, c^j), des Erzeug- 
nisses der Bündel und O^t durch einen Punkt 0^ von b^. 

Eine beliebige Ebene durch schneide tj, &,, 6, in ü^, ?7,, Ü^ 
JSTj zum zweiten Male in F^, so entspricht ihr in 0^ die Ebene 61 Fj, 
in Og die Ebene feg U^ (oder t^ V^), in O3 die Ebene nach ?7,, Di 
oder von h^ nach T/g. Das ist der allgemeine Fall, an den wir uns 
zunächst halten. Diese Ebenen der Bündel 0^, 0^, O3 oder der Büschel 
^v ^29 ^s ^^^^ ^^^^ einander zugeordnet. Die beiden letzten gehen durch 
die Doppelsekante U^U^ zwischen b^, b^y durch welche auch die Ebene 
von geht; deren Schnitt mit der Ebene aus b^ ist der erzeugende 
Punkt. Bleibt diese Ebene und damit F^ fest, so sind entsprechend 
in alle Ebenen durch OV^'^ jene Doppelsekante gleitet an OFj, 6„ 
b^y beschreibt eine Regelschar und schneidet in die Ebene von b^ einen 
Kegelschnitt, der die F^ erzeugt. Alle diese Regelscharen haben a^ 
^^d ^28 gemein, weil jene in der Ebene von K^ liegt, diese durch 
geht und beide bg? ^3 treffen; deli Trägerflächen sind also &„ 63, a^, c^^ 
geraeinsam, und wir erhalten wiederum einen Spezialfall der zweiten 
St ein er sehen Erzeugungsweise mit noch speziellerem Flächenbüschel 
als oben. 

Jene beliebigen Ebenen von b^, 63 schneiden sich in einer Doppel- 
sekante C/jC^; nach dem dritten Schnitte derselben mit F^ geht die 
zugeordnete Ebene aus b^. 

Wenn also alle drei Bündel in Ebenenbüschel ausgeartet sind, so 
liegt Trilinearität vor. 

Wir wollen jedoch an den Fällen, wo wir in einem der Bündel, 
etwa O3, nicht im Büschel 63 bleiben, nicht vorübergehen. Der Ebene 
(feg, C23) von 0, deren dritte Gerade Oj ist, entsprechen in 0^ die (&i, a,), 
in O2 die (6,, a^\ in O3 aber jede beliebige Ebene. Jene beiden schneiden 
sich in a^, einer Gerade der -F*; also bilden sie in der Trilinearität ein 
neutrales Paar, für welches die Ebene im dritten Büschel unbestimmt 
ist. Es handelt sich also nur um die Punkte jener Gerade, und, lun 
sie zu erhalten, genügt es, innerhalb des Büschels b^ zu bleiben, ein 
Heraustreten ist nicht notwendig. Die Trilinearität der Büschd ist hin- 
reichend. Fassen wir zusammen. 

Unter den 00* Erzeugungen einer gegebenen F^ durch drei koUi- 
neare Bündel, für welche alle das Sextupel o^, a^, , . . a^ das ausgezeich- 
nete ist, nach dessen Geraden immer entsprechende Ebenen gehen, gibt 
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es sechs Systeme von oo^, fönficehn Systeme von 3c* und zwanzig, bei 
denen ein, zwei, drei Bündel in Büschel ausarten. Die Achsen dieser 
Büschel gehören nicht zn jenem Sextupel, sondern zu dem, welches mit ihm 
eine Doppelsechs bildet. Im letzten Falle handelt es sich nm Trilineariiat. ^) 

Der von Herrn Segre zitierte Satz von Graßmann mnfiaBt den allge- 
meinen Fall und die Ausartungen, die von diesem vorher aufgezahlt werden. 

7. Die beiden Sehr 5 t er sehen Erzeugungen *) subsumieren sich 
unserer Betrachtung. Bei der zweiten sind gegeben drei Punkte 0, 0\ Q, 
zwei Geraden &|, t und zwei Ebenen <y, 6'. Die Schnitte einer Ebene % 
durch Q mit 6, <f'j t werden bezw. mit 0, 0', 6^ durch Ebenen ver- 
bunden, deren Schnitt erzeugt eine Flache 3. Ordnung. Die Bündel 
0, 0' sind in allgemeiner Kollineation, dagegen, wenn 0^ ein be- 
liebiger Punkt auf b^ ist, die Bündel und 0^ in ausgearteter; b^ ist 
der singulare Ebenenbüschel in Oj, und der singulare Strahlenbüschel 
in ist derjenige (0, y), der in der Kollineation (in perspektiver Lage) 
zwischen und Q dem Strahlenbüschel (Q, t) entspricht; und in der 
Projektivität zwischen b^ und (0, y) sind homolog ein Strahl von (0, y) 
und die Ebene von 6^ welche mit dem dem Strahle in Q entsprechenden 
sich auf t schneidet. 



1) Das folgt natürlich anch aus der Erörtenmg des Herrn Segre am Schlüsse 
seiner Abhandlung. Nimmt man, sagt er, in: 

(13) ^^^^a-ö 

feste Werte der /^ an, so erhält man einen Ebenenbündel, xmd die Veränderung 
der (i führt zu cx)' Ebenenbündeln, welche koUinear sind, indem die Ebenen mit 
denselben X entsprechend sind; die Scheitel erfüllen die kubische Fläche: 

(12) |^ul = », 

und je drei Bündel erzeugen sie. Man kann aber auf sechs Weisen die fi so be- 
stimmen, daß: 

ZiL^A,,=0, i:ii^Ä^,^0, Sii^A^.^O 

in eine Gerade, statt in einen Punkt zusammenlaufen, also ein Büschel statt eines 
Bündels entsteht. Nimmt man 1, 2, 3 dieser Bündel, so hat man die Ausartungen 
der Erzeugungen. Die 6 Geraden sind die &^, &,, . . .bg. 
Andererseits lassen sich die l so bestimmen, daß: 

durch eine Gerade gehen, durch welche dann auch, wie auch die fi seien, die 

gehen, d. h. entsprechende Ebenen aus allen jenen kollinearen Bündeln. Diese 
Geraden, von den vorherigen Terschieden, sind die a^, a„ . . . a^. Vertauscht man 
die Operation mit den X, /^, so erhält man das zweite der beiden sich stützenden 
Netze von koUinearen Bündeln, wie Beje sie nennt. 

2) Journal für Mathematik Bd. 96, S. 289, 302. 

ArchiT d«r MftthemftÜk und Physik, ni. Bciha. X. 16 
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Bei der ersten sind vier Geraden b^, b^, t^y t^^ gegeben und ein 
Punkt 0; eine Ebene | durch und die beiden Ebenen , die von b^ 
und b^ bezw. nach den Schnittpunkten it^y ^t^ gehen, liefern den er- 

■ 

zeugenden Punkt. Sind wieder 0^, 0, beliebige Punkte auf b^, b^, so 
ist die EoUineation zwischen und 0^ ausgeartet, derartig, daB b^ 
singulärer Ebenenbüschel und (0, ^) singulärer Strahlenbüschel ist, 
wo auf t^ sich schneidende Elemente in der Projektivitat einander 
korrespondieren; und Entsprechendes gilt für und O,.^) 



Ich erlaube mir, einige Nachträge zu meinem Nachrufe auf Cre- 
men a hier anzuschließen. 

In einem Briefe an Beltrami^) bespricht Cremona eine interessante 
Abbildung des Strahlenraums: in das quadratische System 4. Stufe der 
Kegelschnitte, welche den Tangentendreiecken eines festen Kegelschnitts 
umgeschrieben sind. 

Femer, in einer Abhandlung von Bertini*) wird eine yon Cre- 
mona und zwar vermittels der eindeutigen Abbildung der Ebene auf 
die kubische Fläche gefundene involutorische Verwandtschaft erwähnt, 
die in folgender Weise entsteht. Die Kurven 6. Ordnung mit acht 
gegebenen Doppelpunkten Ay B, . . . H bilden ein Gebüsch (lineares 
System 3. Stufe); die Netze desselben, welche durch einen weiteren 
Punkt / ausgeschieden werden, haben immer noch einen zweiten Punkt 
K gemeinsam, der so dem J involutorisch zugeordnet wird. Den Ge- 
raden entsprechen Kurven 17. Ordnung, für welche die ^, . . . iT sechs- 
fach sind. Es existiert eine Koinzidenzkurve (sich selbst entsprechende 
Punkte) 9. Ordnung, welche durch jene Punkte dreimal geht. 

Endlich bedaure ich, Cremonas Commemorazione, welche er am. 
10. Juni 1900 — dem Tage, der 1903 sein Todestag werden sollte 



in feierlicher Sitzung der Akademie der Lincei ihrem verstorbenennzD 
Präsidenten Beltrami gewidmet hat, unerwähnt gelassen zu haben. 

Breslau, den 25. März 1905. 

1) Beim dritten Briefe Schläflis (mit der falschen Überschrift), der t 
Herrn Segre S. 211 und S. 214 erwähnt wird, finde ich in meinem Exemp 
des Briefwechsels die vor längerer Zeit gemachte handschriftliche Bemef 
^^Interessant, daß Schläfli diese Ausartung schon damals erkannt hat^^ 
doch dieser ungemein interessante Briefwechsel (zumal für mich wegen meiJ^^®^ 
Beschäftigung mit den kubischen Flächen in den COer Jahren) sorgfältiger 
gegeben und insbesondere mit Hinweisen auf das, was später festgestellt 
versehen worden! 

%) Giomalo di Matematica Bd. 10, S. 47. — Vergl. Liniengeometrie Bd. I, S. 

3) Annali di Matematica Ser. II, Bd. 8, S. 273. 
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Beitrag znr Dioptrik der Atmosphäre. 

Von Alexander Gleichen in Berlin. 



1. Vorbeiyierkung. — In einer früheren Arbeit (Grundzüge einer 
Dioptrik der Atmosphäre, Verhandlungen der Deutschen Phys. Gesell- 
schaft U Nr. 2 1900) habe ich gezeigt, wie man die Fundamentalauf- 
gabe der Lichtbrechung in konzentrisch geschichteten Medien — näm- 
lich die Bestimmung der Lage der astigmatischen Bildpunkte eines 
das Medium durchdringenden unendlich dünnen Bündels lösen kann. 
An der betreffenden Stelle habe ich mich auf die Betrachtung solcher 
Bündel beschränkt, die, die Atmosphäre durchdringend, wieder in den 
leeren Raum austreten, also nicht auf die Oberfläche der Erde gelangen. 
Die Kenntnis des Verlaufs dieser Bündel ist bekanntlich wichtig für 
die Aufklärung der merkwürdigen Färbung und Beleuchtung des Mondes 
bei Mondflnstemissen. 

In Folgendem will ich eine Methode angeben, wie man die Lage 
dieser astigmatischen Bildpunkte finden kann, wenn das betreffende 
Bündel auf die Oberfläche der Erde gelangt und etwa in die Pupille 
eines Auges oder in das Objektiv eines Fernrohres oder eines photo- 
graphischen Apparates dringt. 

2, Die Invariante für Meridionalstrahlen hei der Brechung an einer 
Kugdfäche, — In Fig. 1 seien KAP und LBP zwei im Hauptschnitt 
einfallende unendlich 

benachbarte Strahlen ^ 

— d. h. ein sogenanntes 
Meridionalbündel. Ihr 
Schnittpunkt P wird 
in der Sprache der geo- 
metrischen Optik der 
„meridionale Objekt- 
punkt^^ genannt. Dieses 
Bündel wird nun bei 
ABj wo es die bre- 
chende Eugel mit dem 

Mittelpunkt M und dem Radius r trifft, nach dem Brechungsgesetz ge- 
brochen. Die Strahlen, die vor der Brechung die Richtung AP und 
BP hatten, erhalten nach der Brechung die Richtung AP' und BP\ 
Der Punkt P' heißt der „meridionale Bildpunkt'*. 

IS« 




Fig. 1. 
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Da die Punkte A und B einander unendlich nahe liegen, kann maft^ 
setzen: 

J.P — BP ». ^ =- meridionale Schnittweite vor der Brechung 
^P'-J5P' = ^'- „ „ nach „ „ 

ÄM^BM^r. 

Femer sei der Einfallswinkel KÄN ^ MAP — i, 
„ „ „ Brechungswinkel P' J. Jkf -=» i'. 

Die Brechungsexponenten vor und nach der Brechung seien n und n'. 
Die Beziehung zwischen t und t' ist nun bekanntlich durch den Ausdruck 

(1) »C08i(i-5^)-<?X 

gegeben. Q^ ist eine sogenannte ^^optische Inyariante'^, d. h. diese 6rö£e 
hat vor und nach der Brechung denselben Wert, so daß man auch hat: 

(2) n' cos i' (i - ^') = Q'. 

Durch Vergleich der Formeln (1) und (2) kann man f finden, wenn 
Uy n\r,i und t gegeben sind, wobei noch das Brechungsgesetz: 

(3) nsini =» n'sini' 

zu berücksichtigen ist. 

3. Neue Transformation der Invarianten, — Die Lösung unserer 
eingangs gestellten Aufgabe beruht wesentlich auf einer zweckmäßigen 

Umformung der Invarianten 
(1), wozu uns Figur 2 
dienen soll. 

Hier sind das einfallende 

und gebrochene unendlich 

dünne Bündel der Übersicht- 

^p lichkeit wegen einfach als 

gerade Linien £"-4. P und J. P' 

Fig. 2. dargestellt, und von M aus 

Lote MB und MB' auf sie 
gefäUt. Außerdem ist noch M mit den Punkten A, P und P' verbunden. 
Wir setzen PP««t, P'P' = t'. Dann ist offenbar, da AP^t ist: 

(4) ^ = T + rco8i. 

Setzen wir diesen Wert von t in (1) ein, so ergibt sich nach einigen 
Umformungen die neue Inyariante: 




(5) Vi + -i_W-/ 

n \ T r coi V r' ( 



e' 
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Setzt man nun weiter: ^APM^if, -^AP'M ^if\ so erhält 
man leicht aus Fig. 2: 

(6) T — r sin i cotg ^, r' =- rsini'cotgt^'. 

Setzt man den Wert f&r t in Gleichimg (5) ein^ so erhält man nach 
einigen Umformungen: 

1 (tg* + tgi^) 
r*Q^ nr sin i 

Bedenkt man, daB n sin i — Q auch eine optische Invariante ist^ so er- 
kennt man, daß 

ebenfalls eine optische Invariante ist. 
Man kann also schreiben: 

(8) tg» + tg^ — tgi' + tg^'. 

4. Satz über konzentrisch geschichtete Medien. — Nehmen wir nun 
an, wir hätten ein System von brechenden Medien, die von um den 
Punkt M konzentrisch gelagerten Eugelfiächen begrenzt werden. 

Die Radien seien der Reihe nach r^, r^, , . ., r^j 
die Einfallswinkel i^, i^j . . ., i^j 

Die meridionalen Schnittpunkte vor jeder einzelnen Brechung seien 
f p Py, P3, . . . P;i, die meridionalen Schnittpunkte nach jeder einzelnen 
Brechung Pi', Pj, Pi, ... Pi. Dann ist klar, daß die Pxmkte: Pg und P[, 
Pj und Pty . . ., Pi und Pi_i identisch sind. 

Bildet nun femer z. B. das nach P^ hingehende Bündel mit der 
Geraden MPj^ den Winkel ^^ und ensprechend das nach Pu hingehende 
Bündel mit der Geraden MPk den Winkel ^*, wo k alle Werte von 
1 bis k annehmen kann, so erkennt man allgemein die Gültigkeit der 
Relation 

(9) ^;_i = *,. 

Denkt man sich jetzt die Gleichung (8) für alle Werte von Ä = 1 bis 
Ä; » A aufgeschrieben und sämtliche Gleichungen addiert, so wird unter 
Berücksichtigung von (9) 

(10) ^g ^1 + ^ tg h =- ^g ^i +^*g ik . 



Sind also bei dem Vorhandensein von k getrennten Flächen die Winkel 
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i und i' sämtlich bekannt ^ so ist durch (10) der Winkel tf/x gegeben^ 
falls ^1 bekannt ist. 

Bemerkt sei hier noch einmal, daB ^i der Winkel ist, den das aus 
dem ganzen System austretende Bündel mit der durch M und den 
letzten Bildpunkt Pi gehenden Geraden bildet. 

6. FaUy daß der Brechungsexponent eine gegebene Funktion der IM- 
femung vom Zentrum ist — Ist das Medium konzentrisch derartig ge- 
schichtet, daß, wie bei der Atmosphäre, der Brechungsexponent eine 
stetige Fxmktion der Entfernung des betreffenden Punktes von M, d. h. 
in diesem Falle vom Mittelpunkt der Erde ist, so sind sowohl die 
Größen n^ und rt;^ als auch i^ und ii nur um unendlich kleine Größen 
voneinander verschieden, ein Fall, für den wir jetzt Gleichung (10) trans- 
formieren wollen. Wir schreiben Gleichung (10) 

(11) (tg ^i - tg v-,) =2 fcg ii -tgi,. 

Nun ist für jeden Wert von Ä, wenn wir 

(IIa) ik^ik + dii 

setzen: 

(12) tgi; = tgf*+ "*** 



costj 



Femer erhält man aus 

(13) njt sin ik = n* sin H , 

wenn man wi =- n* + dn* setzt, unter Berücksichtigung von (IIa): 

w* sin ij - {n^ + dw^) (sin i^ + cos i^ di^) , 

oder unter Vernachlässigung von Gliedern höherer Ordnung der Eleinhei 

(14) =- dn^ sin i^ + n^ cos i^ di^ , 

und Gleichung 12 ergibt: 

^ dfij^ sin »^ 

® * ® n^ C08 1 j 

Gleichung (11) verwandelt sich demnach in: 



n=siii 



(15) tg^-^^.-/r:o^r 



R:=n 



X-\-l 



6, Einführung der Eulerschen Konstanten y. — Aus der Refrak- 
tionstheorie ist nun seit Euler bekannt, daß, wenn man sich längs eines 
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die Atmosphäre durchdringenden Lichtstrahles bewegt^ das Produkt aus 
Brechungsexponenty Sinus des Einfallswinkels und Entfernung vom Erd- 
mittelpunkt für jeden Punkt des Lichtweges dasselbe ist. Bezeichnen 
wir also mit y eine Größe^ die längs des Strahles (der Strahlenkurve) 
ihren Wert nicht ändert^ und bezeichnen die EntfemuDg des in Frage 
kommenden Punktes vom Mittelpunkt der Erde mit r^ so ist 

(16) nrsini = y . 

Eliminiert man i aus (16) und (15) und setzt die in bezug auf den 
Integrationsweg konstante Größe y vor das Integral, so wird: 

(17) tgW-tg», = yJ („.;'"^;^^ - 

Hierbei ist vorausgesetzt, daß n als Funktion von r gegeben ist, so daß 
also in dem Integral (17) r allein als Integrationsvariable vorhanden 
angenommen wird. Dabei ist femer 22 der Erdradius und h die Höhe 
der Atmosphäre. Denkt man sich umgekehrt r als Funktion vor n 
dargestellt, so hat man die Integration von nQ bis n^ auszudehnen, wo 
Hq und n^ die Brechungsexponenten der Luft an der Erdoberfläche sind. 
Da die Atmosphäre mit größter Wahrscheinlichkeit als kontinuierlich 
in den leeren Raum übergehend gedacht werden kann, so wird n^ » 1 
zu setzen sein. Die Feststellung des Zusammenhangs zwischen r und 
n ist als Aufgabe der Refraktionstheorie bekanntlich schon mehrfach 
gelöst worden. Uns kommt es hier wesentUch darauf an, zu zeigen, 
daß sich die Feststellung der Winkel ^i auf eine Quadratur zurück- 
führen läßt, womit die Aufgabe der Feststellung des meridionalen 
Bildpunktes vom Standpunkt der geometrischen Optik aus als gelöst 
betrachtet werden kann. 

7. Die Bestimmung der Lage des meridionalen und sagiUalen Bild- 
punktes im austretenden Bündel. — Nehmen wir nun an, auf Grund 
irgend einer der bekannten Refraktionstheorien (Newton, Simpson, 
Bradley, Euler, Lagrange, Oriani, Laplace, Kramp, Ivory, 
Ed. Schmidt, W. Lubbock, Bessel u. a.) sei das Integral der 
Gleichung (17) bewältigt, so kann man die rechte Seite dieser Gleichung 
als eine Funktion des Parameters y auffassen, die wir mit Äy bezeichnen 
wollen. Dann ist 

(18) tg^i — tg9i = ^y. 

Die besondere Art der Verwendung der allgemeinen Gleichung (18) 
hängt von den speziellen Forderuniren der gerade vorliegenden Aufgabe 
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ab. Wir wollen hier noch kurz den wichtigsten Fall behandeln, daß 
ein punktförmiges Objekt (ein Fixstern) von einem Punkte B der Erd- 
oberfläche aus (Fig. 3) beobachtet wird. 

Es sei KÄ das einfallende Bündel, das sich im Äther mit dem 
Brechungsexponenten 1 fortpflanzt; von J. bis £ durchdringt das Licht- 
bündel als gekrümmte Linie die Atmosphäre. Eine Tangente in £ an 
diese Linie ist durch BTT' dargestellt. Ein in B aufgestelltes Fem- 
rohr, dessen Achse mit BT zusammenfallt, würde also den betreffen- 
den Fixstern gerade in der Mitte des Gesichtsfeldes zeigen. Der 
Winkel TBZ^Zy den BT mit den Vertikalen MBZ büdet, heißt 
die scheinbare Zenitdistanz. Schneidet femer die verlängerte KA die 
Gerade BT in JB, so ist ^ KRT « A-er die BefraUim, 




Fig. 8. 

Die Tangente BT ist im yorliegenden Falle als austretender Strahl 
aufzufassen; auf ihm befindet sich also der durch den Fixstern erzeugte 
meridionale Bildpunkt P\ Mit bezug auf Gleichung (18) ist < BP'M'^ ^i, 
während der Winkel g>i, da der Fixstern unendlich weit entfernt zu 
denken ist, der Null gleich wird. Aus (18) folgt also: 

(19) tg^i-^ 



Y 



Aus dem Dreieck BMP' folgt nun, wenn R der Erdradius und 
BP' — ix die Entfernung des meridionalen Bildpunktes Ton B ist: 

(20) «_b(co8. + ^). 

Die Konstante y bestimmen wir für den yorliegenden Fall, indem wir 
Gleichung (16) für den Punkt B gelten lassen. Dann wird 

y — n0 JB • sinjer, 
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wo Hq der Brechungsexponent der Laft an der Erdoberfläche ist 
Oleichnng (20) liefert dann: 

(21) ti^BUosz + ^'—), 

wodurch ti f£Lr jede Zenitdistanz bestimmt ist 

Der Vollständigkeit halber wollen wir auch noch die Lage des 
sagittalen Bildpunktes des austretenden Bündels bestimmen. Hierzu 
dient uns die bekannte Tatsache, daß bei jedem koneentrisch geschichteten 
System eine Gerade, die vom ObjektpunlU atts durch den Mittelpunkt M 
gezogen wird, das aus dem System austretende Bündel an der Stelle des 
sagittalen Bildpunktes schneidet. 

Im vorliegendem Falle muß also eine durch M zu KA parallel 
gezogene Gerade die Gerade BT iin sagittalen Bildpunkt P/ treffen. 
Setzt man die Entfernungen BP, des letzteren von B gleich Sx, so 
findet man sofort aus der Fig. 3, da -^ BPiM ^ Ae ist: 

(22) si - ? «?.(i+Al) 

oder wegen der Kleinheit von Ass: 

(23) si - ^ . 

Außer den beiden astigmatischen Bildpunkten ist aber von dem aus- 
tretenden Bündel noch ein Querschnitt gegeben, nämUch die Öfl&iung 
des in B aufgestellten Femrohres. Es sind demnach jetzt alle Ele- 
mente bestimmt, welche zur Beantwortung der Frage dienen, in wieweit 
die Strahlenbrechung der Atmosphäre die Schärfe der optischen Ab- 
bildung beeinträchtigt, sei es bei yisuellem Gebrauch des Femrohres 
oder bei photographischen Aufnahmen. 

Berlin, den 16. April 1905. 
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Rotation Gyclids and Lamö's Producta. 

By F. H. Safford, Philadelphia, ü. S. A. 

Dr. Haentzschel has answered^), in an article which has recenÜy 
coine to my notice, certain criticisms which I haye made upon his 
Statements in ,,Reduktion der Potentialgleichung'^^ 

As Dr. Haentzschel states: ,,Dr. Wangerin has shown^ that 
the reduction of the potential equation 

to ordinary differential equations is possible for surfaces of revolntion 
whose meridian curves are obtained from 

(2) x + ir^F{t + iu), (r=V^^«T7«) 
if F{t + tu) is the general integral of 

(3) jF'« (t + iu) « ÄF^ + 4BF^ + 6CF^ + AB'F+ A\'' 
Both writers obtained (3) from 

W [p^e+T^)--: F, («:r7töp = ^ (0 + ^i W , 

in which t and F^ are conjugate imaginary functions. This equation 
is the condition that the reduction of (1) is possible. The families 
of meridian curves come from (2), and its conjugate form^ by the eli- 
mination of i and u respectively. 

Dr. Wangerin obtained surfaces of the fourth degree^ while 
Dr. Haentzschel obtained surfaces of higher degrees^ even of the thirty 
second degree. 

My criticisms^), which I shall refer to as (I) and (H), foUowing 
Dr. Haentzschers usage, are to the efiPect that all of the latter's sur- 
faces are of the fourth degree or resolyable into such surfaces, alter 
excluding surfaces which do not satisfy the given conditions. 

1) Archiv der Mathematik tmd Physik (HI) 4, 67—66. Leipzig 1908, 
B. G. Tenbner. 

2) Haentzschel, Reduktion der Potentialgleichong, Berlin 1898. 

3) Berliner Monatsberichte, Feb. 21, 187d. 

4) (I) Amer. Joom. of Math. Vol, 21 9I. (U) Bulletin Am. Math. Soc. Snd Serie« 
Vol 5, June 1899. 
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Dr. Haentzschel has divided his answer into four parts whioh 
I shall proceed io consider in order. 

!• The coef&cients in (3) are stated by Dr. HaentzBohel to be 
either real or complex, while in the portion of (II) depending upon (2) 
I«»haye stated that they are real. 

Dr. Haentzschel states that I have assumed this without proof, 
although in the paragraph from which he quotes I have proved my as- 
sertion as foUows. 

y^After differentiating (4) successively with respect to t and u, the 
result is 

({F-F,)[(F-F,)(F"'F[ - i^'-FH + (r'F[ - F'F^') {F' - F^) 

(5) ^2F'F[{F'' + F',') -- 2{F' + F[){rF'^ + F''F^)] 

U 3 (iJ^' - F[) [(F - F,) {F'F[ - rF[') - 2rF[{F' + F[)\ - 0. 

This expression is next differentiated three times with respect to 
the argument of F and the derivatives of JF\ are eliminated. From 
this resulty after integration, comes the following equation defining F: 

(6) {Fy = AF^ + ABF^ + 6CF^ + 4B'F+ A' - IL(F). 
Corresponding to (6), 

(7) {F'y - ÄF\ + 45FJ + ^ÜF\ + 4J5'jF; + Ä\ 

The conjugate imaginary constants in (6) and (7) come from integration^ 
bat mnst be taken recH^ since (5) is satisfied by F^ F^^ and their de- 
rivatives from (6) and (7), when and only when the following condition 
liolds: 

(8) ^ - J = -B - 5 - C - ^ - 5' ~ 5' - ^' - ^' - O,*' 
Dr. Haentzschel then gives 

(9) r + fi?-y(( + iu), 

a second form which may replace (2) and from which carre« may aI«o 
be obtained. I have ireated this case a» iar a« necetsary in II p« 4S7^ 
stating that (8) iriS he changedj with no new remilt«^ altliotigb con- 
ceming this eqnation Dr. Haentzschel «tat«« that at thi« point I oo 
longer maintain that which I bad a«»ameri Of emin« (H) \m % tmum- 
qnence of (2) only. Since in bij book ppAfd^ Vr. Haeota^^ehel bae 
assnmed Üu^ g^ g^ the invariant« fßf Ii(x) » are real, bi« ec«uitaote 
in (3) are not entirdv ar bilf ar y. 

2. If a is any root of Ii(z) — 0, tben the integral r/f (%) i» 

(10) F(t ^imj^m^' i^'''; ,,, ^ 
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There are two caaes according as a is real or complex. The curree given'bj 

(11) F(t + iu)-<p(t + iu) 

also satisfy the given conditions as will appear later. Their eqoations are 

(x» + r» - 2 «1 a; - «J - e, «,)' (h - «•)/((► - «i) 

(12) + (a;> + r» - 2 £,ic - 4 - 6, *,)» (*, - «,)/(p - *,) 

+ (a:« + r» - 2e,x - c| - £,«,)' («i - «»)/(<• - «.) - 0- 

p-.W(20, V'(2m). 
The equations giring e^ Cj, c, in terms of the roota of R(x) — are 



(13) 



«i-T*[(«-/»)(y-*)-(y-«)(/'-*)]. 



«a-Tl[(/J-y)(«-*)-(«-Ä(y-«))], 



«a-^[(y-«)(/9-«)-(/J-y)(«-*)]- 



(14) 



(15) 



When a is real, the carres from (10), with the aid of (12) and (13), are 
[{z*+r*)(a-ß-y+d)-2x(ad-ßy)+aßä+ayd-aßy-ßYd]\a-d)iß-y)/{Q-ti) 
+[(x'+r'){a-ß+y-S)-2x{aY-ßd)+aßy+ayd-aßd-ßyd]\a-y)(d-ß)/{Q-h) 
+ [{x*+r')(a+ß-y-ä)-2x{aß-yd)+aßy+aßd-ayd-ßyd]\u-ß)(y-9)/i(f-hl' 

When a is complex, and ß is its conjugate, the curves &om (10) are 
{[(x^+r^{a-ß+y-d)-2x(ay-ßö)+aßy+ay6-aßd—ßyS]\a—dXß-r)li9'' 
[(x*+r^{a-ß—y+ö)-2x{aS—ßy)+aßS + ady—ußy—ßyd]\a—y){d-ß)l{9- 

-4r\a-yyiß-dy/i9-B,)=0. 

From (14) and (15) we may obtain the „Wangerin" curves by the 
use of this transformation: 



(16) 



^1 + *n = ; 



a + 6 (it + ir) 



(a, hjCjd real) . 



C'\-d{x-\- ir) 
The resulting curres are 

(17) {x\ + rXf -Ax, (xl + fi)±E'xl±C'ii + E'x^^±D' 

and include, as a special case, the ^^ Siebeck '^ curres, although Dr. Haentz- 
schel implies that (14) are Siebeck curves. In place of (15) Dr. Haentz- 
schel gives 

A(xl + rj)« + Bx, (xl + r?) + Cr, (xj + rf) + Dxl + Er\ 
+ Fx^r, + Gx, + Hr, + 1^0. 

Reference to his book, p. 24, shows that (18) did not come from (lOj 
directly, but only after a linear transformation followed by 

(19) a^s, - g = a^i , r^-v^r, 

which changes the axis of rotation. 



(18) 



{ 
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This leads to the discussion of linear tranBfonnations with com- 
plex coefficients, satisfying (4). These are treated in I pp. 11 ..20, 
and the results are, briefly, that the axis of rotation must be an axis 
of symmetry of the cnrves, thus permitting only those transformations 
which preserve such an axis or transform into such an axis one of the 
circles of symmetry of the cnrves. The simplest case, that of real coef- 
ficients, leayes the axis of rotation nnchanged. It foUows that (14) 
and (15), are admissible cnrves, also (12), which may be considered as 
derived from (14), and (17) derived from (14) and (15). Bnt (18) 
which, by the way, gives siirfaces of the eighth degree, does not 
satisfy the conditions. 

Dr. HaentzscheTs results in his book, pp. 8 .. 11, apply to (12) 
and (15) bnt not to (18). A comparison of my methods with the 
results just mentioned shows that they could not have been derived by 
the incorrect comparisons which Dr. Haentzschel suspects. 

3. The criteria which I obtained (I pp. 19, 20) are applicable, in 
the form in which they are stated, after the cnrves have been trans- 
formed so that both coördinate axes are axes of symmetry. But 
Dr. Haentzschel applies them to (10) directly, which is not permis- 
sible, and to that purpose devotes two pages. At the close of this 
section Dr. Haentzschel remarks that the most of my results in I 
pp. 11..15, are due to Dr. Wangerin, although the latter states 
(Monatsberichte p. 165) that his coefficients are real, while mine are 
complex. 

4« The earlier part of ihis section is devoted to a repetition of 
the Statements which follow from erroneous assumptions in 3. The later 
part takes notice of the fact that in H I have shown that Dr. Haentz- 
BchePs thirty second degree surfaces are in fact of only the sixteenth 
degree but are resolvable into components of the fourih degree, as 
there given. This result he says is natural in view of my specializa- 
tion of the original problem. 

Having completed the discussion of Dr. Haentzschel's explicit 
Statements, it might be well to consider separately the source of his 
erroneous results. Equation (3) defines jF, except for the arbitrary 
constants, and these must be so restricted as to satisfy (4). Now 
Dr. Haentzschers cnrves are obtained without regard to (4), though 
his resolutions of the first member of (4) are practically complete and 
are valid for the curves consistent with (4). 

üniversity of Pennsylvania, April 1905. 
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Bemerkung zu der vorstehenden Notiz. 

Von Emil Haentzschel in Berlin. 

Durch die Liebenswürdigkeit der SchrifUeitung habe ich Einsicht 
in die Note des Hrn. Safford vor deren Drucklegung nehmen können. 
Aus der Überzeugung heraus, daß eine Einigung in betreff der Streitpunkte 
nicht zu erzielen ist, man müßte denn die strittigen Fragen noch einmal 
in extenso aufrollen, beschränke ich mich auf wenige Bemerkungen. 

!• In dem Integral (10) der vorstehenden Differentialgleichung (3) 
haben bekanntlich die Invarianten g^ und g^ die Werte: 

g^^AA' + ^C'-ABB' 

g^ = ACA' - 2BCB' - A'E' - AB'^ - C 

Legt man denselben die Bedingung auf reell zu sein, wie es gewöhn- 
lich geschieht, so können trotzdem die Koeffizienten ^ .B, C, . . . kom- 
plex oder imaginär sein. Auf den Fall 

r + ix ^ <p{t + tu) 

habe ich bereits in meinen „Studien" (Berlin, G. Reimer, 1893) imd in 
meiner Abhandlung Band 4 des Archivs S. 58, hingewiesen, wo 

J5 = /S i; B' ^-ß'i 
ist; ein anderer Fall ist 

-4 = a-i; A' =^ — ai] B^ß-i] B'^ — ß-i, 

Ob sich dadurch neue Resultate ergeben, ist gleichgültig; ich hatte nur 
zu zeigen, daß die Bedingung (8) des Hm. Safford, diese Koeffizienten 
müßten reell sein, falsch ist. 

2. Die Darstellung des Cartesischen Ovals (12) durch Dreikreis- 
koordinaten habe ich zuerst in dieser Zeitschrift, U. Reihe, Bd. 69, 1883 
(Über das Cartesische Oval) geleistet. Ein gleiches gilt von den 
Kurven (14) und (15), vergl. „Studien", IL Teil, 1893. Eine Siebeck- 
sche Kurve wird erhalten, wenn man einen (^-Quotienten im Sinne der 
konformen Abbildung deutet. Demnach schließt die Kurve (14) min- 
destens 4 Siebecksehe Kurven als Sonderfälle in sich. 

3. Daß die Bedingungsgleichungen (S. 61, (] 1)) des Hm. Safford 
falsch sind, habe ich streng erwiesen. Daran ändert der Einwand des- 
selben nichts, daß ich £!wei Seiten (S. 62 — 63) dazu gebraucht habe. 

4. Eine Meridiankurve 32. Grades, die ich hergeleitet haben soll, 
wird man vergeblich in meinen „Studien** suchen. Ausdrücklich si^e 
ich, sie wäre vom 16. Grade. Daß sie bei Spezialisierung der Kon- 
stanten sich in Wangerinsche Kurven zerfallen läßt, habe ich nie be- 
stritten; im Gegenteil, dies ist notwendig. 
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Über PartialbrnclizerlegTmg 
bei vielfachen Linearfaktoren des Nenners. 

Von W. Fr. Meyer in Königsberg i. Pr. 

Für die Koeffizienten der Zähler bei Partialbruchzerlegung einer 
rationalen Funktion einer Variabein, falls der Nenner vielfache Linear- 
faktoren besitzt, sind verschiedentliche rekurrierende Algorithmen auf- 
gestellt worden. Vergl. Enzyklopädie der mathem. Wiss. I, p. 229. 

Im folgenden soll eine explizite Darstellung gegeben werden; der 
Kern des Ergebnisses ist, daß die auftretenden Zahlfaktoren gewisse 
Polynomialkoeffizienten sind. Vergl. mein Lehrbuch der „Integralrech- 
nung^^ (Leipzig, Göschen 1905), p. 32GflF. 

1. Sei 

die vorgelegte rationale Funktion, wo Zähler und Nenner teilerfremd 
sind, und wo der Grad des Zählers kleiner als der des Nenners sei; der 
letztere sei, in Linearfaktoren zerlegt: 

(2) ^ {x) = (rr - «)" {x-ßy.,.^{x- a)- % {x),^) 

und 

.ox q> (?) A ix) B(x) 

(4) A(a:)-^ + ^,(rr-a) + 4j^(^-ß)«+~^(a;-a)»+... 

demnach, unter Benutzung einer eckigen Klammer als Abkürzung: 

(5) ^(a;) = A(a:);c(rc) + (a;-a)- []. 

Es soll die ganze Funktion A {x) vom Grade ft — 1 ermittelt 
werden. Analoge Formeln gelten dann für Q{x) etc. 

Differenziert man die Identität (5) einmal, zweimal, . . ., (/i — 1) mal 
nach Xj und setzt sodann jedesmal x ^^ a, so fallen die mit {x — a) 
multipliziert gewesenen Glieder weg, und man erhält (i lineare Glei- 
chungen für die unbekannten Koeffizienten A^, A^, . . , A^^^. 

1) Im einfachsten Falle : t/; (x j ~ (x — a)^ ist natürlich <p {x) selbst der frag- 
liehe Z&hler: ?(?^ = _?L^_. 
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Sei G)(x) irgend eine Funktion von Xy so fülire man die Bezeich- 
nung ein: 

(6) -.j-^ -(D,(a:), 

wo fQ^^{x) der ite Differentialquotient ist. 

Dann gilt für die n-maHge Differentiation eines Produktes f(x) ^gix) 
die Formel (^ - f{x), g^^g {x), U (^) = Uy 9i {^) - 9^'- 

W {f9)n-fo9n + fl9n^l+f%9n^% + '"+fn^l9% + fn-l9l+f^i^y 

wie man leicht durch vollständige Induktion beweist. 

Wendet man (7) auf die wiederholte Differentiation von (5) an, 
bedient sich der Abkürzungen: 

(8) 9,. (a) = tp^y x^ (a) = Hj (^ («) = 9o. % W - Zo)> 
und berücksichtigt^ daß: 

(9) ^(«) = ^o (A(a) = A), 

80 lauten die fraglichen linearen Gleichungen für die A^: 

9» •= AZs + Ali + AZi + AUy 



(I) 



Hieraus lassen sich die A^ sukzessive entnehmen, was für praktische 
Rechnungen ausreicht. 

Die Xoy Xi9 Xi} ' ' ' lassen sich direkt durch Ableitungen der Nenner- 
funktion tlf{x) ausdrücken. 

Da [(x — aY]^ = 1, l(x — a)^]^+i =• 0, etc., so folgt aus ft- maliger, 
(fi + 1)- maliger, ... (2/i — 1) -maliger Differentiation der Identität (2), 
unter Benutzung von (7), für x ^ a: 

(10) Xo = ^f.y Xi =- ^^+1, ' • • Xi,-i - *iM-i- 

Es mögen nunmehr die ersten der Koeffizienten A^y A^y . , . aus (I) 
explizite berechnet werden. Die erste Gleichung (I) gibt direkt: 

W AXo = 9^0- 

Setzt man diesen Wert von Xo ^^ ^^® ™^^ Xo niultiplizierte zweite 
Gleichung (I) ein, so kommt für ;to9i — * ;ti9o ™ ^i* 

(A) Axl "• Zo^i - %i9>o = *i- 
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Die Substitution von (A^) und (A^) in die mit xl multiplizierte dritte 
Gleichung (I) liefert für Xo^% "~ %i9o =* *i- 

Fährt man so fort^ so gewinnt man für die beiden nächsten Koeffizienten 
-ij, A^ die Ausdrücke: 

- *i hl ixl - XoXi) - ZoZsZi + xlxsl 

Auf diese Weise wird man durch unvollständige Induktion zu der 
Regel geführt: 

,yMan bilde sukzessive die Ausdrücke: 
Xq =1, Xi = XiXq, X^^ Xi^i~'XoX^^y 

^4 = %1-^s — ZoZ2^ + ZoZs^i — %oX4^; 



ai) 



(f4-i</t*-8) 



^<+i - %i^< - XoXi^i^i + XlXi^i-% - %oX4^.-8 + 

(/ann bestimmt sich der Koeffizient A^ in (4) dur<Ji die Formel 
(Ä -= 1, 2, . . . ft — 1): 

(in) AzS^^-zS-'**Xo-xJ-M»_,x,+x*-M»_,x,-xS-M,.,z,+-... 
••• + (- i)*-»zs*,x,_, + (- i)*-^dÄ_i, 

«»0 Äwr ^6Mr^w«^ gesetzt ist: 

(11) Xo^i-Zi^o-*»» 

oder auch, nadi Substitution dieser Werte d^ in (III)*) (ä; = 0, 1, . . . f*— 1): 

+ (- l)*-'9,X,_,x? + (- 1)*- ViX»..zS + (- 1)*^»^/ 



1) Die Formel (UI) versagt für Ä; = 0, und J^ ist aus (^o) ^^ entnehmen; 
die Formel (lU') dagegen behält für X; =» ihre Gültigkeit. 

ArohiT d«r Mathematik and Physik, m. Beihe. X. 16 
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Die Formel (III) werde nunmehr durch Tollsländige Induktion 
bewiesen. Angenommen, sie gelte bis zu einem gewissen i(<ft — !)• 
Ans der (h + 2)ten Relation (I) folgt dann zuiüchst: 

(12) A+ixS+*=9'*+iZ*o+'-zSz*+i-(A)Zo)-a:5-'zf(^iZ?) 

-Zi(^Z«*+>). 
Mit Rücksicht auf (ü) und (11) geht (12) über in: 

(14) ^,+izS+»=zSXo<J*+i-zS-'zAdi-j:*-»z»_x-(zo<J,Xo-d,x,) 
-zJ-*z*->(zS«Ä-j:**,Xi+xo*A-d^x,) 



+(-i)*-*zS«Ä-5+(-i)*-*Zo«,x,_,+(-i)*-»d.x,_,) 
+(-i)*-*z2<58Xi_.+ (-i)*-V«Xt.,+(-i)»-»*Ä_,) 
+(-i)*-'zS*,x,_,+(-i)*-»zo*Ä_,+(-i)*-'*,x,_i). 

Ordnet man jetzt die rechte Seite von (13) nach J^+i, d^, ik-i* 
'*-«> • • •> ^2? ^1? sö ergibt sich, wiederum auf 6rund von (II): 

(14) ^,+izS+'-zS**+Ä-zJ-»<y*x,+zj-»d,_iX,-zj-»d,_,x,+— .. 

+ (-i)*-'zJ*,Xi_,+(-i)MÄ; 

d. i. aber in der Tat die Formel (lU), wenn man den Index k durch 
den nächstfolgenden Index ä; + 1 ersetzt. Aus (lU) folgt aber auf 
Ghrund von (11) und (II) unmittelbar die Formel (HI'). 

2« Es erübrigt demnach noch, die Darstellung der X^ (11) zu einer 
expliziten auszugestalten, d. h. die X^ als Aggregate von Potenzen der 
X allein zu gewinnen. Es wird nützlich sein, vorab eine Tabelle für 
die Anfangswerte von k, etwa von /: = bis k ^ 8, zu entwerfen. Die 
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sukzessive Einsetzung der jeweils bereits berechneten Xq, X^, . . ., Xj^_^ 
in die Formel für X^ liefert: 

(15) Xo=l, Xi-^fi, Xj-xf-^toZj. ^s^xl-^XoXiX% + ÜX97 
^A-xl-^ZoXlx^+^X^XiXz+xlxl-X^XAf 

^s-Xi-^XoXlXi+^XlxlXi+^XlXiXl "^X^XiXA-^xlXiX^+X^XiJ 
^a-Xi-^XoXiXi+^XlxiXs-xlxl +t^Xl -XoXfi 

+^xlxlxl-^xlx\u +2zSZiZ6 

—^XlXiXiXz+^xiXiXi, 

X7^xl-^XoXiXi+ ^xlxiXi- 4^a:fz4 +^xiiX\t^'-^xlxiXB+xUi 

+ ^0x1x1x1- ^XlXiXl +^X^XiXl-^xlX2X5 
-^^foXlXiXs+^XixlXs^-^^X^XsUy 

Xs-'fi'-'TXoXlX9+ ^xlXiXs- ^XoXUa + ^X^XlXo -^xlxlXe + xUl-XoXs 

+I5«%fz|-i0z2zfzj + ^jttxUl -^x^xlu + ^xUiXi 

-^Ox^xlXfX.+ ^^X'oXlXa.-^xlx^xl +12%SZ2Z6 

+ ^^XoXiXlXs-^xlXiXiX5+ '^xUfiXa 

-^xlXiXzXi' 

Ein Blick auf diese Tabelle führt zu einigen Teilgesetzen ^ die 
dann leicht beweisbar sind und in ihrer Zusammenfassung zu dem 
gewünschten Gesetze führen. 

(A). „X^ ist eitle homogene ganze Ftmktion der Xo? Xiy X%f • - Xk 
vom Grade k,^ 

Für A: «-« 0, 1, 2 . . . ist das Gesetz ersichtlich erfüllt. Gesetzt, es 
gelte bis zu einem gewissen Index k. Die Formel für X^^^ in (II) 
zeigt dann, daß die einzelnen Glieder Xi^ky XoXi^k-if XoXs^k-if • • •; 
zS""'Z*^i, ZSZ*+Ä jö gaiiz und homogen in den Xoy Xu - - Xk+i vom 
Grrade k + l werden, also auch das ganze Aggregat, d. h. in jedem 

Gliede von der Form to'^Xi^X? • • • xl'A^ ^^^ ^® Summe der Exponenten 
gleich k + 1. 

(B). „Xk ist isobar in den XoXi • • • Z* ^^* Getiidite k/^ 

Es ist also zu zeigen, daß in irgend einem Gliede Xo'^XV- • - Xk^ 

von Xk 

(16) 0'aQ + l-ai + 2-a24-'* + ^'«* = A* 

ausfallt. 

Für t — 0, 1 , 2 ist das Gesetz evident. Es gelte wiederum bis 

zu einem gewissen Index k, so betrachte man die Formel für Xj^+i 

16* 
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in (II). In ihr erscheint im (i + l)ten Gliede (i = 0, 1, . . . t) Xt-i 
multipliziert mit xi^Xi-^-i] somit wird das Gewicht von Xk—t gemäß (16) 
erhöht um (i + 1), nimmt also den Wert k + 1 an. 

(C). Das Vorzeichen irgend eines Gliedes Xo°Z^ • • • Z*^ in X* tciri 
diirdi (— ly^* bestimmt.^* 

Das Gesetz ist für Ä; « 0, 1, 2 richtig, und werde bis zum Index k 
inkl. als gültig angenommen. Aus dem Gliede (— ^)^j!o'*xV • • 2j* 
in Xk entstehen auf Grund der Formel für Xt^-i in (11) eine Reihe 
von Gliedern, durch sukzessive Multiplikation mit Xif ""ZoZsj ZoZs? ••? 

Das Vorzeichen irgend eines der neuen Glieder, z. B. des mit 
(— ly^i^Xi-^i multiplizierten, ist daher (— l)''»^*, während zugleich der 
Exponent von Xq auf «q + i gestiegen ist. 

(D). „Der absolute numerisdie Koeffizient irgend eines Gliedes 

ZS" Z?* 1%'' • ' ' lu ^^^ Xk tSt — r- , — , : = — , WO 

unter 0! die Einheit zu verstehen ist.^* 

Die Tabelle (15) gibt zunächst zu folgenden Einzelbemerkungen 
Anlaß. Das einzige Glied in X*, das Xq gar nicht enthält, ist x\ mit 
dem Koeffizienten 1. Irgend ein Glied von der Form %J«x2 ©rscbeint 
ebenfalls mit dem Koeffizienten 1 behaftet. Ein Glied von der Form 
Xo^'XaXb ^^^ ^®° Faktor 2, ein solches von der Form xS^'XaXbXe ^^^ ^®^ 
Faktor 6; weiter kommt Gliedern Xo^'XaXt ^^^ ^®^ Faktor a + 1 zu, 

solchen von der Gestalt Xo°XaX^b ^^^ Faktor ^^^n, *, und solchen von 

der Gestalt zJ'ZSZ'tz^c der Faktor ^-j:p^+/^' • 

Auf Grund dieser Beobachtungen, die sich bei Weiterführung der 
Tabelle (15) bestätigen und analog ergänzen, wird man durch unvoll- 
ständige Induktion zu der allgemeinen Anzahlformel (D) geführt. 

Dieselbe soll wiederum durch vollständige Induktion bewiesen werden. 

Zu dem Zwecke werde eine Hilfsbetrachtung voraufgeschickt. Nach 
den Sätzen (A) und (B) gilt für irgend ein Glied in X* von der Gestalt 

Z?*Z?'Z?* • • • Zl^- 
«0 + «1 + «2 + H a* = *, 



l 



. «0 + 1 • «1 + 2 • «2 H \-kak=-k, 

also durch Subtraktion: 

(17) «0 = 1 • «2 + 2 . «3 + . . . + (Ä; - 1) «,. 

Berücksichtigt man nur die Exponenten a^, a^, a^, ..., die >0 
sind, so lautet (17): 

(17') «o = (a-l)a„+(6-l)a,+ (c-l)a.+ .--, 



r 



über Partdalbmchzerle^ang bei yielfachen Linearfaktoren des Nenners. 245 

d. i. man hat den Hilfssatz: ,,Es ist notwendig a^ nicht Heiner als 
a — 1, 6 — 1, . . . etc.*^ (a, 6, c, . . . > 1). 

Die Regel (D) sei jetzt bis zu einem Index A: als richtig an- 
g'enommen und soll für den Index Tc + 1 bewiesen werden. 

Sei, wie oben, x^'^X^^xi* • • • ZJt+i^ irgend ein Glied von X*4.i. Man 
e die Falle /Sj > und ß^ = 0, und berücksichtige Ton den übrigen 
^onenten nur diejenigen, die > sind; schreibe also xi'^X^^XaXiXe' • • ZS> 
die auf 1 folgenden Indizes a, 6, c, . . . der Größe nach geordnet seien. ^) 
Im ersten Falle A > läßt sich dann von dem vorgelegten 
^de entweder ein Faktor ^i abspalten, oder aber ein Faktor Xo~^Xay 
X" aber j^q^^Xö, etc., oder endlich Xo^^Xr- Jode dieser Abspaltungen 
möglich, da nach dem obigen Hilfssatze /Sq nicht kleiner ist als 
eine der Zahlen a — 1, 6 — 1, etc. 
Gemäß (U) treten dann die nach der jeweiligen Abspaltung aus 
^^X^xiXc ' ' ' X^ verbleibenden Restfaktoren resp. in den Aggregaten 
Xi— (a— 1), Xt_(6-i), etc. auf, und auf Grund von (C) muß die 
me der absoluten Koeffizienten jener Restfaktoren in X*, Xa— (a— i), 

b (6—1) etc., eben der gesuchte absolute Koeffizient M von x^°X^'X% • • >t? 

,Xk^i sein. 

Für jeden der genannten Restfaktoren ist die Summe der Expo- 
xxtien von Xif Xaf Xbf - - - Xr ^°^ ^ kleiner als die ursprüngliche Summe 
«+i5 + y + --- + ()«-«Ä + l — ^o> mithin gleich Ä — /S^. Der zu- 
rige Zahlenkoeffizient enthält daher nach Voraussetzung stets denselben 
er (Ä — /S0)!, während der jedesmalige Nenner der Reihe nach lautet: 

. . ., /3j!a[/3!y! ... (p — 1)! 

Demnach wird die Summe dieser Koeffizienten, d. i. aber der ge- 
suchte Koeffizient M selber: 

C18) Äf ^h^Wi f p^ + (x + p + ... + o j 

^ ^ (/J, -l)l(a— l)!(/S-l)!...(p-l)!l fta|Jy...p 1 

"^ ft!aIjJl...p! 

'^^ ist aber das Gesetz (D) für den Index t -f 1. 

Ixn zweiten Falle ft =» ist das Verfahren genau das nämliche, 
^^ daß die von /Jj abhängigen Tenne von vornherein in Wegfall 
^^txxen. Man erhalt die zu (18) parallele Formel: 

(18^ ^ (In^oü ftt + P + y + -- + gi (fe + i-Po)! 

___^[_^J^ — (a — l)!(^--l)!...(p — 1)! l ccßy.,.Q J a\ßlyl...Ql 

X) Der Fall ß^ »a 0, i. e. x^"^^ kann hier beiseite gelassen werden, da er nach 
^^^xu erledigt ist (Koeffizient — 1). 



(-' {i.: 
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In beiden Fällen aber ist offenbar mit Rücksicht auf die Festsetzung 
! » 1 die Fassung des Satzes (D) zulässig. 

Um die vier Sätze (A), (B), (C), (D) zusammenzufassen , erscheint 
es am zweckmäßigsten , worauf schon die Tabelle (15) hinweist, den 
Ausdruck Xk nach steigenden Potenzen von Xo anzuordnen. Dann gilt 
der Satz: 

(E). yyDenkt man sich den Ausdruck Xk in (ü) tuich steigenden 
Potenzen von Xo atigeordndj so erscheint er als ein alternierendes Aggregat 
von der Gestalt: 

(U') X* - P* - XoP^-, + xlPk-2 - j&Pk-s + 

wo die P von Xo fr^i ^i^^- Dann ist P^ eine homogene und isobare 
ganze Form der XiXi - - - Xk ^om Grande i und vom Gewichte k, und zwar 
enthält P^ die Gesamtlieit aller positiven Glieder von der Form xX' XVX%^ • • Z?*> 
wo die Expoyienten a (^ 0) nur den beiden Bedingungen 

+ «2+ «»H 1- cck^i 

+ 2'a2 + 3*a3 + »*-+ kajt =» k 

zu genügen haben, wahrend der numerische Koeffizietü des Glied^^ 

XVXi'Xi'-" X? ^W^CÄ ^^i^^t^'^'i ..a^! Sl^^^^^ ^^^^^ ^^^ ^^^ 

durch 1 zu ersetzen istJ* 

Da die numerischen Koeffizienten dieses Satzes ersichtlich Pol] 
nomialkoeffizienten sind, so liegt es nahe> den Satz (E) in Beziehui] — ^^ 
zum polynomischen Satze zu setzen. Nach dem letzteren ist: 

(20) (zi + fc + • • • x^y =2'v «.r!-::^ ^'^ ' " ' ^*' 

wo sich die Summe auf alle Zusammenstellungen von ExponenteK-^ 
«j, «2, . . . a* bezieht, für die 

(21) «1 + «2 H \- cck^i' 

Vergleicht man dies mit dem Satze (E), so erkennt man, daß de: 
Ausdruck P^ (i = 1, 2, . . . Ä) nichts anderes ist, als die Gbsamthei' 
aller der Glieder in (20), die auch noch die zweite Bedingung (19) e 
füllen, d. i. die das Gewicht k besitzen. Danach gilt noch der Satz: 

(F). „Der Ausdruck P^ im Satze (E) ist die GesamOieit der Gliedi 
in der polynomischen Entwicklutig von (Zi + Zs + • • • + Z*)S denen 
Gewicht k zukommtJ' 

Durch die Formeln {III), (HI') in Verbindung mit den Sätze: 
(E), (F), ist die Frage nach der expliziten Darstellung der PartiaL^ 
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brachzerlegung (3) völlig beantwortet. Es sei noch bemerkt^ daß auf 
Grund der Sätze (A), (B) der Faktor von 9*_,- (i =» 0, 1, . . . Ä) in (III') 
eine homogene und isobare Form der Xoy Xif - - - X^ ^^^ ^^™ Grade k 
und vom Gewichte i. 

Es braucht wohl kaum bemerkt zu werden^ daß mit Obigem auch 
die entsprechende Aufgabe der Interpolationsrechnung ihre explizite 
Lösung gefunden hat. Multipliziert man nämlich in (3) wieder mit 
if{x) herauf, so erscheint der Zähler q>{x) in der Gestalt: 

(3') 9, ix) -2a {x) X {X) - i,{x)^-^^^ . 

a a 

Trägt man nunmehr in A(x)(4) für die Koeffizienten Aq, A^, . . . Af^^i 
[und entsprechend in B(a;) für die JB^,, JB,, . . . jB»_i etc.] ihre Werte 
aus (in') ein, und substituiert zugleich in (III') für die X^, Xj, . . . ihre 
Werte aus (E), wobei jetzt genauer unter P^*^ das Aggregat der 
Glieder vom Gewichte Tc in der polynomischen Entwicklung von 
(Zi + Z» + • • • + Z*)^ zu verstehen ist, und ordnet sodann nach den 
9* «= 9>*(a), so nimmt fp{x) in (3') die Gestalt der Doppelsumme an: 

= ^ («)2 2 ^* ~ «)*-"«.. k 9* («) , 

WO sukzessive die Indizes a, (i durch a, /J, y, . . . resp. fi, v, ä, . . . zu 
ersetzen sind. 

Damit ist aber eine ganze Funktion g>(x) von einem Grade 
< (la + vß + ay + ' ' - (oder näherungsweise eine beliebige Funktion) 
dargestellt, für die die Größen tp^ia), q>^{a), . . . 9^_i(a); ^oCÄ; ViW; 
. . . yr_i(/J); g)o(y); 9i(y); • • • 9/r-i(y) . . ., d. s. also die Werte der 
Funktion und ihrer Ableitungen bis zur resp. Ordnung ft— 1, v— 1, ä— 1, ... 
für die beliebigen (ungleichen) Argumente a, ß, y, , , , beliebig vor- 
gegebene (endliche) Werte besitzen. 

Königsberg i. Pr., Februar 1905. 
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Einige Integralsätze. 

Von 0. Spiess in Basel. 
Setzt man l-f-x + x^-l a;"~^ = Xn, so genügt Xn der Gleichung 

(1) X-''l^{x^l)Xn. 



Diflferenziert man A;-mal nach x, und setzt Xi*)« — rXn, so kommt 



n (n - 1) . . . (n - it + 1) x— * = (« - 1) X«« + ÄX<,*-»). 



Multiplizieren wir beiderseits mit . , so steht rechts das 



n 
k 



vollständige Differenzial von k {x — 1) t/X(*-i)- Durch Integration er- 
gibt sich also die Formel 

Speziell für ä; =« 2 erhalten wir 



/ 



]/l + 2x -j- 3a;' -j (n — 1) ««- « 

-;n;r:äi (a;- l) yi + 2a; + Sa:» + • • • (n - l)« 



» — 2 



(n-1) 

Diese Formel hat schon Herr Kokott (Ztchr. f. Math. u. Ph., Bd. 45) 
auf dem Weg der Koeffizientenvergleichung hergeleitet. Für n = 6 
kommt sie bei Abel vor. Geht man von der etwas allgemeineren 

Gleichung aus B{x) - Ril) = (x- l)q>{x), 

so erhält man auf dem gleichen Weg die Formel 

(3) fir-^J^~ = Ä (X - 1) V^'^Cx). 

Wir wollen nun die Bedingungen suchen, unter denen sich ein Integral 
der Form f - —^ algebraisch ausdrücken läßt. Bekanntlich kann 

dies dann nur in der Form geschehen 

j y,.(x)— 1 
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Da es uns nicht um die volle Allgemeinheit unserer Entwicklung zu 
tun ist, 80 setzen wir im folgenden B(x), q>{x\ f{x) als ganze rationale 
Fixnktionen voraus. l^{x) betrachten wir als gegeben, q>{x)y f{x) als 
gesucht Durch Differentiation von (4) folgt 

E^er Einfachheit halber setzen wir noch voraus, daß f{x) keine doppelten 
^Aktoren enhalte, oder daß f{pc) und R{x) teilerfremd sind. Multipli- 
^^^ren wir beiderseits mit ({xY'^^dx und integrieren, so kommt 

w^^''" fix)'' ^ f{xr 

^ ^(x) ganz ist, so ist hiemach f(x) aus der Bedingung zu bestimmen, 
"^^ß F{x) — C, nach passender Wahl der Konstanten (7, durch f{xY 
^^ilbar sein soll. Da aber F' (x) von selbst durch f{xY~'^ teilbar ist, 
genügt es offenbar zu sagen: F(x) — C soll durch f(x) teäbar sein. 
/{x) vom ersten Ghrade, etwa = o; — a, so hat man nur C^F(a) 
setzen, wo F{x) irgend eine ganze Funktion ist. Damit kommen 
' wieder zur Formel (3) zurück. Soll f(x) von höherem Grade sein, 

setzen wir ^(^) « (a; - a^) (o; - «,) {x - «*)• (* > ^) 



er Ziel ist dann, die Gleichungen aufzustellen, die zwischen den 

^ ^^rzeln o^ , . . . a« bestehen müssen, damit die obige Forderung erfüllt 

^^^. Diese Bedingung kann man jetzt auch so aussprechen: Es soU 

C-^^:) =« CR (x) fixy-^^dx für sämüiclie Wurzeln a^, . . . «^ denselben 

' C annehmen, in Zeichen 



ist die erste Form der (A — 1) gesuchten Relationen. Der Grad 
^ser Gleichungen ist aber noch zu hoch; wie wir zeigen werden, ent- 
namlich jede der Differenzen F{ax) — F{af,) den Faktor. («^ — a^)*"~S 
^^x* f&r A + M nach Annahme von Null verschieden ist und wegdividiert 
"^' erden darf. Um zu einer einfacheren Gestalt zu gelangen, setzen wir 

^^■r-AW iA«i.2....*) 

^^d schreiben die obigen Bedingungen in Form der Kongruenz 
^ix) =x JB {x)fi (x)"- 1 {x — axY^'^dx = C (mod {x — ax)) (a-i. 2, . . *). 

«idena wir partiell integrieren und die durch {x — ax) teilbaren Glieder 
^^glasgen, ergibt sich 

-^C^) = (- l)—i(w-. !)!/(») JR(a:)/i»-i {x) dx^^) = C (mod {x - «)). 
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Die Integrationen denken wir uns hier im folgenden stets so da 
geführt; daß keinerlei Konstanten hinzugefügt werden, so daß also di 
jede Integration der Faktor x einmal mehr hinzutritt. Betrachten wir a 
ax als variabel und setzen x ^ ax, so wird die Kongruenz zur Gleich 

(8) '•^-^^rFM-fC^B{<^x)f;-^{aOda',-C, (2=1... 

wobei wieder C für '-T—__^y- C geschrieben ist. Der Wert von C 

willkürlich, muß aber in allen Gleichungen derselbe sein. Statt fz 
kann man auch f (ax) == (ccx — cc^) («a — Og) . . . (ax — «*) schreiben. 
Um diese neue Gestalt unserer Bedingungsgleichungen noch we 
umformen zu können , beweisen wir erst den folgenden Integrah 
Ist u eine heliebige integrierbare Funktion von x, so gut für aüe posU^ 
ganzen ZaJilen X, v: 



(9) 



V (-! + ») 



Beweis: Wir beweisen den Satz direkt für v — 1 und wenden d 
die vollständige Induktion an. Dabei schreiben wir der Kürze ha 

Dx für — j, und Ju für Judx^. Durch partielle Integration ergibt 



dx' 



i 2+1 

fu{x - aydx - (a; - ayju- X (x ^ ay-^fu+' • • (- Iflfu 



2+1 

(9a) -(rc-ay+^D^ 



x + i 
X — a' 



Hiermit ist der Satz für v ^ 1 bewiesen. Angenommen , er sei sc 
für ein gewisses v nachgewiesen , so zeigen wir durch zweimalige 
Wendung der speziellen Formel (9 a), daß er auch für v + 1 

( 2 + 1 . 

Setzen wir für den Augenblick 2y[ _ )=■ i)^(e) = w, so folgt dt 
Integration der Gleichung (9) mit Hilfe von (9 a) 

/ u (a; - a)^ dx»+» - /(a; - o)'+»e = (a; - a)^+'+i 2)»+'l — 4^ I 



Einige IntegralBätze. 251 

Nun ist wiederum nach (9) 



Ii'+l I X + v^l 



(o: — a)*'"^' {x — ay 
Führen wir dies auf der rechten Seite der vorigen Gleichung ein, so 



geht sie über in (o; — a)^+''+^ZH 



{x^ay-^^ 



, q. e. d. Versteht man 



unter f einen vten Differentialquotienten, unter 2>~^ ein il-faches 

Integral, so gilt die Formel (9) auch für negative Werte von v und X, 
und zwar ist genauer zu bemerken: Der Satz (9) gilt für negatives v 
und positives X, lautet dann also in gewöhnlicher Schreibweise 



ji— V 



(9b) D'u {x - ay- = (a; - ay-^'jy {x - ayju. 

Dies wird leicht direkt durch Ausführung der Differentiation eingesehen, 
folgt übrigens f ür v > il schon aus der Formel (9) selbst. 

Femer gilt der Satz für negatives v und negatives X, was man 

sofort erkennt, wenn man in (9) m für / ti schreibt. Er gilt aber nicht 

für positives v und negatives X, wie man sich leicht überzeugt. 

Den so bewiesenen Integralsatz wenden wir nun auf die Glei- 
chungen (8) an. Ist A + f*; also ax=^af,, so setzen wir 

-„-z:^- — fi, /. («0 - («i - «i) i«i — «j)'^' "'(«i — «*)• 

Wir erhalten dann für die linke Seite von (8) nach (9) 

0;) 

n — 1 



= {ax — ttf.) 



in — l 



Sn — 1 



dar' 



a*"-*_|^«.-i(«i)) 



(10) =(«!-«.)»"-'- , 

WO wir die ganze rationale Funktion von x 

iit—i 
(11) Jb {x)fj^-' (x) dx«"-' = P„-i (x) 



} 
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gesetzt haben. Yertauschen wir X mit (i und subtrahieren die neue 
Gleichung von der ursprünglichen^ so kommt 

(12) Fia,)-F(a,)~ (a.-«,)^-> ^ tTj^J^'-'^l^'y-'^ 



In der Klammer rechts steht jetzt aber eine ganze Funktion der 
Variablen «i, . . . «*; die Differenz F{ax) — F(cc^) ist also, wie oben 
behauptet wurde, durch (a;i — a^)*""^ teilbar. Da das Verschwinden 
dieser Differenz für alle Paare von Wurzeln «;, «^ die notwendige mid 
hinreichende Bedingung für das Bestehen der Gleichung (4) enthält, so 
können wir also den Satz aussprechen: 

Soll zwischen drei ganzen Funktionen q>{x), fix), B(x), wovon die 
zwei letzten teilerfremd sein sollen, die Integralgleichung bestehen 



ß 



y(<P(x))"-^ 



so müssen die Wurzeln von f{x) =- (x — cci) {x — a^) . .{x — «*) das 
System der ~ Gleichungen befriedigen 

(13) i'.,-,w-i>.,-.(v (,;:v......). 

^ «i — «/* V x^.^f. I 

Hierin ist P^n-^iix) die durch Gleichung (11) bestimmte ganze Funktion. 
Umgekehrt, genügen c^, Oj, . . . a* diesem Gleichungssystem, so ist der 
Quotient 

njB{x)f{x)n-idx 

eine ganze Funktion, welche zusammen mit (x — a^) (a; — o,) . . . (o; — «*) 
— /'(a:) die obige Integralgleidmng befriedigt 

Die — - Gleichungen (13) haben die Eigenschaft, daß 

--—z — - — (Ä — 1) eine Folge sind von je (k — 1) unter ihnen, die zu 

einem konstanten Wert von a gehören Durch geeignete Kombination 
derselben gelangt man in jedem Fall zu einem mit (13) äquivalenten 
System von Qc — 1) Gleichungen, die in den Größen Oj, . . . «n symmetrisch 
sind und somit in Relationen zwischen den Koeffizienten von f{x) 
umgeschrieben werden können. Ich verspare diese Diskussion auf ein 
andermal und will nur noch bei dem Fall fc = 2 etwas verweilen, bei 
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dera bloß eine einzige Bedingungsgleichung auftritt. Schreiben wir 
€Cy ß statt a^y a^y so lautet dieselbe 

X>ie8elbe ist symmetrisch und homogen in a^ ßy deren Verhältnis durch 
bestimmt ist. Besonders interessant ist der Fall Rx ^ x^, doch 
len wir hier nicht mehr darauf ein. 
Erfüllen a,ß die Gleichung (13 a), so gilt für /'(a?)-(a; — a)(a;-/3) 
Gleichung (5) die Relation 

Coa) nR(x) « f(x) - q>' {x) + nf{x)q>{x), 

lern nun f(x)^0 ist, hat die rechte Seite dieser Gleichung 
Besonderheit, als Differentialquotient eines Ausdrucks der Form 
f^ Cjxi) . ^'(a;) — Xf {x)0{x) dargestellt werden zu können. Differenziert 
diesen Ausdruck nämlich i/-mal, so kommt /'^• + ^) + (v — l)f^^^ 

L 2 "" ^ n f'^*"^^ ^^d "^ird in der Tat mit der rechten Seite 
'^on (5a) identisch, wenn man setzt i/=-2w— 1, ;i — w— 1, 0(*'^(a;) 
— ^^*—i)(x) » 9>(ä). Integriert man also die Gleichung (5a) (2n— 1)- 
^al und setzt ^,^.,j ^,_,j 

Rin-l(x)^jB(x)dX^ — 'y q>^n-^l{x)'^f(p(x)dX^ — \ 

®^ erhält man 

(1-4) ni2,,«i(a;) - /". <pin-i - (w - 1) f • g>«n-i, 

'Zorans 

(15) / *-^»n~lW^^ ^ J_ ySn-l 

^- h. : iS5< P (rc) «'w6 beliebige ganze Funktiotty so ist di^ Bedingung dafür y 
^ß sich das Integral § ^)_^ — durch rationale Funktionen aus- 

^^ücken läßt, in der Gleichung enthalten 



itn— 3 



^|P(.)rJ»l_o. 



l>er \Yert des Integrals erscheint dann in der Form v~t^ — :;.^r" i * 

*^ patusen Funktionen P(x) und ^ (ar) kaben noch die Eigenschaft, daß 
wi-e (2n —i)ten DifferenticUquotienten der Gleichung genügen 



Basel, 20. Oktober 1903. 



{x — a) (a; — ß) y^(8«-i)(a;). 
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The Development of the Theory of Transfinite Nnmbers. 

Part 1.— The growth of the Theory of Functions np to the year 1870. 
By Philip E. B. Jourdain (Broadwindsor, Dorset, England). 

During the nineteenth Century, the two great branches of the 
theory of functions developed and gradually separated. The rigorous 
foundation of the results of Fourier on trigonometric series, which 
was given by Dirichlet, brought forward the general conception 
of a (one-valued) function of a real variable, and the (in particular, 
trigonometrical) development of functions, as subjects of investigation. 
On the other hand, Gauchy was gradually led to recognise the importance 
of what was subsequently recognised as a more special conception of 
function of a complex variable, and, to a great extent independently 
of Cauchy, Weierstrass built up his theory of analytic functions of 
complex variables. 

These tendencies of both Cauchy and Dirichlet combined to 
influence Riemann; his works on the theory of functions of a complex 
variable carry on and greatly develop the work of Cauchy, while his 
Habilitationsschrift of 1854 has the intention of generalising as far as 
possible Dirichlet's partial Solution of the problem of the develop- 
ment of a function of a real variable in a trigonometric series. 

Both these sides of Riemann's activity left a deep impression on 
Hankel. In his Tübinger Programm of 1870, Hankel attempt^d to 
exhibit the theory of functions of a real variable as leading, of ne- 
cessity, to the restrictions and extensions from which one starts ia 
Riemann's theory of functions of a complex variable; on the other 
hand, HankeTs researches entitle him to be called the founder of th^ 
independent theory of functions of a real variable. At about the sam^ 
time, Heine initiated, under the direct influence of Riemann's Habi-^ 
litationsschrift, a new series of investigations on trigonometric series^ 

Finally, soon after this, we find Georg Cantor both studyin^ 
HankeFs memoir and applying to theoreras on the uniqueness o^ 
trigonometrical developments those conceptions of his on irrationaL 
numbers and the derivates of point- or number-aggregates which de^ — 
veloped from the rigorous treatment of such fundamental question^ 
given by Weierstrass at Berlin in the introduction to his lectures otm 
analytic functions. The theory of point -aggregates soon became 
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independent theory of great importance, and finallj, in 1882, the trans- 
finite numbers were defined independently of the aggregates to which 
they belonged and by means of which they first appeared in mathe- 
matics. 

These successive stages in the history of our subject will now be 
sketched in greater detail. In the subseqnent parts of this paper will be 
given an account of the development of the theory of transfinite 
numbers from 1883 to the present day. 

1. 

The Problems of trigonometrio series up to and inoluding the time 

of Diriohlet's memoirs (1829, 1887). 

The investigations of the eighteenth Century on the problem of 
vibrating cords^) led to a controversy, owing to the fact that the 
(d'Alembert's) general integral of the equation of the problem referred 
to involve arbitrary functions, while, on the other band, Daniel 
BernouUi judged bis own Solution in the form of a trigonometric 
series to be general because it served to explain all the phenomena. 
As Euler pöinted out, these two conclusions could be reconciled if 
every arbitrary function q)(x) (which, in this case, represents the initial 
form of the cord, which may be a" functio discontinua''; for example, 
a curve formed of broken lines) were developable in a series of 
the form 



9{^)-^<^.^^~l 



vnx 



1) See E. Mach, "Die Prinzipien der Wärmelehre", 2. Aufl., Leipzig 1900, 
pp. 92—102, 122—128; M. Cantor, "Geschichte der Math.", Bd. III, Leipzig 
1898, pp. 363^-370. On the history of the researches on trigonometric series np 
to Dirichlet'e time, see Riemann, "Über die Darstellbarkeit einer Funktion 
durch trigonometrische Reihen ", Habilitationsschrift, Göttingen 1864 {Ges. Werke, 
X>p. 266 sqq. 1892; French translation in (Etwres de Biemann, Paris 1898, 
pp. 226—239), and Reiff, "Gesch. der unendl. Reihen", Tübingen 1889, pp. 124— 126, 
132—186, 182—192. The dissertation of Sachse ("Versuch einer Geschichte der 
X)ar8tellung willkürlicher Funktionen einer Yariabeln durch trigonometrische 
Jleihen", Göttingen 1879; Äbh. zur Gesch. der Math. III, 1880, pp. 230—276; 
Prench trans. in Butt, des sei. tnaih. (2) 4, 1880, pp. 43—64, 83—112) is especially 
concemed with Riemann and after Riemann (see below 5). On the history- of 
the conception of a function, in which history this controversy has an important 
place, see Pringsheim, Encykl. der math. Wiss., ü. A 1, pp. 3—8. Cf. also 
Hiemann, "Partielle Differentialgleichungen und deren Anwendung auf physika- 
lische Fragen. Vorlesungen . . . bearb. und hrsgeg. von K. Hattendorff ", Braun- 
flchweig 1869, pp. 198—201. 
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That this was, indeed, the case, even when (p(x) is not necessarily 
developable in a power-series, was first shown by Fourier, who was 
led to study the same mathematical problem as the above one by hie 
researches (the first of which were communicated to the French Aca- 
demy in 1807) on the conduction of heat.^) To Fourier is due also 
the determination of the coefficients in the trigonometric series 

. . (p(x) ^ j6q + b^ cos X + b2Cos2x + ' ' 

+ »1 sin a; + a^ sin 2a; + • • • 
in the form 



K = 



= — / 9^ W ^os ^^ ^^} a^ = — j (fipc) sin va da ; 



— jt —n 



a determination which was probably independent of Euler's prior 
determination^) and Lagrange's analogons determination of the coeffi- 
cients of a ßüte trigonometrical series'); and a geometrical proof of 
the convergence of his series, which, thongh not formally exact, con- 
tains the germ of Dirichlets proof.*) 

To Dirichlet^) is due the first exact treatment of Fourier*s 

1) See Mach, op. dt, pp. 82—92, 115—119, 102—114. There does not seem 
to be justification for Mach's statement (pp. 104, 111) that Fonrier first applied 
infinite periodic series. For (cf. Riemann, "Partielle Differentialgleichiingen*'^ 
pp. 43 — 44) Bernoulli, in support of his statement that, howeyer a enrve maj 
be dxawn, the ordinates must always be representable in the form of a trigono- 
metric series, remarked that in the series an infinite nrnnber of coefficients occor. 

Euler disputed this, because, in the infinite series a-^-bx-]- ex* -\ , one cannot 

so determine the coefficients that the line suddenlj changes its direction at a de- 
fiuite point. 

2) See Reiff, oj). dt, pp. 138—140. 

3) See Riemann, op. dt ("Über die Darstellbarkeit*'), § 2, Mach, op. dt, 
pp. 109 — 111, Sachse, op. dt 

4) See Reiff, op. dt, pp. 184—186. 

5) G. P. Lejeune-Dirichlet: " Sur la convergence des series trigonom^triqnes 
qui servent ä repr^senter nne fonction arbitraire entre des limites donn^*\ 
Joum. für Math. 4t, 1829, 167—169; Ges. Werke, Bd. I, pp, 117—182). According 
to Riemann {op. dt., § 3), Dirichlet arrived at the discovery of the method 
to foUow for the Solution of his problem by his remark (cf. Reiff, op. dt., 
pp. 206 — 207) that an infinite series maj or maj not have the same som if the 
Order of its terms is altered, and, with Fourier's series, the latter is the case. 

On the conceptions (Cauchj's) of the ^^ continuity " of a function and of the 
definite integral, used here by Dirichlet, see below § 2. 

The word "function", in consequence of the preceding researches, had then 
attained the present meaning ("Dirichlet's function- concept '*), and " continuous '* 
function had the meaning assigned to it bj Cauchj (see Brill and Noether, 
" Die Entwicklung der Theorie der algebraischen Funktionen . . .", Jahrtt^ber. d. 
D. M.'V. III (1894), 162—168). 
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jri€8. He bronght the sum of the first 2n -f 1 terms of the series (1) 
-the form 

Bin -g— (« — ^) 






d proved that the limit of (2), when n is infinite^ is 9?(a;), provided 
B^± (p{x) is a continuoas function^ except^ possibly, at a finite number 
points between — tc and -f- ^y <uid has only a finite number of 
^^ima and minima between these limits. Further, the value of the 
Exction at a point of discontinuity x ^ a^ must be, in the Symbols 
fiirst used by Dirichlet, 

l[ejp(a_0) + i]P(a + Oj], 

'^li.^n a lies between — x and + 5r; and, when a is — 5r or + ^; 

i[^(«_0) + y(-« + 0)]. 

For such fanctions, then, the problem of trigonometric representation 
l>etrween the limits — ä and + ä is solved^), and these limits can be 
^i'fc^red by a change of variable. 

Dirichlet also considered other possibilities in the function (p{x), 
len the above snppositions cease to hold, we get singular cases 
Ixich, according to Dirichlet, can always be brought to those cases 
^iready considered. It is only necessary, in order that 



1 /• , s8in(n + i)(a — a;) , 
^J 2 8mi(a — x) 



— 7t 



^liould have a meaning when the Solutions of continuity are infinite 
^^ number, that ^{x) should be such that, if a and h are any two 
^xiantities between — % and %, we can always place between a and h 
^^her quantities r and s so near to one another that (p{x) remains 
^^^Otinuous in the interval r • • • 5. " We can easily see the necessity 
^^ this by considenng that the terms of the [Fourier's] series (1) are 
^^finite integrale, and by going back to the fundamental concept of 
^tie definite integral. Then we see that the integral has no meaning 
y^lesB ip(x) satisfies the above conditions." Dirichlet gave the follow- 
example of a function not fulfiUing the above condition: Let q>{po) 



1) The Solution of this problem becomes much simpler when what is known 
^* the **second -theorem of the mean-value" of 0. Bonnet and P. du Bois- 
äeymond is used for Dirichlet's integral (Dirichlet used the ^^ first theorem 
^^ ihe meaa- value alone"). 

ArchiT dtr ICatlMmAtik und Fhjtik. TU, Reihe. X. 17 
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take any determined constant yalue (c) when x has a rational value 
and anj other determined constant value (d) when x is irrational; the 
function thus defined has a finite and determined value for every x, 
but the integrale have no meaning. "This restriction on q>(x), and 
that of not becoming infinite^ are the only ones to which it is subject; 
and such cases can always be brought back to the above ones. But 
this, to be done with the required cleamess^ requires some details 
connected with the principles of the infinitesimal calculus which will 
be exposed in another note, in which I will also treat some other 
remarkable properties of the [Fourier's] series/^ 

It was Cauchy's definition of the definite integral, the integrand 
being continuous^), which thus rendered possible this completion, indi- 
cated by Dirichlet, of these researches, but, as we shall see later, 
Riemann showed that Cauchy's condition of the continuity of the 
integi-and, though sufficient, is not necessary for the existence of a 
definite integral defined in Cauchy's way as the limit of a certain 
sum. From Riemann's memoir dates not only a new period of de- 
velopment of the theory of trigonometric series but also the rise of 
much of importance in the theory of aggregates. 

The projected uote, which was to be concerned with the principles 
of the infinitesimal calculus, Dirichlet ne ver published. But Lipschitz") 
proposed to himself the problem of finding the traces of this investigation 
in Dirichlet's published works.*) 

Lipschitz here started from Dirichlet's extended Cauchy's con- 
ception of the definite integral, and proved that Fourier's series still 
represents the function when there are an infinite number of maxima 



1) '^ Resume des le9on8 donn^es ä Tl^cole Poljtechnique sxir le calcul infinite- 
simal ", 1823, (CEiivre^ (2), t. IV, pp. 6-261), le9on 21. Dirichlet himself, in the 
in some respects fuUer exposition of his researches which he gave in 1887 ("über 
die Darstellung ganz willkürlicher Funktionen durch Sinus- und Kosinusreihen '*, 
Bepertorium der Physik van Dove tmd Moser 1, 152—174, 1837; Ges. Werk^, Bd. I, 
pp. 133—160; Ostwald's Klassiker der exacten Wissenschaften, Nr. 116, pp. 3—34), 
shortly indicated (§ 1) that the integrand is to be continuous. 

On the origin of Cauchy's sum- conception of the definite integral, see below §2. 

2) "De explicatione per series trigonometricas instituenda funetionum unius 
variabilis arbitrariarum , et praecipue earum, quae per variabilis spatium finitum 
valorum maximorum et minimorum numeiTim habent infinitum, disquisitio** ["Scripsi 
Bonuae die X. M. Aprilis A. MDCCCLXIV"], Jotirn. für Math., Bd. LXm., 1864, 
pp. 296 — 308. 

8) The two papers on trigonometric series mentioned above, and the memoir: 
"Sur les series dont le terme gäneral dopend de deux angles, et qui servent a 
exprimer des fonctions arbitraires entre des limites donn^es", Journ. für Math., 17., 
p. 36. 
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ci minima, when the number of points,m the immediate neighbourhood 
each of which are an infinite number of maxima and minima, 
finite.^) 

2. 

^e Theoiy of Funotions with Gauohy (1814 — 1846) and Gauss 

(1811—1818). 

Fonrier's researches had led him to establish analytical expres- 
\, in the form of infinite trigonometric series, for certain functions 
such as the "functio discontinua''*) formed by a series of broken 
— which were totally different in behaviour from the algebraic 
ctions which where, before him, tacitly considered to be the type 
the functions which can occur in analysis. Accordingly, functions 
^>J3LC5luded in Euler 's concept of functions as analytically representable 
' not always "functiones continuae". 

This result of the work of Fourier appears in the memoir of 1814 
Cauchy on definite integrals. Cauchy's object was to find a secure 
^ovijidation for that '^passage from the real to the imaginary^' used in 
evaluation of certain definite integrals. For example, Laplace*) 
found the integral 



00 



I e-"^ cos 2bx • rfa: = e- ** / e-'Vo; = ^jc^e-^^ 



the Substitution 

cos 2b x^ \{e^y~^^' + e- ^y~^^'). 

e integral sought then becomes a sum of two integrals, which, on 
B respectiye substitutions 

x^t + V'-lb and a: = ^— )/-16, 
comes 



ie 



00 oe 

-6» 



je-^dt+fe-^dt 



1) Lipgchitz*B method was extended by H. Lebesgue C^Le^ons sur Tintt^- 
S^^^Ätion et la recherche des fonctions primitives", Paris, 1904, pp. 9 — 14). P. du 
Äoig.Reymond had pointed out (Math. Ann,, 16, 1880, 128, note) that the 
'^^^dest eztension of Diiichlet^s conception is narrower than Riemann's. 

2) Cf. Lebesgue, op. dt, pp. 1 — 3; Brill and Noether, op. cit., p. 162; 
^ringsheim, Eneykl der math, Wiss., IL A 1, pp. 4 — 7. 

3) SeeStäckel inthetranslationof Cauchj's memoir of 1825 in^^Ostwald^s 
^••Biker der exakten Wiss.", Nr. 112, p. 74, and Bibliotheca Mathematica (3) 1 
(^^00), 116—117. 

17* 
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putting^ now — t tor + t in the first integral; we get 

+ OB OD 



^e->^fe-''dt-e-'^fe-''dt. 



— 00 



This secure foundation is, according to Cauchy; afforded by the 
Splitting of a single imaginarj equation into two real equations; Iie 
thus, to use the phrasing of his "Cours d^Änalyse'^ of 1821, wliere 
these viewB on imaginaries were further developed, regarded imaginary 
equations as merely the "symbolical representation'^ of two real 
equations. He started from the equation 

where -^ = ^- (and so q>dy + xdx is a complete differential, f{e)dzy 

where ^ is a function of x and y)y and one of the integrations on eacb 
side can be at once effected. Since, now, 

(3) becomes 

which splits into two real equations when 

z - Mix, y)+y-l Nix, y) , fiz) - Pix, y) + V-i Qix, y) , 

which equations serve to determine many definite integrals. 

Cauchy also remarked that reversal of the Order of integration, 
even when the limits are constant, ceases to be a valid process when 
the integrand becomes indeterminate between the limits of integration. 
In this case, (3) is replaced by an equation of the form 



Jßldxdy=fflldxdy 



+ ^, 



where the correction z/ consists of one or more single integrals taken 
over an infinitely small ränge infinitely near a singular point. 

In the memoir of 1814, we also find a mention of the possibility 
of a function undergoing sudden passages from one Talue to another 
at certain points (and such functions, for whose consideration Fonrier, 
breaking with Euler, had prepared the way, were called '^discontinaons'^ 
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ixi Cauchy*B „Cours" of 1821) and the mention of Cauchy's 
roinstatement of the snm-definition of the definite integral.^) 

The discovery that J conld be found generaUy when M^x, N^y, 
se^xns to have led Cauchy to consider the yariable js in this simple 
form, and not to separate in (3) real and iniaginary. This led, in 1825^ 
bo the theorem on complex Integration which Cauchy long afterwards 
gnised as the fundamental theorem of a theory of (synectic) fiinctions 
an imaginary yariable. Gauss had obtained this theorem and its 
ost important consequences in 181 1^ and hence discovered part of 
C ^nchy's result on the reversal of the order of Integration s. 

Thus, finally, the memoir of 1814 is the source of some of Cauchy *s 
ost important contributions to the theory of fonctions (both synectic^ 
more general ones); and, as I have shown elsewhere*), even the 
E>x-oof giyen by Cauchy in 1846 of his fundamental theorem, which 
ie identical with that of Biemann (which is generally derived from 
Ben 's theorem in the plane), is reducible to the ideas and methods 
X814. However, neither with Gauss nor with Cauchy is there 
ess about the restrictions necessary that a function f(z) should 
*^^ such that Cauchy's theorem 



/' 



f(z)dz^O 



'^^^IcJs of it. Cauchy even thought that continuity was sufficient. 
^^ith Riemann aud Hankel came the beginning of clearness, and 
xtili it the diyision of the theory of functions into the theory of 
ions of real variables and of (analytic) functions of complex variables. 
-*-^iie ezact period begins with Weierstrass, who was free from the 
K^oinetrical way of thinking, that Cauchy had, but which was partly hidden 
"^y his striving after purely analytical expression (this geometrical way 
^^ thinking appears when we examine Cauchy*s doctrine of limits 
^^d. irrational numbers). 

1) Foiirier*8 InvestigationB had made this reinstatement necesBary, as I have 

P^iüted out in a paper on the origin of Cauchj's sum-definition which is to 

^Ppear shortlj. In fact, certain discontinnous (in the sense of Bolzano and 

^aucby) fiinctions are representable bj a trigonometric series (e. g., the 

^^ction defined for — 1 < a? < 1 hj f{x)^l(x>0), /•(«) = — 1 (a: < 0) , f(p)^0), 

of ^"hich the integral mnst have and evidentlj has a meaning and is a continuous 

(la Cauchy* 8 sense) corve. Yet, since this curve has no determinate differential 

9'>otient at X'^O^ Euler's definition of the integral as the inverse of the diffe- 

'^^al fails to give a meaning to this integral. 

2) In a paper on '^The theory of functions with Cauchy and Gauss'', 
(^»Wiotfc«a Mathematiea (3), 6, 1906, 190—207), where fuller details on the subject 
of thii lection are to be found. 
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3. 

Biemann's Theory of Functions of a Oomplex Variable (1851), and 

his Memoir on Trigonometrie Series. 

Riemann's theory of functions of a complex variable was a deve- 
lopment of Cauchy's theory of "synectic'^ functions, adevelopmentwliicli 
was mainly brought about by the striking analogy which Riemann 
perceived between this theory and the theory of potential*) in a plane. 

In his inaugural dissertation of 1851 entitled: "Grundlagen fiir 
eine allgemeine Theorie der Functionen einer veränderlichen complexen 
Grösse^'*), Riemann first remarked that, with the most general 
definition of a one- valued and contiuuous function (w) of areal variable {^^i 
there is no necessary connexion between the different values of tti^ 
function in the sense tbat, when the function has been deiermined far ä 
given interval, the manner in which it is to be continued outside this 
interval remains quite arbitrary.^) 

The manner in which tv depends on z may be given by a math^" 
matical law, so that, by determinate Operations of calculation, we m^^yy 
for each given value of z, deduce the corresponding value of w. 

The property of being defined for all the values of jer in a giv^^ 
interval by the same law of dependence was formerly attributed arxlJ 
to the functions of a certain class (Euler^s "functiones continuae ^^ J5 
but modern researches have shown that there are analytical eipressio^^^ 
by which every continuous function can be represented in a giv^^ 
interval.*) It is, then, a matter of indifference whether we define tÄt^^ 
dependence of iv on z as given arbitrarily or as resting on determiia^^ 
Operations of calculation.^) 

fch 



1) Riemann owed to his teacher Dirichlet the leaning he had b 
towardß the theory of potential and that of trigonometric series. 

2) Ges. Werke, pp. 3 sqq., Oeuvr. pp. 1 — 60. 

3) This seems to have been the passage which led Lebesgue {op. eit. p-- j 



to attribute to Riemann the general conception of a ftinction usually cie^L'^ 
to Dirichlet. It is true that Dirichlet {Ges. Werke, Bd. 1., p. 136) only fra«:^^ 
his conception, at first, for continuous functions, but his esample of a non-ir^ '*^ 
grable fonction, referred to above, shows that he had the general conception. 

4) It seems that Riemann referred, in this, to Fourier's series, ^*»^^ 
Hankel (See § 4 below) was of the same (incorrect, as we shall see la'Ä>^ ^ 
opinion. 

5) Riemann's phraeing here is rather loose: the values of a continuous ' 
cannot be assigned quite arbitrarily. It will be seen later that it was on^ ^ 
Hank er s objects to show, or at least make probable, that the above staten»^''^ 
is Uterally (even when w is not necedsarily continuous, and the values qixi^^ 
arbitrary) true. But this is not so (cf § 4 below). 
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But the caee is diflferent when z is allowed to take complex 
valnes, of the fomi x + yi^ also. Let x + yi and x -\- yi -\- dx + idy 
be two infinitely near values of z, and u + iv and u + iv + du + idv 
the corresponding values of w^ then, when the dependence of u; on ^er is 

taken arbitrarily, the ratio , 't:'-^ ^'i^^? ^^ general, vary with the values 
of dx and dy, for, putting 

dx + idy == aeff^j 
we have 

dx -fidy ~ 3 Uä "^ dy) "^ 2 \^^ — ^j 

+4ß-:-'.;+'-(s+rp]-'* 

But, in whatever manner w may be determined as a functiou of 
jgr by a combination of the elementary Operations of calculation, the 

value of the derivate ,- is always independent of the particular value 

of the differential dz.^) It is, then, evident that by this way we 
cannot express any dependence of w on z. 

Now, Riemann took this common characteristic of all the functions 
which can be determined in any manner by Operations of calculation as 
the basis of his theory of functions of a complex variable, where such a 
function was considered independently of its expression, and a variable 
complex magnitude t<;was said to be a "function of a complex variablem" 
when it varies with z in such a manner that the value of the derivate 

^ is independent of the value of the diflferential dz. 

With this definition of functionality, Riemann showed that the 
j?- plane is a conformal representation on the t<;- plane and that the 
conditions ^^ ^^ a^ ^^ 

ex dy ex cy 

are necessary and sufficient that w should be a function of z. From 
the latter equations, he deduced 



1) Biemann remarked that this statement is evidently justified in all the 
caaes where we can obtain from the expression of w in terms of z, by the rules 

of differentiation, an expression of ,— in terms of z\ but, as to its rigorous and 

QiZ 

general legitimacy, he dismissed the qnestion for the moment. However, 
Weierstrass showed that the class of analytic functions is within, and not 
coincident with, the class of analytic expressions (see, further, below). 
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which form the basis for the study of the properties of one of the 
two terms of such a function considered separately. For such functioJQS 
the theorem of Cauchy on complex integration, which Riemann pror^l 
in Cauchy's secovd way, which is the same as that obtained fro«ti 
Green 's theorem in the plane ^ holds^ and Riemann 's (geometric^^l^ 
theory of functions was built up in the well-known manner^). TÄ3ö 
progress which his researches made in the theory of functions of ^ 
complex variable was indieated by Riemann*) as follows: 

"The methods hitherto used for the treatment of these functior^^^ * 
always set out from the principle which consists in taking for definitic::^ ^■^ 
an expression of the function, its value being thus given for eacli val«^ 
of its argument. Our researches have showed that, in consequence 
the general character of a complex variable, one part of the elemen 
of determination are, in a definition of this nature, a consequence 
the remaining part, and, indeed, the totality of these elements is hei 
reduced to those necessary to the determination. 

"That essen tially simplifies the treatment of the question. Thu -^ ' 

to prove, for example, the equality of two expressions of the sani^ ^ 
function one had, formerly, to transform the one into the other, thn^" 




is to say show that they both coincided for every value of the va: 
able; now it suffices to show that they coincide in a much more r 
stricted domain. 

"A theory of these functions, based on the principles introduce 
here, would establish the configuration of the function (that is to say^ 
its value for every value of its argument), independently of a metho 
for deteimining the function by means of Operations on magnitudes 
one would attain to the general definition of a function of a comple 
variable by adding only the characteristics necessary to determine th 
particular function; and then only would one pass from this theorjr*^ 
to the study of the diflferent expressions of which the function i^ 
susceptible. 

"The individual character of a class of functions which are ex — 
pressed in a like manner by the help of Operations on magnitudes^ 
presents itself then for these functions under the form of conditionEi^ 
relative to the bouudary and to the discontinuities. For example, iC 
the domain of variability of the magnitude z Covers simply or multiply" 
the whole indefinite plane A, and if the fuuction has discontinuities 

1) See Brill and Noether, op. cit,, pp. 266—265; W. F. Osj^ood, EncylU 
der math. Wiss., II. B 1, pp. 53—76. 

2) Op. elf., § 20. 
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only in isolated points, and in these points only infinities of finite orders 

(fbr z infinite this magnitnde itself, for / finite the magnitude __ , 

'being considered as an infinity of the first order)^ then the function 
is necessarily an algebraic function and, reciprocally, every algebraic 
frinction satisfies these conditions. 

"We will not enter here upon the development of this theory 
iw-liich, by what we have remarked, is destined to throw light on 
simple laws of dependenee mied by Operations on magnitudes; in 
£act, we will leave on one side the study of the expression of a 
frmction. 

"For the same reason, we will not employ ourselves here in 
establishing the possibility of applying our theorems when they are 
taken as principles of a general theory of these laws of dependenee; 
it would then be necessary to show that the coneeption of function 
of a complex variable which we here take as starting-point coincides 
completely with the idea of a dependenee expressible by Operations 
on magnitudes/' To this Riemann added the note: ''By dependenee 
expressible by Operations on magnitudes, we understand eyery depen- 
^^ence govemed by a finite or infinite number of the four simplest 
Operations of calculation, addition and subtraction, multiplication and 
Division. The expression Operations on magnitudes (in Opposition to 
Operations on numbers indicates that in such Operations the commen- 
^^rability of the magnitudes plays no part".^) 

In 1854, Riemann presented to the philosophical faculty, for his 
^Habilitation at the üniversity of Göttingen, a werk*) on the represen- 
^oility of a function (of a real variable) by a trigonometric series, 
^*Hich started from the general problem of which Dirichlet ouly solved 
^ particular case: If a function is developable in a trigonometric series, 
^hat results on the Variation of the value of the function (that is to 
^^y, what is the most general way in which it can become discontin- 
^^Us and have maxima and minima) when the argument varies con- 
^^Uously? This question was not completely answered, and, perhaps 

1) Weierstrass first showed that this ** dependenee " embraces a wider 
^asa Qf functions than the class of analytic functions (which are Kiemann 's 
'^öctions of a complex variable" (*'Zur Funktionentheorie", Berl. Ber., 1880, 

^^«. Werkey Bd. 2., pp. 201 sqq.); and Weierstrass' theory of analytic functions 

'^^ also shown that Biemann's elements of determination are far from being 

^^ necessary (cf. Jourdain, Journ. f. Math. 128, 1905, 171—173, 177, 195—1%). 

2) "Über die Darstellbarkeit einer Funktion durch trigonometrische Reilien", 
^«- Werkt, 2. Aufl., 1892, pp. 266 sqq., Oeuvr., pp. 225—279. 
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in consequence of this, the work was not published in Riemann's life- 
time; but fortunately that part of it which concems us more particularl^, 
and which seems more than to fill the place of Dirichlet's contemplated 
revision of the principles of the infinitesimal calculns, has the finality 
obtained by the giving of the necessary and sufficient conditions for 
the integrability of a fanction f (x), which was a necessary preliminakxy 
to Riemann's investigation. 

The problem of finding these conditions was thus stated: Leb ö 
and h be two finite real numbers, and take between a and b a seri^s^ 
of values x^, ^2; * ' ' ; ^n-i arranged in order of magnitnde, from a 
6, and call x^ — a^ X2 — x^^ • - - , b — x^_^ respectively d^, dj, • • •, 
let £,. be a positive number smaller than unity; then the value of the s 

S == dj(a + f/i) + d,f{x, + a,d,) + •■■ dj(x,_, + «.«,) 

depends on the choice of the intervals d and the fractions s. If it 
the property of approaching indefinitely a fixed limit Ä when all b 
d's tend towards zero, in whatever manner the d's and «'s may h&. 
been chosen, this limit is called tJie value of the definite inteffrai 







f{x)dx. 



Let Dy be the greatest oscillation of f{x), i. e. the difference between i 
greatest and least values^) in the interval x^^i' - - x^] then the s 

d, A + *,A + ■ • • + KDn 

must become infinitely small with the quantities d. Sappose th»^ 
the greatest value that this sum can take, when all the S'b are smaUeT 
than dy is ^; ^ will be a function of d, diminishing and becoming in- 
finitely small with d. If this be so, the sum (5) of the intervals for 
which the oscillations are greater than a quantity 6 can also be made 
infinitely small by a suitable choice of dy and reciprocally. ') Hence 
the necessary and sufficient conditions that S converges, when the i'% 
tend to zero, are that f{x) remains finite') and that the sum of the 

1) [Rather, the diflference between the upper and lower limite, which f {x) 
need not take.] 

2) Riemann completed his proof of the sufficiency (op. et*., § V.) in a sub- 
eequent note (2) by considering two different methods of division and superposing 
them, in the manner already used by Cauchy („R^sumä des le9on8 le^on 21). 

3) More precisely, f{x) must remain between finite liinits; since a fimctioD 
which is finite at every point in an interval need not have a finite (upper or 

lower) limit in that interval (for example, /*(a;) = — when rc^O, /'(0) = 0). 

Riemann also considered the exteneion of the integral- definition to thoie 
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intervals for which the oscillations are greater than 6 (however small 
the positive 6 maj be) cau be made infinitely small bj a suitable 
choice of rf.^) 

Riemann constructed an integrable function which becomes dis- 
continaous an infinity of times between any two limits^ as close together 
as wished, of the independent variable; in the following manner: If, 
where a; is a real variable, {x) denotes the (positive or negative) ex- 
cess of X over the nearest integer, or zero of x is mid-way between 
two integers, {x) is a one-valued function of x^) with disconti- 
nuities at the points a: =■ n + |, where n is an integer (positive, nega- 
tive, or zero), and with j and — ^ for upper and lower limit respec- 
tively. Fnrther, {vx), where v is an integer, is discontinnous at the 

points vx '^ n + \ or x ^ — n -{- 1). Conseqnently, the series 
(4) f(.^)-^%f, 

where the factor -, is added to ensure convergence for all values of 
X, may be supposed to be discontinnous for all values of x of the 
form X ^ ~-, where p is an odd integer, relatively prime to n, That 

this is the case may be seen by direct calculation: if a; = ^ , 

/•(^ + 0)=/-(^)-2l.(l+9+25 + --)=/"(^)-lfI.' 

/•(:r-0)»/-(^) + 2^,(l + 4 + ^ + . ..)=/•(*) + j^.; 

cases in Which the integrand becomes infinite (aneigentliche Integrale), according 
to the general definition of Cauchy for such cases. But on the particular con- 
ception of the „principal value" Biemann remarked that its arbitrariness woold 
alone prevent it from being generally accepted (op. city § 4.). 

1) On the development of the con ception of the definite integral with 
Hankel, Harnack, Volterra, Dini, du Bois-Beymond, Smith, Darbonz, 
Jordan, Ascoli, de la Vall^e Poussin, Holder, and Lebesgue, see 
Schoenflies („Die Entwicklung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten^^ 
Leipzig, 1900 pp. 177—217, 87—97, 101—102), Nr. 4 and 5 below, and Lebesgue 
{op. cit), 

2) Lideed, (nx) can be represented by the trigonometrical series 



00 



/ N 1 ^T»/ ^.y—i9m2vnxn 



»•^l 



(ü. Dini, „Grundlagen fOr eine Theorie der Funktionen einer veränderlichen reellen 
Größe", deutsch bearb. von J. Lüroth und A. Schepp, Leipzig, 1892, p. 201). 
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while, for all other values of x, 

fix + 0) = fix) , fix - 0) - fix) . 

Howeyer, the number of oscillations which are greater than a 
giyen quantity 6 is always finite^ and hence^ because, on both sides 
of every x, there are limiting values f(x + 0) nud f{x — 0), f{x) is 
integrable. ^) 

Riemann^) showed, by an example, that there are integrable 
functions which cannot be represented by a Fonrier's serieS; since thi» 
series does not converge^ and then proceeded to give some fanctions which. 
are not integrable and yet which are such that the series 



» 



^"^ W + y^aysmyx + 6v cos vir), 

which determines a function f{x) for these values (only) of x whicb^ 
make the series converge, converges for an infinity of values of ar= 
taken between two limits as near together as wished.') Thus, th^ 
function represented by the series 

exists for every rational x, and is represented by the trigonometricaL 
series 

, ^[-(-1)"] 

where we must put in the place of 6 all the divisors of v, but does 
not reraain between finite limits in any interval, however small, and 
is not, consequently, integrable. 

We get other examples of the sanie class by putting for Cq, Cj, c^, . . . 
in the series 



QC 



^ Cy COS v^x , ^ Cv sin v^x , 

»■=0 r = l 



1) On tbe methods of the ^'condensation of singularitiee'^ which arose out 
of this example, see Dini, op. cit.y pp. 167—204, and § 4 and the end of § 8 below. 

2) Op. cU., §XIU. 

3) It is to be noticed that Riemann was the first to consider fanctions 
defined for an argument-aggregate which is not a continuum (of real or complex 
nnmbers). 
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positive quantities always decreasing and becoming infinitely small, but 
for which " 

becomes infinitely great. .For if the ratio of o; to 2^ is rational, 
and has (in its lowest terms) m for denominator^ these series are 
evidently convergent or divergent, according as 

m — 1 m — 1 

^eosv^Xf ^siny^a? 

are zero or different from zero. Both cases present themselves, by a 
well-known theorem on the division of the circle^), for an infinity 
of values of x between two limits as close together as wished. 

Ä trigonometric series may also converge an infinity of times in 
an interyal^ as smaU as wished without its terms becoming infinitely 

small with — for every value of x. For example, the series 



'■MJ 

(5) ^sin(i/!)a;;r 



»=i 



converges, not only for every rational value of x, since it is then 
limited, but also for an infinite number of irrational values, of which 

the simplest are sin 1, cos 1, — , and their multiples, the odd multiples 

c 

of €, and so on.*) 

The study of the method used by Riemann in forming the func- 
tion (4), in which the singularities of the single terms of the infinite 
series are, so to speak, ,,condensed'' on the argument - domain of the 
sum led to HankeVs (1870) method of ^'condensation of singularities'', 
which is fully treated below (§ 4); while H. A. Schwarz gave in 
1873') an example, formed more closely after Riemann's pattem, of 
a monotonous, continuous function which is not differentiable for an 
infinity of e's in any interval, and a more general study of such functions 
was made by Darboux. 

Also Riemann^s remark on the series (5) led^) to the consideration 
of series of the forms 

> Cr • sin (v! 3t x) , ^Cy • cos (v! 7t x) , 



y^^ l/y • Olli \^W,njUJ y y^ 



1) Gauß, f^Disquisitiones arithmeticae" (Werke, Bd. 1), art. 356. 

2) Cf. the note (9) (of Dedekind) to Riemann's paper. 

3) Gt8. JL6Ä., Bd. 2, p.269. 

4) Pringsheim, Encykl der math. Wiss., IL A. 1, pp. 38—39. 
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and tbe more general 

^^c, - sin m,.x, ^c, ■ coam,x, 

where m, and — — are integera greater than 1, which mav represent 
fiontinaouB functioiis which have a deänite derirate at no point.'i 



Hankel'a Work on the Th&oTj of Funotiona of a Beal Variable 
and itB motives. 
Riemann, as we liave Reeii, had studied not «nly the theory of 
"functions of a complex variable," — that is to say, thoae fonctiona 
of a Mmplex variable (2) for which a. derivative erists at every 
point of the j-domain under considenition independent of ds, — 
but aleo tbe general theory of functions, in wbioh, however, tie 
variable was restricted to be real. Tbe geueral theory of fiiuctions in 
Diricblet's sense does not suffice for oll the needs of analysia, siuce 
there is no necessary connexion between the values of the function at 
different points, aud thue no "common properties" (such as the existenc« 
of differential (juotients at all points, except perhapa at ieolated ou«s); 
and also there only appears by the introductJon of tbe complex vahabl« 
and the limitation of tbe fimctioii-coucept as GEemplitied in tbe worka 
of Cauchy nnd Riemann a general criterion which permits us to 
decide whetber avy*) two expresaiona which have a nieaning ouiy in 
two intervals which exclude one another') are to be regarded as parts 
of one function and not as "currae mixtae". 



1) Riemann is «aid to have ODUDUuced the exiatenco of such contiuuou* 
fatictioDB, but the firat pablished etampie ia duelo WeieratFBBa(BeePart. Zbelowl. 
Darboui. in who«c memoir of 1876 („Memoire nai Ibb foQ<:tioD8 dtacoatiiine*". 
Ann. dt V^f^. norm. {2), t. IV, |gT5. pp. 67— 112) Weiersttaas was tKVfr metitioned. 
gave the esample 



(of. Dini, öp. eil., pp. 905— 289) 

2) That is to nay, the expresBions need not 



to appeai evidenti; aa the tarn 
exiats si two series coorer^ng i 

3) For exam|)le, two aerie: 
when |3:|>i. 



.pable ol' Biuoniation » 
fiiDctioD in tbe diffeient iDterrala t,aa — 
the domaina |xl<l aud | x | > 1 J. 
the one converging wlien | .c K 1, 



I 



The Devalopment of the Theory of Tranatinite Numbers. 2"1 

Now. it was Hermann Hankel's object to sbow Iiow the iieeds of 
matheinntics coiupel us to go beyond Dirichlet's coni;ept, to introduce 
the complex variable, aud öhliIIt to reath that concept from which 
Riemana started in bis iuaugural üisaertation. For this purpose 
Hankel began hie "Untersuchungen fli)e!' die uiiendlich oft oscillirenden 
und unstetigen Functionen; ein Beitrag zur Feststellung dea Begriifes 
der Function Überhaupt" of 1870'J by a tborough esamination of the 
variovis possibilities contained in Dirichlet's function-concept. But 
further, in Riemann's example appeared au analtftrcal exprPSS'OH — 
and therefore a 'funetion' also in Euler's senae — wbich, on account 
of its maiiifold aingularities, allowed of no auch general propertiee 
as Riemann's 'fiinotione of a complex variable', and Kunkel gave 
a method, Trhose principles were suggested by this example, of forraing 
analytical expressioua with singularities at every rational point, and 
was tboH led to atnte, with some reserve, that every 'fiinction' in 
Dirichlet's aense is also a 'funetion' in Euler's sense. 

In the introduction of HankeTs menioir, the deveiopment of the 
oonception of a funetion was traced from the introduction, byDeacartes, 
'>f the idea of varlabilitt/, through the first esplicit formulation of the 
Concept by Leibniz and Johann Beruoulli, through the uae of this 
fonoept by Euler aa the atartiug-point for analysis'), through the 
death-biow given to Euler's concept giveii by Fourier's diacovery 
thut alao fnnctions foUowing differeut lawa in difi'ereut intervala could 
"ö represented by periodic seriee, to the formulation, to which Dirich- 

1) Gratulatioueprogramm der Tübiiiger Uaiveraität vom S. März li^TO (Eiu- 
'*''tingsprogrftmni zum GL-burtsfeBte des Könige); repriuted in the Math. Ann., 
** (18B2),63— IIS. Hanbel's article"Greni;e" (Eratb and Gruber's "Allgemeine 
KöcyclQpäJie," 1. Section, Teil XC, |ip. IHö— 211. Leipzig, 18711 alao mentions 
'••ese inveetigatioDä, and, whdt is particularly interestiiig, givea u» (p. äOS) in- 
"*Tiifttion whicb leada us to place the discoTerj of tbe principle of condenaatiou 
"/'w- liig claBsification of fnnctionii (vp-hereas theae aro reapectivelj § * and g 7 of 
"* "l'otersuehiingen"). 

tj Here Hankel remarked that the general propertjea remarked in algcbcaic 
"•<itionB (their special continoitj, tbeir singularities, tbeir special nianiier of bts- 
"*ttiUig discontinuoos or infinite) were trensferred withoiit aoruple to all functions; 
J**^«, curveB contained in one eqBatiou were called ''curvae continnae", and 
* "cnrrae diaccntinuae Ben miitue aeu irregalares ", were Bupposed to be in ng 
*y analytically tepresentable; and wben the Ordinate of such a curve was intrn- 
""^ed^ in the problem of vibrating cotda, as an arbitrarj "funetion" of ita ali- 
,'^'"'», this wfttt leaving tbe original fonction- concept. This bappened also wben. 
"* detetmining the logarithmas of negativa nunibera, the attempt was inade to 
■^■^ntinue a funetion of a real variable Thuji, even at tbe beginning of the I9tb 
^esiury the fundamental eoncept of funetion was atill indeterminate. 
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let was thus led, of the generai function-concept, independent of 
prerequisite of analytical representation. 

ADirichlet's function has no generai properties, and so allrelatio 
of fanction-yalnes for different values of the argument are exdud 
It was thus necessary to go beyond Dirichlet's concept; a step taki 
first by Cauchy. However, Riemann laid the foundations anew 
attaining, from Dirichlet's concept^ to that of a (monogenic) foncti 
of a complex variable, ^and so again gave that empty definition a con 
which approximated to that of the older concept'^ 





Considering a real, one-valued, function f(x) of a real variabl 
defined for an interyal (say a ^x ^ß), it is cUscantinuous at x 
{a <ia <C ß) when the positive e can not be chosen so small t"^ ^^^ 
f(a + ä) — f(a) I < ö, where <y is a predetermined arbitrarily small posit:;. i^ ^e 
magnitude^ and d is only subject to the restriction that | d | < £. M^ ^>ir 
f(a + s) may, with decreasing £, approach a limit different from /"<'^, 
as Fourier's series at the points of discontinuity. li, then, the posi'fciTe 
€ can be so small that for < d < £, 

\f{a + s)^f{a + d)\<6, 

f{x) need not be continuous at a; = a, and is merely continuons ** in 
the immediate neighbourhood of the point x = a (on the right-lB.^kZid 
side)"; but not inversely. Further f(x) can be continuous at e^^r^ry 
point a; = a + £ approaching x ^ a arbitrarily closely without beixig 
so at X ^ Uj only in its immediate neighbourhood. For e 



a 



fix) - sin ^, f{a) - 

is continuous "up to the immediate neighbourhood of x — a^y but rmot 
at x «= a, nor in its immediate neighbourhood; for € can never be tak:-^** 
so small that, for every Ö{0 <#<£), 

I I 1 1 1 

f{a + £) — /"(a + *) I = i sin - — sin ^ I < <r, 



since this difference continually fluctuates between + 1 &iid — 1. 
versely, as an example below will show, f{x) can be continuoQi ^- 
X ^ a and in its immediate neighbourhood, without being so up 
its immediate neighbourhood. 

The values f(a + 0) and f(a - 0) (if they exist, and differ fror 
f(a) and from one another) are the "leap- values", or such values ^ 
the right or left if (respectively) 

f(a + ii)^ f{a) or f{a + 0) - f{a). 






-fti^ 
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If f{a + 0) =/*(» — 0) but is not äqual to f{a)j the discontinuity is 
"removable" (Riemann). 

A function continuous at eyery point of a finite interval may 
either have a finite nimiber of oscUlations (i. e., the pieces of the 
function between a maximnm and a minimnm), or an infinite number 
of 'infinitely small amplitude' in the immediate neighbourhood of a 
point; for example, the function 

fix) = x sin i (a; ^ 0), /-(O) = 

is continuous at x =^0y but always oscillates as x approaches this 
value. However, a continuous function can have in no arbitrarily small 
interval oscillations whose amplitude is greater than a certain positive 
<y; for, if for the point a: = a no interval exists in which, for 

all £'s, 

f{a + B)-f{a)\<d, 



Ö being arbitrarily small, but always oscillates about the amplitude 
greater than <y, f{x) is not continuous at x — a. 

A function f(x) is calied discontinuous at the point x = a when, 
among the values of f{a + d) — /*(«), when | d | < £, there are always 
some numerically > a certain finite positive 6, however small e is. 
Then we say: f{x) makes at a; = a leaps {Sprünge)^ which > e. Also 
the fluduation {Schwankung, Riemann) of f{x) in a certain interval is 
the difference of its greatest and least values in that interval. The 
fluctuation of a function inside an interval containing the point x = a 
at which f(x) makes leaps > <? is thus > 6. If the leaps are < 6, 
one can always find a small interval round the point inside which 
the fluctuation <2ö. 

Functions which are discontinuous, at infinitely many points of a 
finite line are calied linearly continuous, as opposed to punducU (punk- 
tuelle) discontinuity (at a finite number of points). Either, now, the 
number of points at which leaps > 6 occur is infinite, or only tends 
to infinity when 6 decreases without limit; an example of the first 
case is given by the (Dirichlet's) function which is zero for all rational 
x's (O^^r^l), 1 for all irrational points. Let, next, f(x) = l for 
the line (0 • • 1) except at infinitely many intervals of length g*', of 
which the centres are the points x == (\y (i/ = 1, 2, 3, . . . oo); but in 
every such interval f(x) is as described in the former example. The 
total length of the intervals in which fluctuations =» 1 occur every- 
where is 

s = t;+t;' + t;' + 



•2 I f-S I ^ 
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Between two such intervaU lies a line (if, say, 5 < J-) in which Ihe 
fimction is continuous. 

Tliirdly, let f{x) - 1 for all x'b in (0 ■ ■ ■ 1) eicept ai X = QY 
(v — l,- ■ • oo) where f{3:) — 0. There ia nowhere an interval SUed 
wholly with discontiiiuitieB, aud the total length of all interrals 
costaining diBContinnities, is, if t' is the intei-val containing x = (j)', 

S = £ + «* + £» + i^l ' ^H 

which cau be made arbitrarily small with f. ^^^H 

Fourthly, from j: = (t)* to a.-=(,^)* + ' (v = 0, 1,2, ■■ - oo), let f(x) — ^)V 

The leaps are only at the pointa x = (J-)' and amount to (j)*, and th^ 

nnmber of poiiits at wbich the leaps > u only tends to inlinity whei». 

decreases without limit. The totality of the Lntervals in which leap9 

occur cau be made as small aa wished for every ö. 

Thns we art; led to conaider two classes of points, which bave a 

certain property'), on a line: 

(1) The pointa "fäl tlie line" (there is no interval in which no 
point of the aggregat« (Schar) cnnsidered lies); 

(2) They do tu)t fiU it, bnt lie scaüered (sersfrmt) on it (between 
any two points of the line, however near, an interval can be gireo in 
which no poiut of the Aggregate lies). 

In the second case, Hankel concluded that t)ie totalily s of the 
interval in which Ute fluciaatioiis >2ö, can he iahen arbitrarily smaÜ. 
We need only conaider niore closelj the case of the acattered poiutA 
of diacontinuity being infinite in number, Then divide the whole line 
conaidered into intervals of which every one enrrounds one of tbese 
points of diseontinuity with leapa > o, and choose this inten-al so large 
that together the intervals fill the wkole line. Imagiue every iiiteiral 
drawn together to (auf) the nth part, so, however, that the point o) 
diseontinuity is still aurrounded. Then the remaining part of the line 
ia free from leaps > ö; but the aum of tbose intervals in which leaf« , 
> occur, ia the »th part of the wbole line and can thus, by i 
ing n, be made arbitrarily small.') 



1 



1) Here this U; st nbicji lespa ^a occur. 

2) Dini Doticed in 187S the lack of rigour in this proof of Hankal'i Ihal 
every point-wise (punktierti fuoction ia iategntble (iip. eit., p. 341), wbil« Smitb 
("On the integtatioB of discontinaous funetions", Pror. J.ond. MaA. Soc., •, 1676, 
110— lau) haii alread; giveo an eiamplo of »n aggregat« of pointa wbich, althongfa 
intervtla containing no pointa lie iu epery interval, haa a pOBÜive „content" (thfl 
limit of the Bum of tite iutervald containiug poiiitflj, and thiig «howed that a g 



» 
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Iiiversely, if s can be made arbitrarily amall, the points at which 
the teaps > ö cau only occur sparsely (zerstreut). For if these points 
fill the interval h, s conld iiever < h. Analogously, if tlie points of 
leap > e fill a line, no iiiterval in which the fluctuatiou < 6 can be 
found in it; and inversely, if in every interval the fluctuatiou < ff, the 
line is fiUed with points at which there aro leaps > ^a. 

Consequently, linearly discontinuous fuuctions fall into two classra: 
(1) Point- icise discontinuous {jninHiert or punkt- weise unstetig), 
"when the points with leaps > e fill no Hae, however small ff > is. It ia 
necEBsary and suffieient that s can be made arbitrarily small for every 
ff >0; or all such functions are integrable.^) These fonetions are con- 
tinuons at infinitely many points, and iudeed in the immediate neigh- 
liotirbood of every point of discontinuity. Tbey can bave diiferential 
quotienta at their points of continuity. 

I2) TottiUtf discontinuous, when pointa with leaps > o tiU whole 
iiiterrals. It is iieccssary and suffleieut that s has a delinite lower 
Uinit>0; or all auch functions are non- integrable.*) In the first 
exaflipie above, the function is totally discontinuous in all parts of 
Ihe tioe; in the second it is continuous in infinitely many lines. 
Kvcrywbere where a function is totally discontinuous it has also no 
Differential quotient; but such a function may be aiialytically rep- 
resen table. 

To construct functions in the form of convergeut infinite aeries of 
"JActions, of which each has one singulurity, so that the suin-functiou 
iias a siugularity at evrry rational point (Hankel's "priuciple of tbe 
"'üdcnsation of singuliiritie.s"), Haukel started from the real function 
'Cff} of the real variable y, which, for all values of y between -f 1 
^^^ — I, has a definite value lying between + 1 and — l and shows 
*«e normal behaviour of analytic functions" of being developable in 

^"^^ diBcontinooDB function need not be integrable (see, fartber, Priugsheim, 

***- Ci'(., pp. 39—42). 

Acc^rdingl;, Harnack [Math. Ann,, Ift, 1H8S, 316) moiliüed HanlteVs de- 
*Hon and called fix) "punktiert uiiBt«tig" when tlie pointa with leapB > a 
^** a cont«nHea8 ("diacrete") aggregnte. In thie Hense, every such ftx) is, of 
'^***»e, integrable. 

1) Cf. the preceding uote. 

In tlie tbird eiample above, the namlier of pointa with leaps '~>a U already 
^^>>ite for a finite o; in the fouith, the iininber onlj increitsea beyond all limit 
, •* a det'reaaiug indefinitely (as do all linearly aiacontinaons functions which 
'^ Doly a Ünite numbet uf maxima and miniina ou a flnite line). 

3} In tbe tirst example nbove, the function is totally diacüntinuous in all 
^"^ or the line; in the aecuuii, it is contiunous in infinitely many lines. 



ü 
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Tay lor's series except at y = 0; and 9?(0) == 0. The fanction 9 (sin vxx), 
where o: is a rational number is thus singular for some integer v, so 
that Hankel formed the fanction 

where s > 3, to bring about convergence, and then proceeded to prove 
that all the singnlarities of the terms are transferred to f{x). 
To investigate the singnlarities of fix), we have, since 



the equality 






in 



Thus, if A' also denotes a positive proper fraction, 



1=1 

Here m denotes an arbitrarilj large^ s an arbitrarily small number, 
whose increase and decrease can be put in any connexion with one another. 
We will suppose that, however great m is, ms always lies below *^ 
arbitrarily small magnitude. Since, then, ä fortiori, vs is arbitrari^J 
small, the development 

9(sin v[x + £]7t) = g?(sin vxtc) + n£7t cos vxst • g)'(sin v[x + xs]^)? 

where x is a proper fraction, is permissible, if sin vx^ is not ze^^' 
Substituting in the above expression, f(x) is seen to be continnoud ^ 
every irrational point; and also has a definite finite difPerential quoti^^^^ 
at every such point; for 

fix + s) — f(x) ^q>' (sin v[x + xB]n) W 

— = n ^ — ,_ , - - cos vx% + - r ~i • 

When € decreases; if the relation of s and m is determined so tl* . 
6W decreases infiiiitely, but 8 7n'~^ increases infinitely (e. g., 

m 



= 7 1 > ^ > o 1)7 ^lioJi the remainder vanishes so that at ey^^'^ 
irrational :r, /'(.r) has a determinate differential quotient, independ^^^ 



of the decrease of £: 



OD 



f [X) == Jt^ J-i cos VX7C' 



»•=1 



\ 
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In the series which determines f{x + f) — f{x) : 

in 

(p (sin v[x -\- s]n) — 9 (sin vxn) 






the terms for which 1/ = ftr (r an integer), since 9 (sin v- '^j = fp (sin rlSjc) 
= 9(0) = 0, give the series; 

(grefttoBt Integor in — j 

1 "V^qpfcfc sinrft««) 






the sign being positive or negative according as r is even or odd. 

For this we can write, when e decreases and me always remains 
arbitrarily small: 

(pi^riisn) 



ß'^ 



Now the manner in which the singnlarity of (p is transferred to f(x) 
appears; for s can always be taken so large that the first term of 
this series, 

essentiallj determines the singnlarity. 

Then f(x) has no derivates for rational points; and if (p{y) is 
cantinuoiis at J^^^O, f(x) is continuous at aU points, but has no 
differential qnotient at rational points.^) 

Hankel's researches have, then, shown that — Dirichlet's concept 
of fonction having clearly no general properties — even Eni er 's concept 
inclndes fiinctions which are discontinuous, infinite in the most different 
ways, or indeterminate at infinitely many points of a finite interval, 
and thus we cannot assert that such functions have a number of 
common properties, in especial: continuity, diflFerentiability, determinate- 
ness, and developability by Taylor's theorem — Single singnlar points 
excepted. In short, both concepts have not shown themselves to be 
essentially different in so far as we are in a position to represent 
analytically functions "of all possible kinds (this is to be understood 



1) On HankeTs method, see Dini {op. dt., pp. 167 — 188) and Pringsheim 
(of. dt,, pp. 86 — 38). I enter folly into the consideration of the functions which 
Hankel constructed in an edition of Hankers memoir which has been prepared 
by me for '^Ostwald's Klassiker der exakten Wissenschafben". 
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aim grano salis; for it is not yet made oat whether single thini 
casea do not eacape auul^ais)".') 

"ThuB, both concepts are insufficient to form the foimdation 
general theory of funetiona. For the problem of all mathematics 
dertve new relationa ürom givea relationa which refer to a domai 
objects, by applymg the general properties of the concept under w 
all those objects are subaumed. But if euch general propertiea de 
exiat, every transfonnation of the giTen relationa remaiua an ei 
tautology." 

For example; to determine fix) from the functional equation 

/■(^ + ff)-A-«) + «»), 

we get for everj rational x ^^^ 

fU)-xf{\); ^ 

but a tjeneral determination of how f{x) depends on ita argnme 
not posaible. I^ howeyer, f{x) ia auppoaed to be cutitiiiuoits, the 1 
equation holde geiierallj, for tbe fimction-raluee for irrational sc"« "of 
sich stetig ein" between the yalues for rational x, s. 

Again, if 

/■(x) = 1 + * + f-' + ■ • ■ + ^' 4- ■ ■ ■ 

for all j:'8 between and 1, the qaeation: what values hu f(x] 
other x'b? is not to be answered by Dirichlet's concept. Soine ' 
by which, "from a series of characteriaticB, we can conclude the prei 
of others not giyen or observed." 

Thia law, aaid Hankel, maat, if it is to correapond to the i 
of the analyst, be obtained by the general prhiciple of permanai 
formal laws. Here, for functions, algebraic expreseiona, aa obti 
{completely calcolated) by the four elementary Operations are to b 
permanent types. In thia way, we are led to poatulat« that the func 



1) This quotation reall}' certaiaii the gist of HankeTs argument. ] 
atatemeot were correct; of which HsdIk^I aeems to have had little donbt, » 
which ETeo in 1878 Uini (" Fondameuti per la teoria . . .", p. 37; "Gnmdlag« 
(1892), p. 49) asaertcd the poBüibilitj, which ü not, however, to b» auBwered 
perfectl; «ntiefactory wa; in the present atate of ■cieoce''; it wonld foUow nl 
that there is no esaential differanoe between the two concepts. fThat tbwi 
fDndamentolditference; which bringa Eulet's concept closer to that of an "anal 
fuDclion; ta eaail; proved li; ompuing the (tranjiimte) caidtnal munben i 
aggregat«« of tbe daases of functions coDeidered. In thia manner, JoiirdaJn(J 
ffli Hatb., 128, 1906, 17U— ]80j proved that there are functioDa in Diricb 
cODCfiption which are not oapable of analytical tepreseutation.] 
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shoüld be developable by Taylor's theorem. K, now, we consider only 
real variables, the line is dosed by two singular points; but, by intro- 
ducing the complex variable, we can, so to speak, go round these points 
and solve the problem of ^ continuation ^ 

Then, to define that a fdnction w shall be built up from the 
complex variable (x + yi) regarded as a whole, has only a meaning 
for algebraic fiinction; but the property of these that 

,dio dw 

-J =s 

dx dy 

may instead be regarded as ^permanent', and this is Riemann's con- 
cept of a "fanction of a complex variable '^ 

Cantor^), in a review of HankePs memoir (1871), remarked that 
HankeFs proof that his fiinctions are continuons and have a derivate 
at all irrational points seems incorrect. For the conditions imposed 
on £ constrain it to snch a degree of smallness that b m*~^ does not 
increase ad infinitum, "Thus the fiinction f(x) would be still more 
singular tiian the anthor says, and the question arises as to which 
irrationalities x the existence of the differential quotient is limited by it. 
So also the further development connected with this section can only 
be accepted with foresight/' This criticism, however, does not appear 
to be valid. 

On recurring to the subject in 1882*), Cantor might be taken to 
have stated that, in this review, he had pointed ont that HankeFs 
principle has three faults: firstly, each singularity is brought about by 
an infinite number of terms of the series so that the possibility of a 
compensation enters ^); secondly, the oscillations introduced by the use 
of the sine have no connexion with the problem and needlessly com- 
plicate the coorse of the fiinction; thirdly, the aggregate of singular 
points, being restricted to the aggregate of the rational points, is not 
sufficiently arbitrary. 



1) Literarisches Zentralblatt, 18. Febr. 1871, pp. 150—161. The review is un- 
signed, bat Cantor (Math. Ann. 19 ^ 1882, 589), at the beginning of an article 
communicating the Weierstrass- Cantor principle, referred to it as his own. 
It may be remarked that in this review Cantor describes Hanke Fe object 
wrongly in saying that it is to establish Riemann^s fonction-concept between the 
too wide concept of Dirichlet and the too narrow (sie) one of Euler. Further 
HankeFs Classification is mentioned, but no objection madc. 

2) Math, Ann. 19, 588 sqq. 

3) This was shown to be actually possible by Ph. Gilbert (Brt$xeUes mem. 
amronn^es, 1878), 
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Is has seemed proper to remark that the statement in question 
was not made by Cautor^ nor does the statement appear to be trae. 
This is pointed out here at some length, both becaase Gantor has 
sometimes been misonderstood^)^ and because every indicatiqn that can 
be found of Cantor's work is of importance in our present subjeci 



5. 

The Problems of trigonometrio series arising trom Biemann^s 
work; Heine, Cantor, Asooli, du Bois-Beymond, Harnack, 

and Holder. 

The first important step made^ after Riemann^ in the new 
period of development of the theory of trigonometric series inangurated 
by Riemann resnlted from Weierstrass' discovery*) of the conception 
of uniform convergence^ and that the integral of a sum can only be 
equated to the sum of the integrals of the terms withont forther 
examination when the series is uniformly conyergent. In consequence 
of this^ as Heine') remarked^ Riemann's proof of the uniqneness of 
the representation of a function by a trigonometric series , which de- 
pended on this term-by-term integration, failed. Heine thereupon 
gave a proof for those functions which satisfy Dirichlet's conditions^ 
using the simplified proof of Dirichlet's theorem which resnits when 
the "second theorem of the mean value'' of Dirichlet's integral iß 
used.^) But the more general problems, to establish the uniqneness of 
any trigonometrical development^ and to show under what conditions 
a trigonometrical series is a Fourier's series^ that is to say, whose 
coefficients are of the (Fouricr's) integral form^ led back, in the works 
of Georg Cantor^), Ascoli^) and Paul du Bois-Reymond') to 



1) E. g., by Pringsheim (op. cit, p. 87). 

2) Weierstrass had made this discovery by 1841, but did not then pnbliflh 
it (see Pringsheim, op. cit, p. 36). The conception was fonnd (and published) 
independently by Stokes and Seidel in 1847 (see Reiff, op. cit.). 

8) "Über trigonometrische Reihen", Joum. für Math., Bd. LXXI (1870), 
pp. 368 sqq.; "Handbuch der Kugelfunktionen" (2*« Aufl., BerUn 1878), Teil i 
pp. 57 sqq. 

4) The theorem in question was discovered, and its use in the theoiy of 
trigonometric series shown, by Bonnet ("Remarques sur quelques integrales 
däfinies", Jot^m. de Math., t. 14, 249), and later, independently, by P. du Boii- 
Reymond. 

6) Cantor's memoirs {Math. Ann., 4, 5) are fülly treated in Part. S below. 

6) ÄtH ddla Äccad. dei Lincei (8), t. II, p. 584; Math. Ann., 6. 

7) Äbh. d. bayer, Akad., 2. GL, Bd. XII, Abth. I. 1876. 
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Riemann's investigation. Riemann's theorem in the eighth article of 
his memoir has remained, unaltered, the foundation for the theory of 
trigonometric series, and his thirteenth article led the way to the 
finding of limits of representability, which du Bois-Reymond^) first 
showed to exist even for continuotis fonctions.*) 

For the further development of the theory of trigonometric series, 
the memoirs of Harnack') and Holder*), which generalise the resulte 
of Cantor and du Bois-Reymond, respectively, are of importance. 
We shall have occasion later to consider more particularly that part 
of Harnack's writings which is concemed with the point-aggregates 
studied by him, but otherwise the theory of trigonometric series does 
not seem, after 1871, to have contributed to the development of the 
theory of infinite point-aggregates. 

Before considering more closely the work of Cantor on trigono- 
metric series, which was the occasion for his first publication on the 
theory of aggregates (1871), we must summarise the work of Weier- 
strass, which had an important infiuence on the formation of Cantor's 
conceptions. 



1) Ibid, Abth. ü, and Math. Ann., 10. 

2) See also Schwarz (Ostwald's Klassiker, Nr. IIG, pp. 64—56) and E.W. 
Hobson (Proc. Lond. Math. Soc. (2), vol. 8, 1906, pp. 4S— 61). 

3) " tiher die trigonometrische Reihe und die Darstellung willkürlicher Funk- 
tionen ", Math. Ann., 17 (1880), p. 122—132; "Vereinfachung der Beweise in der 
Theorie der Fourierschen Reihe", ibid., 19 (1882), pp. 236—279, and "Berichti- 
gung" on pp. 624—628. Cf. his "Thdorie de la Sdrie de Fourier", Paris, 1883 
(reprinted from the Buü, des sc. maih. (2), 6, 1882). 

4) MaÜi. Ann., 24 (1884), p. 208. 

On the development of the theory of trigonometric series since Heine, see 
Schoen flies, op. dt, pp. 246 — 260. 
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Über widerstandstreue Umgestaltung elektrischer 
Leitungsnetze (Transflgnration). 

Von Josef Herzog in Budapest und Clarkkce Feldmann in Delft. 

Die Bereclmung der Spannnngs- und Stromverteilung in Leiter- 
gebilden war im Prinzipe schon längst von Gauß, Kirchhoff, Mai- 
well n. A. gegeben worden, als die Elektrotechniker durch die 
unter irdischen Leitungen für große Stadtaulagen das Bedürfnis fühlten, 
auf einfachste Weise in diese Probleme einzudringen. Es zeigte sich, 
daß mit jenen allgemeinen Erkenntnissen den speziellen technischen 
Anforderungen nicht ohne weiteres gedient war. Der Fall lag ühnlich 
wie in der Mechanik, wo der d'AIembertsche Satz zwar eine all- 
gemeine Regel för daa Gleichgewicht von Kräften bot, doch dem 
Ingenieur zum Verständnis und zur Anwendung immer nur die einfachen 
Hebelgesetze nötig sind. 

1. Der Komponentensatz. — Es sei, Fig. 1, AB ein Leiter eine-s 
Netzes, an dessen Endknoten die Spannungen V^ und F^ herrschen, 
und in welchem bei C unter 
\ der Spannung V eine Strom- 

entnahme J stattfindet. Wir 
setzen Gleichstrom oder bei 
Wechselstrom nicht induk- 
tive Widerstände und Ström- 
en tnahmeu för die Praxis 
Fig 1. voraus. Der Widerstand des 

ganzen Leiters Aß sei r und 
seiner Teile r^ und r,, deren Ströme t, und ij zufolge der Kontinuität 
in der Strömung in Summe der Ahnahme in C gleich sein müssen: 
J '=*i-\-if Für die Spannung V dieses Mittelknotens gilt; V =^V^ 

- »in = yy- 

ströme: 



t,r,. Aus diesen Bedingungen ergeben sich die Leiter- 



(1) 



-jH-^-^, 



-J' 



welcbe ü 



Das Vorderglied dieser Ausdrucke bedeutet jene Stromstärken, welcbe 
in den Teilen r, und r, bei gleicbhohen Endspannungen K, — K, auf- 
treten würden. A und Ji können dann als zusammenfallend gedacht 
werden (Fig. 2) wobei der resultierende Widerstand R die Teile r^ und r, 
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r 



( 



Fig. 8. 



nach ö = — I — ersetzen kann. Das zweite Glied stellt hingegen den- 
jenigen Strom {q vor, der ohne Stromentnahme bei C, also ef = 0, auf- 
treten würde. Diesen kann man als Leerlaufstrom bezeichnen. Fassen 

wir J— und J'-- als Kom- 
r r 

ponentenströme von J auf 
(gleichwie bei parallelen 
Kräften), so können wir diese 
als in ^ und ^ wirkend an- 
sehen, ohne außerhalb des Fig. 2. 
Leiters AB im Netze eine Zu- 

Standsänderung herbeizuführen. Wenn wir J (Fig. 3) in diese Komponenten 
spalten, so können wir sogar den Knoten C zerschneiden. Ergibt die 
Eechnung einen der beiden Teilströme negativ, so bedeutet dies, daß im 
Knoten diese physikalische Trennung 
nicht möglich ist. Von Ä nach B 
wird Energie übertragen und ein Teil 
davon in C abgegeben, während in 
dem wahren Schnittknoten von A 
und von B nach C die Ströme führen. 

Die Komponentenströme lassen sich noch anders ausdrücken. Denn 

€8 ist i^^ J — =^ J — -^ — ^ ^ f ~1_ * T~~ ^ ^ ~ y ^^ °^^^ Bezug auf 
!Fig. 2 die Gleichheit des Strommomentes J - R mit dem i^ - r^, ganz 
^e in der Mechanik der parallelen Kiäft;e, erkennen läßt. 

Die Gleichung (1) weist durch ihren linearen Charakter darauf 
liin, daß die Strom- und Spannungs Verteilung aus zwei Einzelbildern 
zusammensetzbar ist Einmal ohne Stromabnahme und ungleiche 
Spannungen, dann mit Abnahmen und gleichen Knotenspannungen. 
Dieses wichtige Prinzip der Auf- 
einanderlagerung oder Super- 
position rührt von Smaasen, 
Helmholtz u. a. her. Seine klare 
Erkenntnis eröffnet eine tiefe Ein- 
sicht in die Netzprobleme. 

Vorstehende Sätze sollen an 
zwei Beispielen erläutert werden. ^ '' Ifes 

Ein Netzleiter AB (Fig. 4) hat drei Fig. 4. 

Stromabnahmen von 15, 20 und 30 

Ampere; diese sollen auf die Endknoten versetzt werden. Die Abnahme 
von 16 gibt in ^ die Komponente 15 0^^8 + 0^02^6 + ^ = 11,7; in 5 




0,otti 



0,02 0,03 



^15 W 



0,QZ5 0,016 

¥^ ^ 



ho 




384 



15 - 11,7 = 3,3. Die Abnalime 20 zerlegt sich in 20^--°^gpi^ = 9 
und in 20 — 9 «=11; ebenso die drittn Abnalime 30 in ö,274 und 
24,726. Daher in A die Summe 11,7 -(- 9 + 5,274 = 25,974 und in S 
3,3 + 11 + 24J26 = 39,026 Ampere. 

Man kann auch den resuUiereuden (im Schwerpunkte wirkenden) 
Strom von 65 Ampere in seine Komponenten zerlegen. Ea ist das 
Strommoment 65.p=]5.n,02 + 20.(0,02+0,0.^) + 30-(0,n2+0,03+0,025); 
woraus sich 9 ^ i, = Ü,0546 Ohm und die Komponenten der Resul- 
tierenden Jb — 65 ■ ^gj- " 39; Ja = 26 berechnen. 

Als zweitos Beispiel diene eine geschlossene Leitung, Fig. ö, die 
bei A 390 Ampere empfängt und in drei Knoten l, 2 und 3 abgibt. 
Nehmen wir an, im Knoten 1 wure die richtige (physikalische) Schnitt- 
stelle. Die diesem Knoten entsprechende Gleichung ist alsdann: 
«I ■ 0,003 - (130 - j:i)[0,002 + 0,004 4- 0,004] + 110[0,002 + 0,004] 

+ 150 • 0,002, woraus sich x^ - 173,84 und 130 - x, 43,84 Am-. 

peie ergibt. 

Damit hat man bereits die richtigen Werte, sowie die Richtung 
der Ströme gefunden. Da nämlich der Strom 2, positiv ist, fließt er 
in der angenommenen und durch den Pfeil angedeuteten Richtung 
nach 1 zu, und da der Strom (130 — a:,} sich negativ ergibt, fließt er 



—& s^ 





entgegengesetzt der angenommenen Pfeil richtung, also von 1 weg. In 
der Teilstrecke Ai fließt also ein Strom von 173,H4 Ampere bis eur 
Abzweigstolle I, welche 130 Ampere abnimmt; in der Strecke 12 fließen 
173,84—13(1 = 43,84 Ampere in der Richtung gegen 2 weiter, in 
welchem Knoten 110 abgeführt werden. Es müssen sich also hier die 
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von der einen Seite zuströmenden 43,84 Ampere mit 66,16 von der 
anderen Seite zu 110 erganzen. Zwischen 2 und 3 herrscht also ein 
Strom 66,16 mit der Rich- 
tung gegen 2. Man sieht, 
daß dies die Schnittstelle ist 
(Fig. 6). Diese Schnittmethode, 
geschlossene Netze durch be- 
liebige Schnitte in Knoten in 
offene Leitungen zu verwandeln 
und für diese die Strom- 
gleichungen au£z;ustellen, hat 
in der Praxis vielfache Ver- 
-wendung gefunden. 

Dieser Eomponentensatz 
l)leibt für Knoten mit mehr 
sls zwei Schenkeln erhalten. 

]Fig. 7 erklärt die nachfolgend gewählte Bezeichnung. Die Einzel- 
ströme, welche dem n-schenkligen Knoten mit der Abnahme J in den 
Iieitern r^ . . . r„ zufließen, sind 

* ' n 

deren Summe J gilt also 

fN) j-= /,+*, + . .. + f,= .^' + ^' + ...+ ^«- r.(;^ + \-+-+''-} 

Der Klammerausdruck bedeutet ^,» die Leitfähigkeit der parallel- 

^eschalteten Schenkelwiderstäiide. Aus der letzteren Gleichung findet sich 
«die Spannung des Mittelknotens 




Fig. 7. 



»1 = 



K = 



y^ - y 



<:: 



V 

+ _' + ••■ + 






Y y 

^^elcher Wert in ?\ = ^ — eingesetzt, für den Leiterstrom gibt: 



d. h. die zuführenden Ströme bestehen also aus den Leerlaufströmen, 
welche bei e7 = auftreten und nur von den Knotenspannuugen 

^17 y%y ' ' ^n ^^^ ^®^^ Schenkelwiderständen rj, rg, • • • }\ abhängen, 

UM R 

und aus den Komponentenströmen Ja==^J — , J« = e7 — , • • • Jjv = e7- , 

welche von den Knotenspannungen unabhängig sind. Demnach kann 
die Entlastung eines Mittelknotens vorgenommen werden, ohne die 
Spannung in seinen Nachbarknoten Aj ß, . . . zu beeinflussen, ein neuer 
für die Umgestaltung elektrischer Leitungsnetze wichtiger Satz. 
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I und Ci-jLBEiirB Feld kann: 



Bezeichuet man da^ Produtt einer Spanunung V mit der ] 
fähigkeit 1/r als SpaiinungBinonieDtj so läßt sich Gleichung (N) für 
i7'=0 kurz so anssprecben : Das Spannungämoment eiufs unbelasteten 
Mittelknotens auf seine Nachbarknoten ist der Summe der äpaDiinngi- 
momeute dieser letztem auf erstem gleich. 

2. WiilersUindsirew Umbildung eines Dreiedsnelzes. — Ein drei- 
knotiges Ifetzstück mit den Eckspannungen A, B und C Volt und den 
Seitenwiderständen a, b und 
c Ohm soll durch Einitlgung 
eines neuen Knotens von 
der Spannung D mit den 
Schenkelwideratänden k , ß 
und y in einen Stern derart 
umgebildet werden, daß das 
übrige Netz unbeeinäuBt 
hleibt (Fig. 8). Hieraus finden 
sich die Ströme in den Dreieck 
Seiten /„, i^ und i^ unmittelbar. 
Der Eckstrom J^i — ij + i^ 
gibt mit dem Schenkelwider 
: das Spannungsgefälle vom Knoten A nach D. Es ist also: 




Jf^-Uti- 



stand 



aJ. = «■(.; + .;) = . 



fA~B , 



-■D. 



analog für ß und y. Jedem beliebig gewählten Werte D ließen sich 
drei zusiimmeugehörige Schenkel widerstände aßy zuweisen. Um das 
Verständnis zu erleichtern, werde die weitere Entwicklung an Hand 
eines Zahlenbeispiels durchgeführt, dem die in Fig. 8 eingetragenen Zahlen- 
werte eutsprecheu Nehmen wir für D beispielweise die Spannung mit 
80 Volt an, so ergibt sich für c = 1,06; ß = 4,66 und y = 3,3a Ohm. 
Um den inneren Zusammenhang dieser Werte mit den Seiten- 
widerständen aut'Kudecken, fragt es sich, wie der Stem aus dem Dreieck 
organisch entwickelt werden kann. In jeder Seite suchen wir je einen 
Punkt mit der Spannung D auf (hier 80) und ziehen diese D^, D^ 
und 1)^ zu einem einzigen, dem neuen Mittelknoten, zusammen. Die 
drei Seiten tragen also sechs Widerstandsstdcke, welche die merk- 
würdige Eigenschaft besitzen, da& das Produkt je dreier nicht heuatih- 
barter einander gleich ist (bis auf den Zeichenwechsel); außerdem liegen 
diese drei Spann an gsp unkte auf der Niveaulinie 1) — 80 Volt, sofern 
es »ich um die Widerstandsfigur handelt (was dem alten Satze von 
Meneluus und dem reziproken Ceva-Caruotsehen Siilze der Oeometiie 
entspricht). In Fig. !> ist das Niveau Null und jenes von 80 mit den 
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gleichhohen Spannongspnnkten Daj Db und De eingezeichnet^ welche die 
sechs Stücke 2,0, 2,0; 2,25, 6,75 und 15, — 5 ergeben, (Fig. 10). Werden 




Fig. 9. 



nun die in einem Knoten zusammenstoßenden Widerstände durch ihre 
Besoltierende ersetzt, so müssen die Schenkelwiderstände wieder er- 
scheinen. In der Tat gibt: 



• ^ 2,26 



2 



1,06 



für den Kno- 



ten i; ferner 
ftr B und ^ 



— 6^2 3,33 
6,76 ~ 16 4,66 




Flg. 10. 



ftr C, was mit den obigen 
Werten für a, /5 und y über- 
einstimmt. 

Diese Parallelschaltung können wir nach Fig. 11 yomehmen. Sind 
^e Widerstände r' und r" auf den Schenkeln eines Winkels auf- 
getragen, so zählt der aus den Ein- 
heiten gezogene Mittelstrahl A% ihre 
Parallelschaltung. (Wird der Neben- 
^^el berücksichtigt, so findet sich 
ier zweite Wert entsprechend dem 
negatiTen Seitenwiderstand.) 

Es sind demnach bei Aj B^ C 
die Winkel zu halbieren und mit 
der Niveaulinie 80 Volt zum Schnitt zu bringen; durch diese Schnitt- 
punkte 9, 99 und (£ sind nach Fig. 11 die diesem Niveau entsprechenden 
Schenkelwiderstände a, ß und y sofort bestimmt. Für die bevorzugte 
Niveaulinie, welche durch den Mittelpunkt des Inkreises führt, fallen 




Flg. 11. 



jedoch (lieee getrennten Punkte S(, Si, ß zuBammen iind iire Sonder- 
werte a, ß, y sind demnach von der Richtung der Niveaulinie unab- 
hängig, d. h. sie sind auch von den Spannungs werten A, B und 
Belbflt nicht beeinflußt. Um den Hpanuungawert D des Punktes za 
ermitteln, werde der Einlachheit hiilber daa neue Null-Niveau darch. 
liC, Fig. 9, gelegt. Dann verhalten sich die Spannungen A: D=h^:^ 
= ö ■)- 6 + c : a. Hieraus findet sich Z> = - {i, -, und dieser Wert^^ 

Bowie B = C^ Null, in Gleichung (2) eingesetzt, liefert fBr den ge ■ 

suchten Sehenkelwiderstand tt = ~~x.'i, x~ ^"id analog fSr ß und y, 4 h *■ 

der Widerstand eines Schenkels ist gleich dem Produkte der beideiLvrrat 
nachbarlichen Seitenwiderstände durch den Um fangs widerstand Au^ft: ä1 
kürzerem Wege fuhrt der Satz über Punktsummen (oder der Mo — --*>■ 
mentenaatz der Mechanik zum Ziele. Laßt man z. B. die drei Seiten^L^t* 
a, b, c in den Ecken als Maßzahlen (resp. als Gewichte) wirken 
während D den Mittel- (oder Schwer) Punkt bildet, so hat man 

Aa-\-Bb + Cc = I)-{a + l+c), 
woraus sich D findet. In Gleichung {2) substituiert, fuhrt dies i 
derselben Lösung. 

Aus den drei Ausdrücken für a, ß und y rechnen sich diejenigen! 
für a, b und c in Punktion von cc, /3, y heraus; es ergibt sich flir- 

a'^a'^^ — r -. — , = -■. ^■-. — 7 und analog für b' und t'. 

wobei die Leitfähigkeiten, welche mit Strichen bezeichnet wurden, num 
dieselbe Rolle spielen, wie früher die Widerstände. Nach dei 
klärten Momentensatz eines unbelasteten Knotens muB auch Au' -i^ Bß' 
+ Cy' = Ditt' + ß' + y') bestehen. 

Die Wichtigkeit dieser Transformienings-Fonneln, welche von 
Kennelly zur Übertragung der Dreieckschaltung bei Drehstrom in die 
Sternschaltung bestimmt waren, rechtfertigt die Äufiihrung weiterer 



Sollen Netzstücko für dieselben Knoten A, B, C, . . . in bezug auf 
daa übrige Netz ersetzbar sein, so müssen sie gleichen Widerstand von 
jedem Knoten zu einem neuen aufweisen, der durch Zusammenlegen 
der übrigen erzeugt wird. Für den uns jetzt beschäftigenden Fall 
von dreiknotigen Netzstücken heißt dies folgendes: Die Widei-atämit 
vom Knoten A aus zu B und C, als zusammenfallend, müssen für 
beide Netzformen einander gleich sein; ebenso vom Knoten B und C. 
Setzen wir niimlich die Spannung in B und C auf Null und lasser 
nur A wirken, so ergibt sich ein Vertedungsbild. Ebenso ein 
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zweites von B aas, wobei Ä und C Nullspannung haben und des- 
gleichen ein drittes Bild fiir C mit Ä und B gleich Null. Nach 
dem Superpositionsprinzip setzen sich diese Einzelbilder zum Gesamt- 




Fig. 1» 



bild zusammen. Wird also, Fig. 12, J5==C==»Null gesetzt, so ist 
der Widerstand bezüglich des Knotens Ä für die Dreiecksform r> , ', 

^iid für die Stemform cf+ ^'q— ?; welche gleich zu setzen sind: 



Aus 



5' 






^olgt durch Subtraktion S\a - c') = ß'(y - «'); diese Glei- 
Ciliixng führt mit der 3. Gleichung 

S'(c' + a') = ^ V + «') ^^ ' ^^ 

^^i" Beziehung "^ ^^ ^^ 

Sa' = /5>' ^ 

'^ T ^J 



<=^<ler 




«' + ?' + / 

Hätten wir jedoch die Äquivalenz zweier Netzstücke definiert 
^^X'ch die Gleichheit ihrer beziehlichen Widerstände zwischen je zwei 
"^^oten, Ä und J5, Ä und (7, usw., so hätte sich obige Rechnung, 
^^eh Fig. 13^ entsprechend dem folgenden Ansätze wiederholt: 



1 J__ _1_; a + b + c 



S 



fx + ß c{a + b) 



S{a + ß)^ c{a + h), 



direkt zur Formel 



« = 



bc 
a+b + c 



^^brt. 

•Aichiv der Mathematik und Physik. UI. Keihe. X 
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JosxpH Herzog und Glabbmcx Fbloicahv: 



Die auffallende Reziprozitöt zwischen beiden ümwandlimgsfonneh 
ist in den bekannten Eirchho ff sehen Gleichungen begründet Im 
Stern muß die Summe der Ströme, im Dreieck, d. i. in einer Masche^ 
die Summe der Umfangs- oder Seitenspannungen gleich Null sein. 




^ ry 




Fig. 14. 

Dies führt zu reziproken Strom- und Spannungs-Diagrammen, wie si 
in der Geometrie und Graphostatik durch Maxwell, Cremona, Cul-- 
mann u. a. völlig erforscht wurden.^) 

3. Beispiele zur Tramfiguration, — 1. Beispiel. Es sei das i 
Fig. 14 dargestellte Netz mit 3 Speisepunkten I, II, III gleicher oder un 
gleicher Spannung und mit 4 Netzknoten A^ Bj C, D gegeben, i 
welclien die Entnahmen J,, Jg, Jj und Jq erfolgen. 

Entlasten wir den Knoten 
von seiner Last J^ indem wir seine 
Nachbarknoten A^ B und C mit 
den Komponentenströmen 

Ja 




und 



j 0,00077 ^ ^^ 

''^o-ö;öo2~""^'^^^*^o7 

y. y. 0,00077 



070026^ "" ^'^^^ ^'o 

beschweren, wobei der Zahler 
0,00077 den Widerstand der ParaUel- 
schaltung von J[D = 0,002, BD = 0,0025, CD = 0,0025 bedeutet, dem- 

nach^gleich 1 : ^.^ + - ^^ + -A^) = 0,00077 ist. Die in den End- 

1) Die Berechnung elektrischer Leitungsnetze in Theorie und Praxis fod 
Herzog-Feldmann, 2. Aufl. I. Teil, Seite 201. 



e 
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punkten vereinigten Ströme (Fig. 15) mögen heißen: Ji + Ja'^ J*} 
J^ + Js^ J" und eTj + Je = cT". 

Der Stern (0,002, 0,0025, 0,0025) in Fig. 14 wird nun durch das 
Dreieck (0,0065, 0,0065, 0,0081) in Fig. 15 ersetzt, indem seine 



Q .. 0,002 • 0,0026 • 0,0026 AAAßR i. i> x j 

oeiten ^-^ — - — = 0,00o5 usw. berechnet werden. 

0,002 ' 0^0026 

Die parallelen Zweige (0,004, 0,0065), (0,003, 0,0065), (0,004, 
0,0081) werden nun durch die äquivalenten 0,0025, 0,002, 0,0022 und 
das aus diesen neuerdings gebildete Dreieck (0,0025, 0,002, 0,0022) in 
Fig. 15 durch den Stern (0,0007, 0,0008, 0,0006) in Fig. 16 widerstands- 
treu ersetzt. 

Werfen wir den Strom «T auf die Knoten I und P, ebenso J" 
Äuf II und P und «T" anf III und P, so erhalten wir für die Kom- 
ponenten: 

^'- = ^' o.oo6'TJ.ooo7 = 0,123 r, J',=^J'- 0,123 J' = 0,877 J\ 
-^i = ^' o.oo?'?!ooo8 = 0,102 J", J? = J" - 0.102 J" = 0,898 J",. 

'JÄd daher: Je - 0,877 J' + 0,892 J" + 0,91 J"'. 

^^zt vermag man bei gleichen Spannungen diese Speisepunkte I, II, III 
^^^sammenzulegen, wodurch sich der Ersatzleiter der Parallelschaltung 
''^ai (0,005 + 0,0007), (0,007 + 0,0008), (0,006 + 0,0006) zu 0,0022 er- 
S**>t und die in den Leitern IP, IIP und IUP fließenden Ströme resul- 

0.0022 noT r t 0,0022 ^ oö r i r 0,0022 ^qo r 

" ö;öÖ67-0,37Ji., Jp . ^-;^^^^ = 0,29 Jp und J^ . ^^^ = 0,33 J^. 

Die in den Leitern \A, II JB, III C fließenden Ströme sind demnach: 
(0,37 Je + 0,123 J') , (0,29 Je + 0,102 J"), (0,33 J> + 0,09 T"), 

wenn man statt J', J", J"' die Werte 
^' = j-j + 0,385 J"o , .T' - J, + 0,308 J« , J"' = J", + 0,308 J^ , 

ie statt Jp = 0,877^, + 0,898 J, + 0,910 Jj + 0,893 J« substituiert, 
t man für die gesuchten Ströme: 

JiA — 0,447 j; + 0,330 Jj + 0,337 J", + 0,337 J« 
JiiB = 0,254 J, + 0,359 Jj + 0,264 j; + 0,290 Jj 
«'ine ~ «^1 + «^j + «^j + «^ — "lA = JuB 

19* 
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in Abhängigkeit von den veränderlichen Belastungen J^, J^j J^, J,. 
Selbstverständlicli kann man diesen einmaligen Bechnungsgang durch 
vier einzelne, welche der Siiperposition von vier Einzelwirkungen ent- 




i:=o 



sprechen^ ersetzen, wie sich dies ja auch in den linearen Ausdrücke^ 
ausprägt. Sind die Speisepunktspannungen in 1, 11, . . . ungleich groß, st ^ 
muß man nochmals den Stern in ein Dreieck verwandeln. 




2. Beispiel. — Fig. 17 stellt ein Netz mit vier Maschen und sechs 
Knotenpunkten dar. Ersetzen wir nun das Dreieck III, V, VI durch den 
widerstandtreuen Stern CUI, V, VI, dann erhalten wir Fig. 18, welches 
Netz schon nur drei Maschen enthält. Die Schenkelwiderstande des 
Sternes berechnen sich zu 
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VC 



0,02 X 0,03 



0,01 + 0,02 + 0,08 

0,01 X 0,02 
0,01 + 0,02 + 0,03 



= 0,01 Ohm 
= 0,0033 Ohm 



VI^=ö:öiTÖ^|\o-3 = 0,0050hm. 

Jetzt verlegen wir den Stromabnelimer in V gleich 10 Amp. auf 
die Knoten IV und C. Die auf C fallende Komponente berechnet sich 

0,02 



10 



= 8,58, 



0,02 + 0,0033 

und die auf IV fallende ist 10 — 8,58 == 1,42 Amp. In IV wird dem- 

.25 




16,'t2 



Fig. 19. 



nach der Strom 15 + 1,42 = 16,42 Amp. abgenommen. Nach Ver- 
legung der Abnahme in V wird IV, V und VC in Serie geschaltet, 
und jetzt kann das Dreieck III IV G 
durch den Stern P III IV C ersetzt 
werden (Fig. 19). Die Stern wider- 
stände berechnen sich wie folgt: 

0,01 X 0,02 



mp 



IV p 



CP 



0,01 4- 0,02 4- 0,0233 

= 0,0037 Ohm 

0,02 X 0^33 

"" Ö^ + 0,02"+ 0,0288 

^ 0,0087 Ohm 

0,01 X 0,0233 




^Xia 



0,01 + 0,02 4- 0,0233 

= 0,0043 Ohm . 

Das Netz hat nach diesem Schritte schon bloß zwei Maschen. 
Versetzen wir nun die in DI, VI und C angreifenden Ströme auf die 
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Knotenpunkte 11 und P; hiemach können dann die Widerstände II HI 
und IUP, resp. II VI, VIC und CP in Serie geschaltet werden. Die 
Ströme in dem Knotenpunkt 11 und P berechnen sich zu 

05 . OA 0>QQ37 «0 0,0048 + 0,006 

^o -t £>\J Q Q2 4- 0,0087 "^ 0,0048 + 0,006 + 0,01 

+ 8'58 0.0043 +Co6+ ö;öi =• 25 + 3.12 + 14,45 + 1,91 = 44,48 Amp. 

resp. 

+ (20 - 3,12) + (30 - 14,45) + (8,58 - 1,91) 

== 16,88 - 15,55 + 6,67 = 39,1 Amp. 

Indem wir (0,02 + 0,0037) und (0,01 + 0,005 + 0,0043) parall^^ 
schalten, erhalten wir den in Fig. 20 dargestellten Ejreis, wobei 

(0^2 + 0,0037 ) X (0,01 + 0.00 6 + 0,0043) ^ ^. ^ ^, 
(0,02 + 0,0037) X (0,01 + 0,006 + 0,0048) ^ ^'^-^^^ ^^™ 

die Resultierende ist. 

Die Ströme in I 11 bezw. in I IV berechnen sich nun als Sumnac^® 
der bezüglichen Komponentenströme. Demnach 

T _\\\o, 0,01 + 0,0087 + 0,0106 qq ^ 0,01+0,0087 

+ 1M2 o.oi + o,oo87To.oio6 + ö ;öi " ^3,14 + 18,57 + 4,17 - 55,88 An^^I^- 

und 

Jiiy « (44,48 - 33,14) + (39,1 - 18,57) + (16,42 - 4,17) 

= 11,34 + 20,53 + 12,25 - 44,12 Amp. 

Werden die Spannungen der Knotenpunkte von F^ = gezahl" -^ 

dann ergeben sich die Spannungen der Knotenpunkte 11 und IV wi ^® 

folgt: 

F, = - 55,58 X 0,01 0,55 Volt 

und 

F^ = - 44,12 X 0,01 0,44 Volt 

Da nun die Strom- und Spannungsverteilung des Netzes Fig. 2L^^ 
ermittelt ist, gehen wir auf das Netz Fig. 19 zurück. 

IIP = 0,0106 0hm entstand durch Parallelschaltung zweier Wider-^^ 
stände. 

In diesen einzelnen Widerständen verteilt sich der Gesamtstronr^^*' 
gleich 11,4 Amp. im umgekehrten Verhältnisse zu den Teil widerstanden — ^ 
Der Strom im Widerstände U VI (7 P berechnet sich demnach 

^-iA 0,02 + 0,0037 ftOÖA 

^^' (0,02 + 0,0087) + (0,01 + 0,006 + 0,0048) "" ^^^ ^^^' ' 
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demnach der Strom im Leiter 11 IUP gleicli 11,4 — 6,28 « 6,12 Amp. 
Der im Leiter 11 VI fließende Strom ergibt sich als Summe dieses 
Leiterstromes und der bezüglichen, bereits ermittelten Stromkomponenten 

6,28 + 14,45 + 1,91 = 22,64 Amp. 

Im Knoten VI werden 30 Amp. abgeführt und muß derselbe von 
C aus 30 - 22,64 - 7,36 Amp. erhalten. Im Leiter PC fließt der 
Strom 8,58 + 7,36 = 15,94 Amp. 

Der Leitstrom des Leiters 11 IIIC beträgt 11,4 — 6,28 = 5,12 Amp., 
demnach ist der Strom im Leiter II III die Summe dieses Leitstromen 
und der auf 11 fallenden Komponente des Stromes von 20 Amp. 

5,12 + 3,12 = 8,24 Amp. 

Vom Knoten P fließt zum Knoten III der Strom 20-8,24 - 1 1,76 Amp. 
und von IV gegen P 

11,76 + 15,94 = 44,12 ~ 16,42 « 27,7 Amp. 

Die Spannungen der Knoten UI und VI berechnen sieb wie folgt: 

F, = F, - 8,24 X 0,02 0,55 - 0,16 0,71 Volt 

und 

P; - F, - 22,64 X 0,01 0,55 - 0,23 0,78 Volt. 

Die Stromverteilung des Stromes III IV CP Fig. 19 ist nun be- 
kanniy so daß wir die Stromverteilung des widerstandstreuen Dreieckes 
ni IVC bestimmen können. Der Strom in IV UI ergibt sich zu 

27,7X0.0087 + 11,76X0, 0037 _ j^^ Amp. 

Im Leiter UIC fließt der Strom 14,22 + 8,24 - 2^) - 2,4^i Amp, 
und in dem Leiter IVC 44,12 - (14,22 + 16/12; ~ 1^^ Amp, 

Jetzt ist die BtromTerteiloiig des in Fig, 19 dBrf(fmUf\lit9n S^/jm 
vollkommen bekannt: wir gehen auf das Xetz Fig. 18 Ql>^r 

Im Leiter IV V fließt der Strom 13,48 -f l/i2 - l4,UAmp., wo 
13,48 der Leiistrom und 1,42 di« auf d^?a KmAätti IV ^t^n^^Xn Korn* 
ponente rem 10 Amp. ist 

Die Spammng des Eaioteoimoktef V wird «d^bult^m; 

Fj - F^ ~ 14,9 X 0/Ä - - 0/M - 0,3 - 0,77 Volt, 

Da die StromTerteOimg d«s .Sutitm!« Ml V \IC \p*'VHnui i^t, g#;b^i wir 
auf die SiromTerteäniig d^ f>r<>nu^fc^ III V VI Mpht 
Der im Leiter V VI Am^^m^ 'Mf^rtu ist ^t^h 
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Hierdurch ei^bt sich der Strom in III VI gleich 30 — (22,64 + 5,3) 
= 2,06 Arap. und endKch in lU V gleich (10 + 5,3)-14,9-(8^4+14^2) 
- (2,06 4- 20) = 0,4 Ämp. 

Die auf diese Weise ermittelte Spannungs- und StromTerteilnng 
ist in die Fig. 17 eingetragen. Dieselbe wurde ohne Anwendung jeder 
Gleichung und auHschließlich mit Zuhilfenahme der Transßgurationa- 
behelfe ermittelt. Der hier eingeBchlagene Weg war ein rekursiver; 
wir Tereinfacben den zusammengesetzten Fall, um von diesem wieder 
auf den ursprünglichen zurückzukehren. 

4. Vierccks-Transfiguratiott. — Die bisherigen Betrachtungen habeo 
sich nur auf Ohmsche Widerstände bezogen. Sie gelten jedoch dem 
Wortlaute nach auch für induktive oder Rieh tunga widerstände, sofern 
man sie als Komplexe oder Kichtiingszahlen und die Operation des 
Addierens usw. im erweiterten Sinne auffaßt. So z. B. würde das Ge- 
setz der Superposition unverändert bleiben. Es ist das Verdienst von 
Ch. Pr. Steinmetz, diese Gebiete in die praktische Elektrotechnik 
eingeführt zu haben. 

Es gelten nach Vorhergehendem also die Transfigurations-Geoetze 
auch für Widerstände mit negativen Zeichen (wohin auch die graphische 
Lösung Fig. 11 hinweist, indem der Mittel- 
strahl den Nebenwinkel zwischen r, und r, 
teilt). 

Dies vorausgeschickt, läßt sich die Frage 

der Transfiguration des einfadien Viereckes durch 

Einfügung einer Hilfe diagonale auf die Dreieck- 

transfiguration zurückführen. Fig. 21 stellt ein 

Viereck mit den Eckspanaungen A, S, D, C und 

den Widerständen a, l, c, d dar, Die nicht 

vorhandene Diagonale von B nach D von unendlichem Widerstände 

kann durch zwei parallel geschaltete Widerstände x und (— x) ersetzt 

sedacht werden, da — = — (- .— r . 

Dadurch zerfällt das Viereck in die beiden Dreiecke a, b, («) und 
c, (/, {— x), welche in die Sterne und 0, transfigurierbar sind. Die 
Spannung in den Funkten und 0, ist von der Wahl dea Wider- 




standes X abhängig. Es ist = — ^rr-jT- — uad ö. 



x + b+a ' (_a;) + c + d 

Wenn nun diese Werte und 0^ einander gleichgesetzt werden, so 
können diese Punkte zusnmmenfallen; aus dem Viereck wird tat- 
Bächlich der gewünscht« Stern entstehen, aber augleich ergibt sich 
ein bestimtntes x in AbhängUjlieit von den Eckspannungen, was bei der 
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unhescJiränkten Transfiguriening ausgeschlossen sein soll. Diese Trans- 
figorierung ist daher in diesem Sinne unmöglich. 

Alle fiir das dreiknotige Netz gegebenen Rechnungen lassen sich 
fürs Viereck sofort erweitem und zeigen das gleiche Resultat. Für 
n Knoten lassen sich n Gleichungen^ als Widerstandsbedingung von jedem 
Knoten aus, aufstellen und \n ' (n— 1) als solche zwischen je zwei 
Knoten. Es müßte aber w=»jw(n — 1) erfüllt sein, was nur für n — 3 
zutriffi;. 

5. Über Netzspaltung. — Die in der Praxis vorkommenden Netze 
lassen sich oft in solche Netzstücke spalten, die einzeln durch Trans- 
figuration völlig gelöst werden können. Um aber die Verteilung des 
Stromes und der Spannung fürs gesamte Netz zu finden, wird für 
den Zusammenhang der Netzteile eine gesonderte Untersuchung ge- 
pflogen. 

Ein spezielles Beispiel soll vorerst in den Gedankengang einführen. 
In Fig. 22 ist ein Viereck ÄBCD, welches von den Speisepunkten I, 
n, in und IV durch die Spannungen Fj, F„ Fj, F^ mit Strom versehen 




Fig. S2. 




Fig. S3. 



wird. Werden die Stromentnahmen von den Knoten B und D abgehoben 
und die Sterne B und D in widerstandstreue Dreiecke verwandelt, so 
ergibt sich das Netz der Fig. 23, welches nun durch Zerschneiden des 
Verbindungsleiters q zwischen Ä und C und Einfügung eines unbe- 
kannten Ersatzstromes X resp. — X fQr die Sterne Ä bez. C leicht 
weiter behandelt werden kann. Die Spannung ist F^ = a^ -f- 6i J^ imd 
Vf =» an — ine/,; die Differenz daher (ai — au) + (fti + bu) Jx = JxQx] 
woraus sich der fragliche Strom eT", berechnet. Nach denselben Er- 
kenntnissen behandelt man komplizierte Fälle. 

In Fig. 24 ist ein Netz dargestellt, welches aus den Teilen I und 
II besteht, die durch zwei Leiter (>, und py verbunden sind. Zerschneiden 
wir diese, dann müssen als Ersatz die Ströme Jx, J^ und — Jx} '— *fy 
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auftreten, welche als Belastungen der Teile I und 11 anzusehen sind. 
Da nun die Knotenspannungen lineare Funktionen der Belastungen sind, 
so können die Spannungen in den vier Yerbindungskuoten folgender- 
weise ausgedrückt werden: 




Fig.M. 



(I) 

und 

(11) 



[ VI = 6V, + aj j; + (^, 






wobei sich die Konstanten a, by c aus den bezüglichen Widerst^den 
der Leiter bilden, a^ ist beispielsweise gleich der Spannung im Knoten 
X^, wenn alle übrigen Knoten des Teiles I (demnach auch Y^ un- 
belastet wären und J« der Stromeinheit gleich wäre. So stellt ferner 
h^ den Spannungswert im Knoten Y^ dar, wenn in Y^ der Strom Eins 
abgenommen wird, während alle übrigen unbelastet bleiben. Aus den 
Gleichungen (I) und (11) ergeben sich folgende: 

und daraus: 



(M) 



L 






Aus (M) berechnen sich J^ und J^, wobei die Koeffizienten zur 
Diagonale symmetrisch sind. Sind mehr als zwei Yerbindungswider- 
stände, so steigt entsprechend die Zahl dieser Gleichungen. Werden 
einige dieser Widerstände Null, so heißt dies: die Netze hängen mit 
Knoten direkt zusammen oder deutlicher: die Trennung der Netze in 
Teilstücke erfolgte in mehrfachen Knoten. Ja, diese Methode bleibt 
im Wesen yöUig ungeändert, wenn statt der Yerbindungsleiter q ganze 
Netzstücke eingesprengt sind. 

Man kann sich auf zwei gegensätzliche Weisen die Entstehung 
der Netzgebilde erklären. Die erste greift vorerst auf die Knoten und 
sieht in den Leitern nur die Verbindungen dieser Knoten, welche ent- 
weder gegebene Speisepunkte, also mit bekannter Spannung versehen 
sind, oder freie Knoten sind, denen die Spannung durch die Strö- 
mung von den ersteren aufgedrückt wird. Die zweite Bildung nimmt 
zunächst selbständige Maschen an und denkt sich in diesen Ströme 
kreisen. Durch Aneinandersetzen dieser Maschen entstehen die Knoten 



Widerstandstreae UmgeBtaltung elektrischer Leitungsnetze (Transfignration). 299 

mit ihren Spannungen. Diesen Vorgängen entspricht die analytische 
Rechnungsweise nach der Strom- und Spannungs-Methode. Bei ersterer 
sucht man unmittelbar die Ströme in den Leitern , bei letzterer die 
Spannungen in den Knoten.^) Die Auflösung der hierbei auftretenden 
linearen Gleichungen fahrt zu Determinanten, die umständHch werden; 
und schon Kirchhoff war bemüht sie zu erleichtern.^) Neuerdings 
haben dies Feußner*) und Verhoeckx*) erfolgreich bearbeitet 
Unsere hier vorgebrachte Methode der Transfignration entspricht einer 
physikalischen Elimination von Unbekannten aus mangelhaften linearen 
Oleichungen. Geht man vom Dreieck zum Stern über, so öfiFnet man 
eine Masche; transformiert man den Stern zum Dreieck, so läßt man 
einen Knoten, also seine unbekannte Spannung, verschwinden. In dieser 
Art genügt die widerstandstreue Umbildung der Strom- und Span- 
nungsmethode. 

Die Transfignration wird aber infolge ihrer Bedürfnislosigkeit 
zur Vereinfachung gegebener Netze sicherlich immer angewendet 
werden. Da die praktischen Netze den Verband zwischen den Knoten 
zufolge der Straßenbildung doch nur unvollkommen enthalten können, 
so reicht sie mit dem Prinzipe der Superposition der Spannungen (an- 
gewendet auf die einzelnen Speisepunkte) und mit dem Prinzipe der 
Netz Spaltung meist schon aUein zur Lösung aus. 

Budapest und Delft, den 1. Februar 1906. 



1) Herzog-Feldmann, Die Berechnung elektriecher Leitungenetze. 
IL Aufl., S. 192 und Teichmüller, die elektrischen Leitungen I. Bd. 

2) Kirchhoff, Pogg. Annal. 72, 1847. 

3) W. Feußner, Über Stromverzweigung in netzförmigen Leitern. Annalen 
der Physik 1902, Nr. 18. 

4) Verhoeckx, L'dclairage ^lectr. Bd. 39, 1904. 



Rezensionen. 



Ernesto Cesäro^ Elementares Lehrbuch der algebraischen Analysis 
und der Inflnitesimalrechnung. Mit zahlreichen Übungsbeispielen. 
Nach einem Manuskript des Verfassers deutsch herausgegeben von 
Gerhard Kowalewski. 97 Tertfiguren. 894 Seiten. Leipzig, 1904. 
B G. Teubner. 

In neuerer Zeit spielen die Anwendungen im Universitätsunterrichte 
eine größere Rolle. Dem entspricht bei dem vorliegenden Werke die 
ungewöhnliche Menge von Übungsbeispielen, an denen der Studierende 
erkennt, welchen gewaltigen Hebel er sogar nur mit den Anfangsgründen 
der genannten Wissenschaft erhalten hat. Der Verfasser legt geringeren 
Wert auf die Prinzipien, die er anderswo ausgezeichnet bearbeitet weiß; er 
will vielmehr schnell zu einer reichen Ernte analytischer und geometrischer 
Tatsachen fuhren. Eine strengere, durchaus kritische Darstellung kann ja 
dem Studierenden später gegeben werden. 

Etwas abstrakt beginnt das Buch mit der Theorie der Determinanten, 
der linearen und quadratischen Formen. Es ist aber gut, daß diese Formalitäten 
gleich im Anfang auf 79 Seiten abgemacht werden. Dann folgen die 
iiTationalen Zahlen, die Grenzwerte, die unendlichen Reihen und Produkte 
in einer den neueren Anschauungen dui'chaus entsprechenden Weise, wobei 
die Anwendungen bereits eine Rolle spielen. Die Irrationalität von e z. B. 
wird auf vier Zeilen abgemacht. Die Berechnung der natürlichen Logarithmen 
der ganzen Zahlen wird auf die Formel 

lg(« + 1) = lg« + 2 (g--^ + 3(2nVi)» + 6(2nVl)' + • • •) 

gegründet, bei der schon die acht ersten Glieder eine Genauigkeit auf acht 
Stellen geben, da der Fehler kleiner als j^ ist. Auch auf die Formel 

lg(n + 2) = 2{\gn + l) - 21g(w _ l) + lg(n - 2) + ;^r^, 

die, wenn n mehr als drei Ziffern hat, den gesuchten Logarithmus auf 
24 Dezimalstellen gibt. (Verfehlte Anleitungen zum Berechnen der Loga- 
rithmen, die ganze Bücher anfüllen, haben wir leider bis in die neueste 
Zeit erscheinen sehen.) 

Daran schließt sich die Lehre von den Funktionen einer und mehrerer 
reeller Variabein unter Anlehnung an die Weierstraßsche Behandlungs- 
weise, wobei die Derivation schnell zur Geltung kommt. Zu den Reihen- 
entwickelungen werden zahlreiche Beispiele gegeben. So wird z. B. die 
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'Formel angefahrt, die ea W. Shanks ennöglichte, jt auf 707 Stellen zu 
berechnen. Auch die Bernoullischen und Eulerschen Zalilen und ihre 
Anwendungen werden eingehend behandelt. Der Verfasser liebt es, biaweilen 

, au die Grenzen der Forschung zu führen, n. B, hei der Formel 



1 + 



g.p 



+ :^ + - 



(- 



TäTsTTT 



,.-" 



daranf hinzudeuten, daS es noch nicht gelungen ist, für die Exponenten 
{2p + l) eine ähnliche geschlossene Formel zu finden, so daß hier nur 
schnell konvergierende Reihen zu Gebote stehen. 

Die komplexen Zahlen werden in der üblichen elementaren Weise ein- 
geführt und geometrisch verwertet. Auch die Quatemionen werden auf 
zehn Seiten gestreift, und am SchluB wird beispielsweise gezeigt, wie schnell 
eine einfache Formel gefunden wird, welche gewisse kompliziertere Eulersche 
Relationen als Sonderfälle in sich enthält. Bei der zunehmenden Wichtigkeit 
der Vektoreurechnung ist der Hinweis jedenfalls zweckmäßig. Die algebraischen 
Gleichungen werden nach dem augenblicklichen Standpunkte der Wissen- 
schaft dargestellt. Der Fundamental satz von der Existenz mindestens einer 
Wurzel wird nicht im Anschluß an die geometrische Darstellung von GauB 
bewiesen, sondern rein arithmetisch nach Clifford. Diesem Kapitel werden 
etwa 120 Seiten gewidmet. Geschlossen wird njit dem Theorem, daß die 
allgemeinen Gleichungen höheren als vierten Grades nicht mit Hilfe von 
Wurzelzeichen aufgelöst werden können. 

Den Rest des Werkes bildet die eigentliche Differential- und Integral- 
rechnung mit Anwendungen auf die verschiedensten Gebiete, besonders anf 
geometrische Gebilde. Nach dem, was auf den vorhergegangenen 485 Seiten, 
einer vorzüglichen Interductio in aaalyain infinitonira, gesagt ist, kann die 
hier erstrebte Begründung der eigentlichen Infinitesimalrechnung verhältnis- 
mäßig kurz erfolgen und das Hauptgewicht auf die Anwendungen gelegt 
werden. Daß stetige Punktionen existieren, die an keiner Stelle einen 
Differential qnotienten besitzen, wird schon bei der ersten Einführung in die 
üerivalion angedeutet, im Anhang wird das bekannte Beispiel von Weier- 
Straß kurz bebandelt und auf eiue Folgerung Wieners für die darstellende 
Geometrie hingewiesen, die das Paradoson einer Fläche betrifft, die, ohne 
Kegelfliiche zu sein, abwickelbar ist, die aber nicht dnrch Tangentialebenen 
umhüllt werden kann, weil sie nirgends eine solche hat. Sonst bringt der 
Aubang noch einige Fortschritte der Differenzenrecbnung und der Lehre 
von den Bernoullischen Zahlen, die Adams mittels einer einfachen 
Formel bis 5jjj getrieben hat. Den Schluß bilden Bemerkungen ühei' 
sukzessive Derivierte der Funktionen und über Variationsrechnung. 

Zahlreiche Hinweise auf die altere imd neueste Literatur, auch solche 
kritischer Art, machen das Buch zu einem wertvollen Kompendium des 
tehandelten Wissenschaftszweiges. Die Klarheit der Darstellung hat durch 
Vlie Übersetzung nichts eingebüßt, denn das Ganze liest sich wie ein 
Originalwerk. Das dem Andenken Beltrarois gewidmete Buch sei als 
eine wesentliche Bereichernng der mathematischen Literatur, die dem inter- 
nationalen Zusammenwirken zu danken ist, jedem Mathematiker empfoblen. 
I Hagen j. W. G. HoLZMüi-Leit. 
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i, HudaDlArd, Le^ons sur la prope^ation des ondes et les äquations 
de l'hydrodynamique. Paris, 1903, A. Ht-maün. xni u. 375 Ö. 8". 

Die Vorlp:iiiiij,'en, die in den Jahren 189S— 1900 am College de France 
gehalten sind, beschi'ftnken sich iiii-ht darauf, bekannte Theorien darzulegen; 
sie geben in vielen Punkten wesentliche Erweiterungen jener Theorien, er- 
örl«m den inneren Zusajtimenhang der Untersuchungen verschiedener Forscher, 
beleuchten die Prinzipien kritisch, stellen neue tüesichtspunlcte auf und ge- 
währen damit einen tieferen Einblick in das Wesen der behandelten Probleme. 
Sie bilden ein würdiges Seitenstück zu den bekannten Vorlesungen Poin- 
cares über Terschiedene Teile der mathematischen Physik. 

Die Hauptaufgabe, die sich der Verf. stellt, ist, zu erörtern, wie der 
EinÜuQ der Orenzbediugungen auf die Bewegung der Flüssigkeiten sich ge- 
staltet. Speziell legt er dar, wie bei der Bewegung der Gase durch die 
Grenzbedingungeu diskontinuierliche Bewegungen bedingt worden, und wie 
sich solche diskontinuierlichen Wellen ausbreiten. 

Ehe er sich dieser seiner Hauptaufgabe zuwendet, bespricht er im 
I. Kapitel die sogenannte zweite itaudwertaufgabe der Potential theorie: die- 
jenige Potentialfunktion eines Gebietes zu finden, deren normale Ableitungen 
an der Grenze vorgeschriebene Werte annehmen, eine Aufgabe, die flir die 
Hjdrodrodynamik eine grundlegende ist. Es werden die wichtigsten Eigen- 
schaften der sogenannten harmonischen Funktionen kurz zosammeu gestellt, 
dann wird der Versuch von Lord Kelvin besprochen, die Eiisten« der 
Lösung in ähnlicher Art zu beweisen, wie man das Dirichletsche Prinap 
zu beweisen pflegt. Dabei werden die Bedenken gegen eine solche Beweis- 
führung erörtert, und an Beispielen wird gezeigt, daß ein Problem der 
Variationsrechnung nicht notwendig eine Lösung za besitzen braucht. Für 
die Ebene ergibt sich die Lösung der ßandwertaufgabe sofort aus den 
Untersuchungen von Uini, für den Raum führt die Methode von C. Neumano 
and insbesondere deren Ei'weiterung durch Stekloff und Eorn zum Ziel. 
Die Darstellung des Verf lehnt sich eng an Stekloff an. Wenn die ge- 
nannten Methoden nun auch zum Ziele führen und vor allem die Existeoi 
der Lösung ergeben, so liefeiTi sie für diese doch keinen einfachen Aus- 
druck. Einen solchen erhält man, wenn es gelingt, ttlr die zweite Randwert- 
aufgabe eine Funktion zu bilden, die der Greenschen Funktion analog ist 
~ ...-_-. .. ^ Franz Neumann: sie hat die Eigen - 

I harmonisch zu sein mit Ausnahme eines 



Eine solche ist die Funktion y^ i 
Schaft, in dem betrachteten Gebiete 



Punktes A, 






I unendlich wird ^ 



für t 



^ 0, und besitzt an 



der Grenzfläche des Gebiets die normale Ableitung Null. Indessen ist diese 
Funktion mit dem Übelstande behaftet, daß sie lür innere Punkte eines 
von einer geschlossenen Fläche begrenzten Raumes mu" bis auf eine additive 
Konstante bestimmt ist Diesen Übelstand vermeidet F. Klein [vgl. die 
Schrift von Pockels „Über die partielle Differentialgleichung /lu -j- t^u — 0", 
Leipzig 1891] durch Einführung einer andern Fimktion, die zwei Pole be- 
sitzt. Hadamard zeigt nun, daß die Einfühi'ung einer solchen Fnoktjon 
nicht nötig ist, daß man vielmehr mit der Neumanuschen Funktion aus- 
reicht, wenn man ihre Definition vervollständigt, und zwar dadurch, daß 
man in yj das additive Glied — ^{-Ä) hinzufügt und die Funktion ^ 
passend bestimmt. Die neue Funktion besitzt dann eine analoge Symmelne 
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wie 4>^ Greensche Fanktion; sie ändert ihren Wert nicht, wenn man den 
Aofpaakt M und den Pol Ä vertauscbt. 

Die allgemeine Aufgabe wird dann speziell bei der Kugel durchgeffüirt 
und zum Schluß kurz der Fall besprochen, daß die Flüssigkeit nur teüweiae 
ron starren Wänden eingeschloi<g6n iHt, daneben aber eine freie Oberfläche 
besitzt, so daß nur für einen Teil der Grenze die normale Ableitung der 
Potentialfunktion , für den anderen Teil diese Ponktion selbst gegeben ist. 
F&r derartige „gemischte Probleme" liißt sich der Exist«nzbeweis bisher 
nicht führen, sondern nur «eigen, daß, wenn eine Lösung vorhanden ist, 
diese eindeutig ist 

Im n. Kapitel wendet der Verf. sich seiner Hauptaufgabe zu, der 
üntersuchong von diskontinuierlichen Flüssigkeitabewegungen, und zwar be- 
trachtet or solche Bewegungen zunächst vom rein kinematischen Stand- 
punkte. Diese Trennung der kinematischen Erörternngen von den rein 
dy^Damischen ist Herrn Hadamard eigentümlich; sie trägt wesentlich dazu 
bei, das Yerstündnis fiir die Erscheinung zu vermitteln. Das Kapitel be- 
ginnt mit einer RekapitolatioD bekannter Resultate über die Deformationen 
tiaer Flüssigkeit. Es wird dabei hervorgehoben, daß, wenn man die Koordi- 
naten X, y, t eines Flüssigkeit spnnktes als Funktionen ihrer Anfangswerte 
a, b, c und der Zeit ( ansieht, diese Funktionen wohl kontinuierliche Punk- 
tionen von ( sein müssen, sehr wohl aber diskontinuierliche Funktionen von 
1. b, c sein können. Doch wird die Beh-achtung auf solche Diskoutinui- 
f4t«n beschrankt, die nur in isolierten Flächen auftreten. Auch Defor- 
Watocen höherer Ordnung kommen hier zur Erörterung, aber nicht all- 
gecnein, sondern nur solche, welche alie Punkte einer gegebeneu Fläche 
un geändert lassen und außerdem in jedem Fluchenpunkte bis auf Unendlioh- 
liloines n-ter Ordnimg mit der identischen Transformation zusammenfaUen. 
ßl*«nso werden die die Geschwindigkeit der Flüasigkeitsteilchen betreffenden 
•'^kannten Resultate in diesem einleitenden Ahsuhnitt abgeleitet. Dabei 
^"'Jrd die Berechtigung der Bezeichnung „molekulare instantane Rotation" 
''^rgetan, und es werden die Ciebschschen Formeln für die Geschwindig- 
'^ i tskoinponenten diskutiert. 

Was die Kinematik von Diskontinuitäten betrifft, die nur an einer 
"*-**zelnen Flfiche auftreten, so gelangt man zunächst durch einfache, schon 
'^^«tlfach benutzte Überlegungen lu folgendem Resultat: Ist <P eme Funktion, 
''*« selbst übei-all kontinuierlich ist, während ihre ersten Ableitungen siih 
^"^Var in den dm-ch die FlSche f{a, ö, t) = getrennten Teilen dns Raunioä, 
**^atiiiaierlich (indem, beim Durchgang durch jene Flüche aber diakontinuier- 
'icfce Änderungen erfahren, so gilt füll- diese Änderungen: 

'*"' fa' ff fe ^® partiellen Ableitungen von /' nach a. b, c bezeichnen, 
1 ^ die Ändening von -h— usw. — Bleiben die ersten Ableitungen von O 

I beiin Durchgang durch die Flfiche /' kontinuierlich, während die zweiten Ab- 

I leitungen sich diskontinuierlich ändern, so ist 

und analog für Diskontinuitäten höherer Ordnung. 



V 
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Diese Resultate lassen sich UTimittetbar auf die Koordinaten x. (, f, 
betraelitet als Funktionen ihrer Anfangswerte u, h, c, anwenden, falls is 
bestimmten Moment die Fläfbe /■ = Sitz einer Diskontinnität iat- 
Dabei sind natürlich die Proportionalitätsfaktoren für die Äademugen von 
X, y, Z verschieden, so daß z. B. die Diskontinuitäten zweiter Ordnung 

m 






-cfl.- 



werden. Ferner ist zwischen Ordnutiff der Diskontinuität und ihrem IndtJ^ '■'^ 
unterscheiden; und zwar bezeichnet der Index die Zahl der Differentiation^»*" 
nach 1^, so daß sich die vorstehenden Ausdrücke (l) auf eine Diskev^^' 
nuitat zweiter Ordmmg vom Indei bezieben, während für eine Diakor::"*'' 
nuitat zweiter Ordnung vom Indes 1 



lSa6t} 



ISaSt. 



■ isbstA 



^./i. [^]=^/^. 



' IScSt. 



"J, 



ist, und entsprechend fto Dishontinui täten höherer Ordnung Die in CZ ^' 
auftretenden Faktoren il, fi, v lassen sich als Komponenten eines gewis»-^" 
■nts auffassen, das leicht geomutrisch zu interpretieren ist; und so si:**' 
< Diskontinuitäten jeder Ordnung und jedes Indes von je einem Segme *^' 
abh&ngig. 

Es fragt sich nun, ob diesö als iäenfische Bfdivgungen au bezeichne**" 
den Belationen für die Elemente einer Diskontinuität die einzigen sin<^- 
Mit anderen Worten: Ist di<i Fläche f in einem bestiitimten Moment Sit-* 
einer Diskontinuität von der Ordnung «, so hängen nach dem Obigen di^ 
Änderungen der n-ten Ableitungen der Koordinaten, der [n — l)-ten AI.»" 
leitungen der Geschwindigkeiten, der (n — 2)-ten Ableitungen der Beschlet»-' 
nigtmgen erster Ordnung usw. von je einem Segment )•., fi, v ab; kr)nner> 
diese {n + l) Segmente dann beliebig gegeben sein, oder sind sie gewisse«» 
Bedingungen unterworfen? WSre die FlBcbe /' die Trennungafläche zweie«" 
verschiedenen Medien, so müßten, damit die Medien sich weder vermischeu « 
noch trennen, die normalen Komponenten der Geschwindigkeiten und de»~ 
Beschleunigungen der verschiedenen Ordnungen zu beiden Seiten der Fläche ^ 
die gleichen sein. Diese selben Bedingungen gelten nun für Diskontinuitltts— 
flachen eines und desseiben Mediums nur dann, wenn die Diskontinuitüt^ 
eine statinnäre ist, d, h. bestandig «uf dieselben Moleküle beschränkt ist. 
In diesem Falle sind die ersten Ableitungen, die diskontinuierlich werden« 
solche vom Index (). Die diskontinuierlichen Änderungen der Geschwindig- 
keiten und Beschleunigungen sind zur Diskontinuitütsfläche tangential, 
während die verschiedenen Segmente A, ft, v voneinander unabhängig sind. 
Ganz anders vcrblllt sich ilie Sache, wenn die Diskontinuität sich im Ver- 
laufe der Bewegung zu andern und andern Molekülen fortpflanzt, d, h. fUr 
den FnU einir Wdle. Boll die DiskontinuitÄtsfläche die einzige bleiben, so 
müssen die obigen identisehen Bedingimgen nicht nur zu einer bestimmten 
Zeit tg erfüllt sein, sondern auch vorher und nachher; ist das der Fall, sa 
werden nach Uugoniot die Bewegungen in den beiden durch die Diskonti- 
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iehe getrennten Eäomen als mitdnandfir verträglich (eompatibles) be- 
Äeiolinet. Die „Bedingungen für die Verträglichkeit" ergeben sich, wenn 
xzi^n die Fläch engl ei chung /"(«, 6. c, t) — 0, die jetKt noch die Zeit als Para- 
KKxeter enthült, durch eine dreifach aufigedehute Mannigfaltigkeit in einem 
■vierdimcnsionalen Haiune repräsentiert und darauf ähnliche Überlegungen 
^xi. wendet, wie sie zur Bostinmiung der „identischen Bedingungen" dienten. 
So folgt, daB die (»t + 1) Segmente (A, jt, vj, von denen eine Diskontinuität 
*»— "ter Ordnung abhängt, nicht voneinander unabMngig äind, sondern sämt- 
lÄc^li dieselbe Richtung haben und eine geometrische Reihe bilden, deren 
*i*:«otient — ö ist, wobei 



I 



vn+n+t,' 



Fortpflaniungsgesehwjndigkeit der Welle ist. Hiemai'b ist eine Dis- 

*^«>ntinuität in jedem Punkte einer Welle völlig definiert durch ein einziges 

*^^gment {i, fi, v), das den Ableitungen vom index entspricht, und eine 

"^«ftJil, die FürtpUanzungsge seh windigkeit. Auch die Änderungen, welche die 

-■-^it'btigkeit und die Deformationskomponenten an der Diskontinuitätsfläche 

i^*'li;iden, werden untersucht, wobei sich daa Resultat ergibt, daB eine longi- 

"••a.dinale Diskontinuität ohne Einfluß auf die Molekularrotation, eine trans- 

'^^rsale ohne Einfluß auf die Diebtiglteit ist. — Sind die abgeleiteten Ver- 

*^*~*glichkeitabedingungen nicht erfüllt, so teilt sieh die Diskontinuität, ■ — 

^^ 9>a der Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist zu unterscheiden die Verrüukungs- 

~ ?-sch windigkeit (vitesse de deplacenient). Man erhält sie folgendermaßen. 

at ein Punkt mit den Anfajigskoordinaten a, b, c zur Zeit t die Koordi- 

^ten X, y, z, so drücke man a, b, c durch x, y, e, t aus, wodurch 

'^o, b, c, () = in ip(z, y, z, f) = übergehe. Die Verrüekungsgeschwindig- 

■it entsteht dann aus ip durch dieselben Operationen wie 6 aus f. 

Zum ächluB werden noch die Verträglich keitsbedingungen höherer 
rdnung besprochen, indem die Frage aufgeworfen wird; welche Änderungen 
er Ableitungen von höherer Ordnung als der n-ten sind durch eine Dis- 
*coatinuit&t n-ter Ordnung bedingt? Auch diese Bedingungen zerfallen in 
identische und in Bedingungen für die Verträglichkeit. 

Erat nach diesen sehr ausHihrlichen kinematischen Betrachtungen, die 

^d dieser Altgemeinheit und Vollständigkeit bisher noch nicht augestellt 

Siind, wendet sich der Verf in Kap. 111 den hydrodynamischen Gleichungen 

*ii. Dabei wird ausführlich die supplementäre Relation besprochen, die bei 

Plastischen Flüssigkeiten zu den drei allgemeinen Gleichungen und der Kon- 

^Duitfttägleicbung hinzukommt. Im AnschluB an Duheni wird gezeigt, 

äftS auch für bewegte elastische Flüssigkeiten dieselbe Beziehung zwischen 

Druck, Dichtigkeit und Temperatur gilt, wie für das Gleichgewicht, daß 

demnach die Annahme von Bjerknes [Acta mathematica 4, 1884], der 

auch in die Relation l\p,Q,T)^0 die Geschwindigkeiten einführt, nicht 

zutreffend ist. Dabei wird darauf hingewiesen, daß, konstant« Temperatur 

vorausgesetzt, die Konstanten in dem Mariotte-Boyleschen Gesetz und in 

dem PoisBonscben adiabatischen Gesetz eine ganz verschiedene Bedeutung 

haben. In p ^^ cq ist c eine wirkliche Konstante, während in der Gleichung 

p ,^ kg"" [m = 1,41], da diese Gleichung das Resultat einer Integration ist, 

Jt noch von den Anfangskoordinaten abhuagen kann, und ähnlich, wenn man 

Atcblr lUt MathemMIk und fhyolli ni. Reihe, X. iU 
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allgemeiner 1? = 9>(^) setzt. — Auch die Rolle der Grenzbedingnngen wird 
eingehend erörtert und gezeigt, daß zwar für inkompressible Flüssigkeiten 
erst durch das System: allgemeine Gleichungen, Anfangszustand, Grenz- 
bedingungen (letztere auf den allgemeinen Fall bezogen, wo die Grenzfläche 
sich in gegebener Art mit der Zeit ändert) die Bewegung völlig bestimmt 
ist, daß aber bei elastischen Flüssigkeiten zwischen den Grenzbedingungen 
und den Bedingungen fär den Anfangszustand im allgemeinen ein Wider- 
spruch auftreten wird. Vermöge des Anfangszustandes ist die Lage aller 

Teilchen, damit auch die anfängliche Dichtigkeit und vermöge dieser der 

dp 
Druck p überall bekannt, ebenso der Wert von -r^ an der Grenzfläche. 

Andererseits muß infolge der Grenzbedingungen ^ einer gewissen Relation 

genügen. Das gibt also zwei verschiedene Art^n von Bedingungen für -p, 

die im allgemeinen nicht in Übereinstimmung sein, sondern einander wider- 
sprechen werden. Und Analoges gilt für jeden Zeitmoment, da man ja von 
der in irgend einem Moment stattfindenden Bewegung als Anfangszustand 
ausgehen kann. Wie ist nun dieser scheinbare Widerspruch zu erklaren? 
Das wird in Kap. FV zunächst für die geradlinige Bewegung eines 
Gases, d. i. für die Bewegung, die außer von der Zeit nur von einer Ko- 
ordinate abhängt, gezeigt. Ist o die Dilatation, also 

Qo dx 
CO = - = K- , 
Q da ' 

so ergibt sich als Bewegungsgleichung, falls in der Relation p = 9>((ö) die 
Funktion 9 von a unabhängig ist (s. oben): 

/,x d^x . , s d^x . {dx\ d*x 

und zwar ist t/;(G)) = 9>\^)' ^^ ^©^ einfachen Fall, daß die Funk- 
Po 
tion ij; sich auf eine Konstante ö* reduziert, d. h. für die gewöhnliche Be- 
wegung des Schalls in Röhren, ist die Lösung bekannt. Bei begrenzten 
Röhren sind, wie ebenfalls bekannt, die Werte der in der Lösung auf- 
tretenden willkürlichen Funktionen nur für Argumente zwischen und / 
bekannt, während die Grenzbedingungen zur Ermittelung der Fortsetzung 
jener Funktionen für andere Intervalle dienen. (Die Bestimmung der Fort- 
setzung erfolgt hier durch eine eigenartige geometrische Interpretation.) In 

diesem einfachen Beispiel besteht der vorher hervorgehobene Widerspruch 

d^x 
darin, daß an den Enden die Größe -^ nur von der Bewegung der End- 

flächen der Röhren abhängt, während sie andererseits = ^ ä~f sein muß, 

welche Größe ihrerseits nur vom Anfangszustande abhängt. Beide Daten 
sind aber unabhängig voneinander. Die geometrische Konstruktion der 
Fortsetzung der willkürlichen Funktionen zeigt nun, daß hier eine Diskonti- 

c^x d*x 

nuität auftritt, imd zwar ändern sich sowohl ^-4, als Ö*ö— i diskontinuier- 

' dt* ' da* 

lieh derart, daß, wenn man die an dem Ende a = entstehende Diskon- 
tinuität allein betrachtet, für kleine negative Werte von 0/ — a jene beiden 
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Größen denselben Wert haben, und zwar denjenigen, der sich aus dem An- 
fangszustande ergibt; für sehr kleine positive Werte von Ot — a haben 
beide Größen wieder denselben Wert, aber jetzt denjenigen, der durch die 
Bewegung der Endfläche a = bestimmt ist. Man sieht also, daß hier eine 
Welle zweiter Ordnung entsteht von der Art, wie sie in Kap. II näher be- 
sprochen ist, und zwar pflanzt sie sich mit der Geschwindigkeit B fort. 

Sollte der Wert von ^'0—19 der sich aus dem Anfangszustande, und der 

d*x 
Wert von ttj^^ der sich aus der Bewegung der Endfläche ergibt, zuftlllig 

gleich sein, so können gleichwohl Diskontinuitätswellen dritter, resp. noch 
höherer Ordnung auftreten. Femer sind fElr die Punkte, in denen sich die 
von den beiden Enden a = und a = 1 ausgehenden Diskontinuitätswellen 
treffen, die Bedingungen der Verträglichkeit nicht mehr erfüllt; es muß also 
eine Trennung der Welle erfolgen. 

Im Anschluß an diese Erörterungen legt Herr Hadamard eine wichtige, 
von früheren Autoren noch nicht bemerkte Analogie dar zwischen den be- 
trachteten Diskontinuitätswellen von Gasen und der Theorie der Charak- 
teristiken von partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Stellt 
man den bei der Bewegung des Gases in Bohren sich ergebenden Wert von 
X als Ordinate einer Fläche dar, deren horizontale Koordinaten a, t sind, 
so entsprechen den Bewegungen zu beiden Seiten einer Diskontinuität zwei 
Flächen, die sich längs einer Baumkurve berühren, und die genau zwei 
solchen Integralflächen der Gleichung (I) entsprechen, die sich längs einer 
Charakteristik dieser Gleichung berühren. 

Das eben erörterte Auftreten von Diskontinuitäten ist nun nicht allein 
diesem Spezialfall eigentümlich, sondern das gleichzeitige Bestehen der An- 
fangs- und Grenzbedingungen bedingt notwendig in allen Problemen der 
Gasbewegung die Entstehung von Diskontinuitäten. Das macht die Behand- 
lung derartiger Aufgaben so schwierig, und es ist daher nicht zu ver- 
wundem, daß solche Aufgaben eigentlich nur in den Untersuchungen von 
Riemann und Hugoniot über geradlinige Bewegung von Gasen behandelt 
sind. Diese Untersuchungen werden zunächst dargelegt. Bei der Ent- 
wicklimg der Biem an n sehen Integrationsmethode wird nicht genau der 
Weg von Biem an n eingeschlagen, sondern auf die Gleichung (I), in der nun- 
mehr if; nicht mehr konstant ist, zunächst die Legendresche Transformation 

angewandt, und in der transformierten Gleichung werden statt der unabhängigen 

^ X S X 

Variabein w = 0— , w = ^r die neuen Variabein 

da ' dt 

eingeführt. Die transformierte Gleichung nimmt dadurch genau die Rie- 
mann sehe Form an und wird nach dessen Methode behandelt, mit Hinweis 
auf die Erweiterung der Methode durch Darboux. 

Es erhebt sich nun aber die Frage, ob durch die Integration der trans- 
formierten Gleichung das eigentlich gestellte physikalische Problem wirklich 
gelöst ist. Das ist schon für eine unendlich lange Röhre zweifelhaft, da 
eine Singularität in der Lösung der transformierten Gleichung nicht not- 
wendig eine Singularität von x als Funktion von a und t bedingt und um- 
gekehrt. Dieser Punkt würde in jedem Einzelfalle besondere Untersuchungen, 

20* 
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und zwar ziemliüh schwierige, erfordern. Bei begrenzten Bohren alwf ist 
überhaupt das Resultat nur auf solche Teile der Röhre anwendbar, die noch 
nicht diiTcb die von den Enden ausgehenden Di slfontinuitäts wellen erreicht sincI, 
Die Bewegungen der übrigen Teile sind auch von der Bewegung der Endfläche 
(des Stempels) abhängig, und auf letztere Bewegung l&fit sich die Legendie- 
sche Transformation nicht anwenden. Diese Transformation und die Hie- 
mannsche Methode reichen daher nicht aus, und man muß das Probleni 
direkt angreifen. Bisher ist die Lösung nur in dem von Hugoniot be- 
handelten Falle gelungen, in dem ein ursprönglich in Ruhe befindlidiPS 
Gas durch die Bewegung des Stempels in Bewegung gesetzt wird. lufolgs 
dieser Anfangsbedingungen ist die Geschwindigkeit eine Funktion der Dichtig- 
keit, und daher ist die Fläche, deren Ordinate ^^ x ist, eine abwickelbare 
Fläche. Jede Erzeugende derselben stellt die Fortpflanzung einer bestimmten 
Bewegimg dar , und diese Bewegung ist charakterisiert durch ein Wert- 
system von M und 0). In einem Punkte der Rückkehrkante treflfen iwei 
unendlich nahe Erzeugende der Abwickelbaren zusammen. Dort hören die 
einfachen Lösungen von Hugoniot auf, gültig zu sein; es tritt hier eine 
Diskontinuität erster Ordnung auf, eine diskontinuierliche Änderung d«r 
Geschwindigkeit und der Dichtigkeit, eine Stoflwelie. Die Fortpflanzungg- 
gesch windigkeit einer aolchen wird nach Riomann und Hugoniot abgeleitet. 
Zwischen den Resultaten heider Autoren besteht folgender Unterschied. 
Riemann nimmt für die Beziehung zwischen dem Drucke p und der Dila- 
tation u das adiahatische Gesetz von Poisson an und setzt demgemäß för 
die Änderung dieser Größen zu beiden Seiten der Diskontinuitätsfl&che die 
Gleichung an 

Hugoniot dagegen verwirft die Gleichung pa" — l; da ihre Ableitung 
eine kontinuierliche Änderung von p und a voraussetzt, und ersetzt dir 
vorstehende Gleichung durch folgende: 

Für unendlich kleine Unterschiede zwischen p^ und p^ sowie u, und Vf 
geben beide Gleichungen dasselbe Resultat. 

Es wird dann noch die Bewegimg in einem von zwei derartigen 
Stoß wellen begrenzten Teile der Röhre untersucht. Die Lösung ergibt 
sich in Form von Reiben, deren einzelne Terme sich sukzessive bestimmen 
lassen, während mau über ihre Konvergenz nichts auszusagen vermag. 

An diese vier Kapitel, deren Inhalt ausführlich analysiert ist, schließen 
sich noch drei weitere an, hinsichtlich deren wir uus mit einer kurzen Über- 
sicht begnügen. In Kap, V werden die allgemeinen Bewegungen einu 
Gases (ohne Beschränkung auf nur eine Dimension) behandelt. Es winl 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer Diskontinuität ermittelt, und gewisse 
allgemeine Satze über solche Diskontinuitäten werden aufgestellt, z. B. daß wnf 
diskontinuierliche Änderung der Beschleunigung stets tangential zur Wellen- 
ß&che ist usw. Spezielle Aufgaben werden nicht gelöst. 

Ähnliche allgemeine Unterauchnngen werden dann (Kap. VI) für die 
Bewegungen fester elastischer Körper angestellt. Endlich wird (Kap. VH) 
die allgemeine Theorie der Charakteristiken partieller DifferentialgleidhuiigSD 
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ineiter Ordnung mit n unabhilngi^n Veränderlichen im Anschluß an die 
Untersuchungen von Beudon {Bull. Soc. Math. Fr. 1887) dargelegt. Die 
Cbarafcteristiken hilden hier (n — l)-dimensioQale MannigfaltigTieiten. Neben 
ilinen werden die „Bi Charakteristiken" betrachtet; das sind gewisse durch 
m Öjstem von n — 1 gewöhnlichen DifFerentialgleichangen erster Ordnung 
tpstimmte lineare Mannigfaltigkeiten, die auf den Charakteristiken liegen 
und ebenso wie diese bei jeder Berühningstrausformation ungeBndert bleiben. 
Giuen breiten Raum nehmen die Eustenzbe weise ein, und zum SchluB wird 
iler Fall linearer Gleichungen behandelt, der deshalb von besonderem Interesse 
i>t, Reil er unmittelbare Anwendungen auf die Bewegung raa Gasen und 
eJustiechen Körpern zuläßt. 

Dem eigentlichen Texte sind noch vier Noten beigefügt: I. Das Cauch j- 
whe Problem und die Charakteristiken. II. Über das Gleiten von Flüssig- 
keiten. III. Die durch Stoßwellen entstehenden Wirbel. IV. Die Reflexion 
Ui eisern festen Stempel. 

Halle a. S. A. WASiiEnm. 

E< A. Fouet, Le^ona älementaireB aur la tb^rie des fonotione 
analjrtiquos. Seoonde partie. Paris 1904. 8". 299 p. 

Hei der Besprechung des ersten Bandes wurde der beiden Ziele des 
■orftssers gedacht, elementare Einführung eineraeits, Übersicht der Geschichte 
der Forschung bis zu den neuesten Arbeiten andrerseits zu geben. In dem 
TOrliegenden Schlußband überwiegt die zweite Bichtung bei weitem eu 
^Oeunsten der ersten. Die darin enthaltenen beiden letzten Kapitel des 
ersten Buches (Allgemeine Definition und Darstellung von Funktionen) 
gel>eu noch eine Übersicht der Theorie der Differentialgleichungen, so weit 
"■* eben zur Definition von Funktionen dienen (Kap. VI), und der PimWtional- 
gl^ichungen (Kap. VII). Kap. VI möge hier als Beispiel dafür angeführt 
wej-den^ mit welchem Eifer und Erfolg der Verfasser Vollständigkeit an- 
gestrebt hat. Weit mehr als eine Wiedergabe der nach vier Gesichtspunkten 
8*"^ppierten Eiistenzbe weise für die Lösungen gewöhnlicher Differential- 
K'^iohungen (Cauchys Majorantenmethode, die Polygon m ethode , Picards 
"«thode der Annäherungen, endlich die von der Theorie der linearen 
^ i^flerentiaigleichnngen ausgebende Untersuchung der Singularitäten der 
■' "^nfctionen) finden wir hier; selbst über Painleves neue Untersuchungen über 
"1^ Typen von Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit festen Singularitäten 
""■i^ referiert (p. 35: Painleve „a triomphe de cett« difficulte"). Es folgen 
">e Eiistenzbeweise der allgemeinen Lösungen von partiellen DJfferential- 
Kleichungen, endlich die Untersuchungen, die an das Dirichletsche Prinzip 
^'»Itntipfon, „die Dirithletseben Probleme". Auch hier ist der Verfasser der 
"«schichte auf den Grund gegangen (Anm. 3. p. 55 usw.), hat auch die 
*^ ■'Schieden en physikalischen Einkleidungen antgezählt, die Methoden von 
^- Neumann, H. A. Schwarz, H. Poineare analysiert, einschliefllicb 
■■ilberta „Rettung des Dirichletsehen Prindpa" {p. 72: Voici presque tex- 
^'Qellement la Note qui reaume sa demonstration). 

Es folgt nun im «weiten Buch, Kap. VIU — X die Theorie der analytischen 
^ujilrtionen nach Cauchy (Darstellung der komplexen Punktionen durch ein 
'^Ddiclegral mit Anwendung auf Laurentscbe und Mittag-Lefflerscbe 
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Entwiukliuig, Lagrangesuheltcihe mit Auflösung der Eeplersvlien Gleichung, 
Berechnung von bestiomiten Integralen durch Anderuitg des Integ ratio DBwegs. 
LaptaceHche Suhstitution hei linearen Differentialgteichungen usw.), Weier- 
straB {Pötenzreihen, aiithmetißche Methoden; allgemeine Sätze über Null«t«UeD 
and Singularitäten) und Biemanu (harmonische Funktionen als Quelle der 
analytischen, geometrische und physikalische Betrachtungen ab Ausgangs- 
punkt und Ziel; Potentiaitlieorie, Riemannsche Flächen, konforme Abbildung, 
Uiuimalfliicben, Uydrodjiiumik usw.). Besonders fein wei'den die wissen- 
Bchaftlichen Persönlichkeiten charakterisiert, Cauchys Vielseitigkeit (p. 30)_^ 

Weieratraß mit seinem un Ahel anknüpfenden Programm (p. 164), Hie- 

munns physikaUsühe Denkweise (p. 226), wobei Berichte und Beden l>e— -^ 
kannter Mathematiker herangezogen werden. 

Das zweite Buch ist von dem ersten organisch schwer zu Irenneu, nn ilJ 
so begegnen uns dieselben Gegenstände mehr als einmal, worauf der Ve^^^-. 
fasser auch aufmerksam macht (S. 88). Auch wird diese Inkongruenz durczr^rtS 
vielfache Verweise (vorwärts und rückwärts) Kum Teil ausgeglichen. (B«s~.3 
spiel: Die elliptischen Funktionen I p. 233, II p, 83 und 188; konforc 
AhbUdung I p. 53 ff, U p. 261 ff). 

Drei Stufen der Erkenntnis hat vor langer Zeit Christian Wolff fe 
gestellt; die Wahrheiten verstehen, die Überzeugung duruh Eindringen 
die Beweise za gewinnen und endlich mit ihnen arbeiten zu leinen, 
selbst Neues zu schaffen. Wer sich vor alleui das erste Ziel gestellt 
wird sich gesättigt von der voUen Tafel erheben, die Herr Fönet 
ebensoviel Geschmack wie Verständnis angerichtet hat. 

Leipzig. Heikiuch LrERUANs. 

N. J. LobtttschefskiJH, „imaginäre Geometrie" und „Anwendung A. «r 
imagin&ren Geometrie auf einige Integrale". Aus dem liusKi-'c}« ^ti 

übersetzt und mit Aiunerkiingi'n herausgegeben von Heinrieh Liebmnrm n, 
Leipzig 1904, B. G. Teubner. XII u. 188 S. Preis B J(. A, u, d. T. 
Abbandlungen zur Geschichte der raathema tischen Wissensuhat^n Heft ML^JT. 
Man muß Herrn Liebmann dankbar sein, daS er der von Herrn Engr "*! 
veranstalteten Übersetzung der lieideo wichtigsten geometrischen Ahhandlnng^"'"'' 
Lobatgchefskijs und seiner eignen Ausgabe der Pangeoaietrie eine übeisettoi^^'K 
der „Imaginären Geometrie" und der „Anwendung der imaginären Geomelr" ''^ 
auf einige Integrale" hat folgen lassen. Es liegen nunmehr die Hauptwc " 
des großen nissischen Mathematikers, nachdem sie Jahrzehnte; lang rei 
waren, in mustergültigen Ausgaben vor. Die hier zu besprechenden bei 
Abhandlungen erschienen zuerst in russischer Sprache in den Kasaiier 
lehrten Schriften 1835/36, und obgleich Grelles Journal uu Jahre 1837 i 
französische Bearbeitung der ersten Abhandlung brachte, so hat tu liebteit 
ihres Verfassers wohl nur ein Mathematiker, allerdings der größt«, 
na dB, von ihnen eingehendere Kenntnis genommen. Wohl mag g«nd- 
bei diesen Schriften die unübersichtliche, oft schwer verständliche Darstellung, 
ihrer Verbreitung hinderlich gewesen sein, und an sie wird wohl GanB if-- 
erster Linie gedacht haben, als er in eioem Brief an Gcrling schrieb, d»: 
die grfißercn Aufsätze Lobatschefskijs einem verworrenen Walde gleii 
durch den es, ohne alle Bäume erst einzeln kennen gelernt tu h&bea, 
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tist, einen Durchgang und t'bersiuht zu finden. Man muQ siuh diesem urteil 
»or Augen halten, um die Schwierigkeiten ku ermesaen, die der Herausgeber 
uu hfiwältigen hatte, und wenn wir wohl auoh nie daau komm 
alle Däiune einzeln m kennen, so hat er doch in emsiger Pionierai'beit fQr 
din Erschließung des Urwaldes so viel getan, als sich tun ließ. Uurch ein 
sorgfältiges Inhaltsverzeichnis und eine Einteilung des bii 
gliederten Textes in Kapitel und Paragraphen, vor allein aber durch außer- 
ordentlich eingehende Anmerkungen, welche die im Original meist fehlenden 
Zwischen roch Diuigen ausflihrlith entwickeln, hat er das Studinni der Ab- 
iiandliingen so weit als möglich erleicliert. Fast möchte es sogar scheinen, 

»als habe er stellenweise des Guten zu viel getan. Ha könnte z. II. der 
ansfährliche Beweis von Fonnel (47) der aweiten Abhandlung (S. 63), in 
der ein bestimmtes Integral durch Gansmafauktionen ausgedräckt wird, durch 
eiaen Hinweis auf die ganz identische Formel (64) der ersten Abhandlung 
^S. 22) und die dazu gehörii^e Anmerkung ersetzt werden. Die Übereinstimmung 
beider Formeln tritt sofort zutage, wenn man Lobatschefskijs kuriose . 
Schreibweise der Binomialkoeffizienten und der Ganunafunktion durch die 
ä-bliche erset/t, wie es auch Herr Engel in seiner Ausgabe (S. 205) getan hat. 
Über den Inhalt der beiden Abhandlangen ist das Wesentliche bereibt 
"v^on Herrn Engel in seiner ansfOhrliolien Lebensbesehreibung Lobatschefskijs 
S«sagt worden. Hier sei nur kurt bemerkt, daß sie keineswegs zur Bin- 
fftbrnng in die imaginäre Geometrie bestimmt und geeignet sind. Ihr 
Haupt gegen stand ist vielmehr die Entwicklung der Formeln für die Flöchen- 
ujid labaltsbestimmung in verschiedenen Koordinatensystemen und ihre An- 

K;ndang auf die Theorie der bestimmten Integrale. Von den äußerst 
hlreichen und mannigfaltigen Eesultaten erwähnen wir nur die interessante 
mlction L{x) — —fdxlogcosjr, durch die sich das Tetraeder Volumen 

^nsdrQcken laßt, und die Integration einer bekannten partiellen DitFeruntial- 
^leichung der mathematiacben Physik durch Doppelintegrale, bei der ein 
A^'ergleich mit der Poissonachen Darstellung {vgl. Burkhardt, Bericht über 
Entwicklungen nach osziUierenden Funktionen S. 607 ff.) von Interesse ge- 
"iTesen wäre. 

IStraßbnrg i. E. ~ Paul Ei-stbin. 

m. LejeDiie-Diriehlcts VorleBungen über die Lehre von den ein- 
fachen und mehrfachen beatimmten Integralen. Herausgegeben 
von G. Arendt. Braunscbweig 1904, Vieweg & Sohn. XXIU u. 476 fi. 
Preis geb. J( li 
Eine freudige Überraschung hat Herr Arendt den Mathematikern 
liereitet, indem er die ungemein sorgfältige Nachschrift einer Vorlesung 
lejeune-Dirichlets über bestimmte Integrale vom Sommer X854 der 
Öffentlichkeit äbergab. Er hat durch diesen schönen Beweis treuer PietAt 
den hnndertsten Geburtstag seines großen Lehrers in der würdigsten Weise 
f(efeiert und gleichzeitig die mathematische Literatur um ein vorzügliches 
Xiehrbuch bereichert. Zeigen diese Vorlesungen an jeder Stelle die Meister- 
Bcliaft der Darstellung, die wir an allen Schöpfungen Dirichlets be- 
wundem, 80 erhalten sie noch dadurch einen eignen Beiz, daß in ihnen 
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die Persönlichkeit des großen Mathematikere lebendig hervortritt 
einzelnen Redewendungen, in den eigenartigen Fremdwörtern, in der frischen 
und abwechslungBreichen Diktion, die ganz die Unmittelbarkeit des ge- 
sprochenen Wortes besitzt, glaubt man ibn selbst zu hören, und wenn man 
sieht, mit welcher Klarheit er bei jedem Problem das Wesentliche hervor^ 
ziiheben weiß, wie er jeden sich darbietenden Weg verfolgt and die einzelo«a 
Methoden gegeneinander abwHgt, so erhält man den Eindruck eines voll' 
endeten Kunstwerks, und man begreift die tiefgehende Wirkung, die dieser 
Mann auf seine Hörer und auf die Gestaltung des mathematischen Hoch- 
schulunterrichts ausgeübt bat. Um nur einzelne Beispiele herauszugreifen, 
sei die Darstellung der Attraktion eines homogenen Ellipsoids, die Inhalte- 

r'fa) 
bestimmuBg der Ellipse, die Ableitung des Integrals fiir -^-r- hervorgehoben. 

Legt man bei einem zur Einführung bestimmten Lehrbuch den Haupt- 
wert mehr anf die Art der Daratellnng, als auf inögliubste Vollständigkeit, 
so liegt es auf der Hand, daß ein Werk, wie das vorliegende, nicht ver- 
alten kann, wenn es auch naturgemäß nicht überall dem heutigen Stanil 
der Wissenschaft Rechnung tragt. Der Herausgeber hat es mit Recht onter- 
laasen, Ergänzungen in diesem Sinne in den Text aufzunehmen, vielleicht 
aber wäre es in einer zweiten Auflage möglich, einige besonders wichtigs 
Gegenstände in Supplementen zu behandeln, so wie es Herr Dedekind in 
seiner Bearbeitung der zahlen theo retischen Vorlesungen Dirichlets getan 
hat. Wir denken hier an den zweiten Mittelwertsatz , vor allem aber an 
den Cawhysrhen Intei/nilfaU und seine Anwendungen; erscheint er doch 

gerade füi' Integrale wie i dx oder / '-■'"7/ '^^i die in diesen Vor- 

lesungen die bedeutsamste Rolle spielen, als das natürliche Hilfsmitlej. 
Eine der Wichtigkeit des Satzes gerecht werdende Darstellung könnt« f 
wohl an Stelle des letzten etwas fragmentarisch geh alt«! neu Abschnittes 
„Fundamental eigenscbaften komplex ■ imaginärer Funktionen" treten. 
StrsBbnrg i E. Paul Epsti 
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Schwalbe, GmndriS der Astronomie beendet und herausgegebed 

Prof. Dr. H. Böttger, Braunschweig 1904, Friedrich Vieweg und Sohn. 
XIV u. 319 S. 
Dieses Buch, das zugleich die Neubearbeitung des astronomischen 
Teiles von Sohoedlers Buch der Natur bildet, ist von dem rühmlichst be- 
kannten Verlag in geradezu verschwenderischer Weise ausgestattet worden. 
Nicht weniger als 13 große Tafeln, darunter 6 schöne Spektialdoppelbililnr 
sind neben 170 Textbildem dem Werke beigegeben. 

Ein kurzes Lebensbild des um die Förderung des natnrwissenschafUiehen 
Unterrichts wohlverdienten Verfassers leitet dasselbe ein. Das Buch ioll 
„diejenigen Tatsachen aus der Astronomie enthalten, deren Kenntnis dem 
gebildeten Laien erwünscht ist," Wir tUrcbten, daß diejenigen, welche in 
dieser Wissenschaft noch Laien sind, des ti'Ockenen Tones in dem Werke, 
der Otter in eine bloBe AufzShlung von Namen und Tatsachen ausartet, 
bald satt sein und ihi'e Kenntnisse wo anders suchen werden. Die- 
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jenigen aber, die es etwa ah Nachschlagebttch venvenden mächten, werdeu 
ä~otz der anscheinend übersichtliclieu Gliederung bald finden, daß lusaimneD- 
pehßrende Gegenstände getreunt, dieselben Sachea an verschiedenen Stellen 
behandelt werden, mancbe wichtigeren Tatsachen fehlen, und hei andern der 
n^kieste Standpunkt der Wissenschaft nicht eingenommen wird. So findet 
ina.0 in einem kaum 5 Seiten langen Kapitel mit der Überschrift: „Das 
Pl^metensjstem, die Keplerschen Gesetze und das Newtonsche Attraktious- 
g^setz, die Kant-Laplacesche Hypothese" hinter Newton eingeachaltet die 
l*^ fcensgänge von W.H ersehe 1,B esse 1 u.a., da/u bei dem erateren Bemerkungen 
at>er große Femrohre. Der Kantschea Hypothese kann aber heute, da 
Di«=ht bloB die Bllckläufigkeit der Monde der SuBersten Planeten, sondern 
g»*iM besoaders die mechanische Wärmetheorie so sehr dagegen spricht, kaum 
mehr als ein historischer Wert heigemeaaen werden. Damit Mit auch die 
S. 107 gegebene Vorstellung von der Weltentstehung, Daß heute die Meile 
noch überall als Maß zugrunde gelegt wird, mufi verwundern. Die Erd- 
iuvensionen sind zweimal gegeben, nämlich 8. -14 und S. 154 und zwar 
w-^ichen die Zahlen voneinander nicht nnbedentend ab. Hier ist auch die 
If-^Lsse der Erde ganz falsch angegebun, weil oflenhar 1 cbkm ^= lü^ 1 ge- 
setzt ist, statt 10" 1. Dabei ist in Klammem diese Masse mit 9 gültigen 
ZiCem (595 562 713) angegeben, während die Dichte der Erde doch kaum 
iLxff '2 gfUtige Zitfera bekannt ist (!). 

Neben den in das Druckfehlerverzeichnis bereits aufgenommenen habfu 
^^ix noch folgende Druckfehler und Stilhärten gefunden: S. 21 Jt = ,',, 
*fc"*^a3 tiefer = ^j, 4 Zeilen weiter: „die 12. Stelle (soll heiUen Dezimal- 
l" «rtjchstelle) der Zahl ji ist im Vergleich mit der Einheit weniger als 
1 _ Sekunde Zeit im Vergleich zur Zeitdauer von 31 000 Jahren" (soll 
''^i-Üen: etwa ebensoviel als I Sekunde gegen 100 000 Jahre). Nebenbei 
8^^^iigt, muB man sich bei dem ganzen, geometrische Begriffe, die fiir das 
I' «*lgende notwendig sind, erörternden Abschnitte fragen: wem soll damit 
e^«:3icnt werden? Der Laie wird schwerlich Mathematik daraus lernen, 
'►^»isonders wenn er S. 31 lernt, daß der sin 10" gleich 0,868 und auch 0,17365 
^^■* rm kann — es gehen nSmlich die Begriffe SinusUnie und Sinnszabl durch- 
**-*=»- ander. 

S. 33: „wenn die Erde einer Kugel entspricht, so wäre ihre Gesaml- 
"^^^srfläche" (statt: „ist"). S. 28, wo übrigens die Bezeichnungen init denen 
"^*- Figur nicht übereinstimmen, wird das Verhältnis der kleinsten zur größten 
ß«i.tfemung der Erde von der Sonne = „3000:3030" statt 3000:3100 
K*2-«etzt, S. 38 „dem" statt dm. 

8, 56; „Der Himmel erscheint als hohle Halbkugel" (er erscheint be- 
ta-nntlich viel flacher). 

S. 85 unten: „Massenbestinimnugen der Fixsterne lassen sich nicht 
'dachen"; dagegen spricht, daß S. 95 die Siriusmasse angegel^en ist, wie sich 
^«nn überhaupt hei Doppelsternen mit Parallaxe die Masse des Systems so 
g«nan wie jene angeben läßt. S. 95: „Die Entfernungen der Doppelsteme 
Voneinander sind noch nicht genau bekannt"; einige Zeilen tiefer ist dieser 
Abstand tiir die Komponenten des Siriussystems angegeben. S. 113: „Die 
Schätzungen über die Temperaturgrade der Sonne schwanken von 7000" 
bis 160000"" (das Stephan-Boltzmannsche Gesetz liefert 6000"). 
S. 143. Der Entdecker der Marsmonde heißt „HeU" (statt Hall). S. 14i. „Diu 



klimatischen unterschiede auf äem Jupiter müssen physikalisch (?) s 
Bein wegen der geringen Neignug dos Äquators gegen die Ekliptik." l 
paar Zeilen tiefer ist Jupiter ein noch glühender Planet genannt; da 
dürfte aber die Sonnenstrahlung in ihren klimatischen Wirkungen gegen < 
Eigonwärme des Planeten vei'sch windend sein. S. 155: „Die Uondb« 
ist eine Art Schraubenlinie (Epizykloide)" (!). Auf derselben Seite 43' li, 
statt 43 Min. 11,5 Sek. 8. 163: „Die Sonne steht für die unter d 
Äquator hegenden Gegenden des Mondei fast immer im Zenitkreiae" (die 
Ausdruck ist im ganzen Buche nicht erklärt). S. 166: „Die Flnthtlhe i 
Ostsee beiragt bei Kiel 70 mm, bei Triest 0,7 m (1)". S, 167: „Icog 
isos" (die Attikev sagen: 'ffoe = isos). Ebenda: „Die doppelt« Pm( 
geht in 24 St. etc. vor sich" (1). Der Absatz über die Hafenzeit iüt üb 
haupt verworren und unverständlich. S. 169 ist der Beginn einer Hoi 
finstemis (für Braunschweig) ll** 35™ p. m. gesetzt (offenbar ist nilttl 
Ortfizeit gemeint), 5 Zeilen tiefer steht bei andci-n einfach 10| Ühr abei 
ohne Angabe, ob mittlere Ortszeit eines bestimmten Ortes oder welche 2 
sonst gemeint ist. S. 170: ,^e weiter zwei Orte östlich oder westUcli * 
einander entfernt sind". Ebenda: „dreimal seltener". Auch sonst komn 
Ausdrücke wie „dreimal kleiner" häufig vor. S, 4i). Was ist eine „Ueridii 
terz" (Knoten)? auf S. 7 ist nur die Einteilung des Kreises bis 
Sekunden gegeben. 

S. 161. „Biela hat den nach ihm benannten Kometen sehr genau I 
rechnet." (Er bat ihn nur 1826 wiedergefunden). Bei dieser Gelegenh 
sei erwähnt, daß B. 1S2 die Kometen als zum Sonnensystem gehörig i 
gesehen werden, und daraus auf die „Kugelgestalt" des Systems gescfalo» 
wird. S- 184 kommt der Name Andromediden vor, ohne erklBrt zu se 
8. 102: „bis 1848 waren 200 Sterne 3. Klasse spektroskopisch erforsch 
8. 198 linden wir als wissenschaftliche „Instrumente" auch „Zeitbestimmange 
S. 200 werden ,,popuifire und populär-wissenschaftliche" Darstellungen uut 
schieden, S. 218: „Späteres Mittelalter und Neuzeit, Die Astronomie 
Wissenschaft". (Ptolcmäus' Almagest ist also nicht wissenscbaftiich). 

Es würe nicht schwer gewesen, zu diesen Beispielen von Inkorrekthetl 
noch andere zu gesellen, die dem Buche schaden; wir meinen aber, d 
diese beim Durchblättern gefundene Auslese genügt. 

Cbarlottenburg. H. Samtxr. 



Höfler, AloiH, Physik mit ZusStxen aas der angewandten HaU 
matik, aus der Logik, and Pejchologie. Mit 2^)0 pbysikaliscli 
Leitaufgaben. XXXI u. it'iS S. Braunschwoig, Vieweg u. Soha. Ö 

Das Buch ist eine . der bedeutendsten Erscheinungen auf dem G»hü 
der Scbul|>bysik, Es ist für die Hand des T/ehrers hestiniuit und Mit il 
bei seinen Vorbereitungen zum Unterricht sowohl sachlich wie malhodä 
ein Führer sein. Der Verfasser des Buches, der si<:h bei der AugnrbeitnJ 
der Mitwirkung von Dr, E, MaiS, weil. Realsohulprofessor in Wien at 
von Dr. Friedr. Poske, Prof. am Askanischen Gymnasium in Berlin, i 
erfreuen gehabt bat, ist in der Lehrerwelt durch seine Arbeiten über di 
Aufgaben und die Methoden des physikalischen Dnterriobti genügend befcui: 
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In dem vorliegenden Hucbe hat Höfler seine Erfahrunffen ans einer 
mehr als fünrundr.wanKigjiihrigeu Lehrtätigkeit niedergelegt. Daß das Buuh 
die Frucht einer langjährigen und erfolgreich en Arbeit ist, ertlLhrt man 
schon beim flöchügen Durclihlüttern des Buches. Ein eingehendes Studium 
desselben beweisl aber, daß der Verfasser mit risemem Fleiüe, mit großem 
Geschick und mit einem hohen Verständuig ftlr die bildende Aufgabe des 
Physik Unterricht es an dem Buche gearbeitet hat, dessen Abfassung er nach 
spinen eigenen Worten „als ein nicht unwesentliches Stück Lebensaufgabe" 
betrachtet hat. „Mit allen übrigen Faktoren des physikaUschen Unterrichts 
kat das Lehrbuch die eine Aufgabe gemeinsam, ilas natürliche, noch nicht 
pfajslkatiscbe Denken auf die Pfade des physikalischen Deukans erst binflber- 
asuleit^n". Diese Worte des Verfassers kenuaeichnen die Art und Weise, 
vfie die Bearbeitung und Durcharbeitung des physikalischen Lehrstoffes aus- 
geführt ist. Die Anleitung zur vorurteilsfreien Beobachtung eines physi- 
Icaliachen Vorganges wird an den Anfang gestellt, dann werden aus dieser 
Seobacbtung heraus erst die Begrifl'e UTid Gesetze der physikalischen Er- 
schein ungs weit entwickelt und zueinander in Be/.ichung gebracht. Die An- 
ordnung des gesammten Lehrstoffes ist systematisch, doch in den einzelnen 
Kapiteln tritt die methodische Behaadlung der einzelnen Gebiet« in den 
"Vordergrund, gewiß nicht Kam Schaden für das Buch und fttr diejenigen, 
«Sie das Buch benutzen. Infolge dieser eigenartigen Anordnung ist das Buch 
■^Tohl geeignet, nicht nur als Handbuch für den Physiklebrer zu dienen, 
sondern auch denjenigen ein eri'olgreiches und bildendes Selbststudium der 
Physik zu ermöglichen, „die sich unabhängig von jedem Schülerbedürfnis 
für Inhalt und Methode der modernen Physik interessieren und mehr oder 
Kninder lebhaft vermissen, einen guten Physiknnterricht zu rechter Zeit 
^mplangen -ta haben". 
. Inhaltlich zerfällt dos Buch in die drei Teile: l) Mechanik, 2) Wärme, 

[ Schall, Licht, (welche als Physik der Sinne squalitUten zusammengefaßt werden), 
3) Elektrische und magnetische Erscheinungen. An diese drei Hanptteile 
echtießt sich als vierter Teil die Behandlung der astronomischen, meteoro- 
logischen und chemischen Erscheinungen au. Ein Anhang enthält dann 
noch Zus3(jce aus der angewandten Mathematik, aus der Logik und Psycho- 
logie und physikalische Leitaufguben. Für die Mechanik ist die Einteilung 
in Phoronomie und Dynamik kennzeichnend. Mit Recht ist mit der früher 
Vbttchen Einteilung der Mechanik in Statik und Dynamik gebrochen. Die 
Mechanik der sogenannten Molekularwirkungen wird erst ganz an das Ende 
der Mechanik, erst hinter die Mechanik der luftförmigeu Körper gestellt. 
Mit dieser Anordnung ist Referent durchaus einverstanden, denn leider werden 
die erst zu physikalischem Denken zu erziehenden Schüler meist viel zu früh 
.mit den Molekülen und den Molekularkräften auf einer Stufe bekannt gemacht,, 
wo sie kaum einen Begriff von den Kniftwirknngen überhaupt haben. Der 
hypothetische Cbarakter der Molekel muß doch auch im Unterricht gebührend 
hervorgehoben werden; das kann aber uiu" dann geicheheu, wenn die Schüler 
schon einen gewissen Grad physikalischer Bildung besitzen. 

Den ßchluß der Mechanik bilden die mechanischen Schwingungen und 
die Wellenhewegungen. An diese wird meist die Akustik unmittelbar an- 
gegliedert. Du ist hier nicht der Fall. Vielmehr ist die Lehre vom Schall 
mit der Lehre von der Wärme und vom Licht unter dem Namen „Phyaik 
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der Smnesquali täten" zusammen gefaßt. Es ist also dae psydiiologifl^ 
Moment des Tones für die Angliedemng an Wärme und Licht maßgebend 

gewesen. 

Die Lehre vom Licht ist eingeteilt in A. geometrische Optik, B. LeutA- 
tende, wäimende, chemische und andere StrahleD, C, Erklärung der einfachsten 
Lichterstheißungen aus der Wellenlehre, II, Einige weitere Erscheinungen 
der Intorfereni, Polarisation, Doppelbrechung des Lichts. Aus dem letit- 
genanuten Kapitel könnte wohl die Tafel VI ohne Schaden fortbleiben, da 
ein solehes buntes Bild ohne Erklärung im Texte wenig Wert hat. 

In der Elektrizitütslehre wird von dem Begriffe des Potentials, der 
schon in der Mechanik heim firavitationsgesetz als Arbeitsbegriff eingeführt 
ist, ntitzlicher Gebrauch gemacht. Die Beziehungen des Potentials Kum 
Ladungsgrade eines Elektroskopes, zu der Bedingung des elektrischen Gleich- 
gewichts auf elektrostatisch geladenen Leitern, zur elektrostatischen Influen«, 
zur KapazitätS' und Ladongsinenge, und v.u den Bedingungen des Entstehens 
eines elektrischen Stromes werden im Zusammenhange musterhaft dargestellt. 
Aus der ElektrizitBta lehre mag noch besonders das Kapitel über elektrische 
Wellen und Lichtwellen hervorgehoben werden, wo die Hypothesen Maxwclls 
and die Versuche von Hertz außerordentlich geschickt und klar vorgetragen 
werden. 

Daß den Begriffen and Erscheinungen aus der Astronomie und aus der 
Meteorologie besondere Abschnitte gewidmet sind, verdient ebenfalls An- 
erkennung, da sonst diese Gebiete, die ftir jeden gebildeten Menschen gleich 
wichtig und interessant sind, und die sich noch dadurch auszeichnen, daß 
jeder physikalisch gebildete Mensch ohne Apparate seine Kenntnisse hierin 
durch eigene Beobachtung vermehren und erweitem kann, meist in den 
PhyaiklehrbQchem sehr zu kurz kommen. 

Alle schwierigeren mathematischen Ableitungen sind in den mathe- 
matischen Anhang verwiesen. Das kann man mit Freuden begrüßen, denn 
hierdurch wird vermieden, daU die mathematischen Ableitungen das physi- 
kalische Bild der Naturerscheinungen verschleiern. Hier finden sich sogar 
rein mathematische Entwicklungen, die zum Yerstfindnis der Ableitung der 
physikalischen Formeln nötig sind. Der logische und der psychologische 
Anhang verdient ebenfalls besonders hervorgehoben zu werden. Das Kapitel 
„physikalische Leitaufgaben" enthält eine Reihe wichtiger physikalischer und 
physikalisch-mathematischer Beziehungen, die in Form von gelösten Aufg&ben 
den physikalischen Wissensbereich und das physikalische Verständnis zu ver- 
tiefen wohl geeignet sind. 

Alles zusammengefaßt, kann das Buch zum eingehenden Studium und 
zu eingehender Benutzung von selten des Lehrers bei seinen Vorbereitungen 
für den physikalischen Unterricht ans vollster Überzeugung des Referenten 
aufs wSimste empfohlen werden. 

Hamburg. E. GuiusEUt» 

Heinrich Liebtnann, ÜTiohteuklidiaohfi auometrie. Mit 22 Figuren. 

Leipzig l!K)fl, G. J. Göschensche Verlagshandlimg. Sammlung Schubert, 

Bd. 49. 248 8. 8". 
Der Verfasser bespricht in Kap. 1 das Parallelenpoatulat und einige 
seiner Scheinbeweise; sodann wird in Kap. II die logische Möglichkeit der 
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nictit^uklidiacheD Geometrie durch KoDstruktion ei; 
mittels des Kreisnetzes dargetan. Nunmehr erfolgt der aiiomatiache Auf- 
bau in deu Kap. 117— VI, nämlich synthetische (IH) und analytische (VI) 
Geometrie, die Trigonometrie (IV) und Lttngen- und Inhiiltsmessungen (V), 
Die heiden letr.ten Kapitel bringen Einzelheiten der sphärisch - eUiptiscben 
Geometrie and der uichteuklidisuhen Mechanik. In der analytischen Cieo- 
metrie geht der Verfasser bis zur Theorie der Kegelschnitte vor. 

Im einzelnen ist zn bemerken, daß die nichtgezeiclineten Figuren 
Tielfach unzureichend beschrieben sind. Ob es überbaui>t gut ist, an Figuren 
m sparen, darüber sind die Ansichten sehr geteilt; ich halt« die Aneabl der 
Figuren für viel zu gering. 

Daß die projektive öcometrie und die damit in Verbindung stehenden 
Untersuchungen von Klein, Cayley und Beltrami unberücksichtigt ge- 
blieben sind, halte ich für einen schweren Mangel des Buches, der ein tieferes 
Eindringen in den Gegenstand verhindert. (Die Theorie der Kegelschnitte 
£. B. konnte gut weggelassen werden, zumal sie ja doch nur kurz skizziert 
ist. Wenn man die geodätische Abbildung zur Verfügung hat, l&Qt sie 
nch übrigens mit wenigen Sätzen erledigen.) Diese Lücke wird durch 
die guten Einzelheiten nicht ausgeglichen. 

Grunewald. Geuhakd Hebsenberg. 



Burg, Dr. Robert, Sammlung algebraisoher Aufgaben für gewerb- 
liche und techniBche Lehranstalten nebet einer Abhandlung über 
das StabTecbnen. Frankfurt a. M. 1905, Franz Benjamin Auffartli. 
kartonniert Jl 3,50. Auch in 5 Heften ä 60, 60, 75, 75, 75 Pf., 
1901 — 1905, dazugehörig ein Tabellenheft, 1901, das aber der Sammel- 
ausgahe fehlt. 
An mathematische Lehr- und Übungsbücher mit dem Titelvermerk „fBr 
gewerbliche und technische Anstalten, Fortbildungsschulen" u. dgl wird man 
fietreffs mathematischer Gründlichkeit im allgemeineD keine hohen Anforderungen 
stellen, da man ihren Schwerpunkt in den praktischen Anwendungen sucht. 
Im Gegensatz hierzu hat der Verfasser der vorliegenden, im Auftrage des 
Vorstandes der städt gewerbl. Fortbildungsschule 7.u Frankfurt a. M. aas- 
gearbeiteten Sammlung gezeigt., daß es sehr wohl möglieb ist, ein wesentlich 
praktischen Zwecken dienendes Unterrichtawerk zu schaffen, das auch wissen- 
schaftlich befriedigt und betreffs wirklicher mathematischer Schulung vielleicht 
sogar mehr erstrebt, als leider noch vielfach dem arithmetischen üuterrichts- 
betriebe unserer höheren Lehranstalten entspricht. Begrifflichen Schwierig- 
keiten (Rechnung mit Null, den negativen Zahlen etc.) wird nicht aus dem 
Wege gegangen, sondern auf ihre Klärung gerade Wert gelegt und zwar 
in didaktisch vorzüglicher, durch geschickt« Fragestellung sehr einfacher 
Veiae; nirgends findet man auch den Verh&ltnishegriff und die Proportio- 
.Oalitat so vielseitig beleuchtet, wie hier, und eine im Hinblick auf die 
«ninente praktische Verwendung der gebrochenen Benennungen so danken«- 
verte ausgiebige Behandlung derselben. Die erwähnte Betonung der mathe- 
matischen Schulung beeinträchtigt dabei in keiner Weise die in erster Linl« 
doch praktische Bestimmung der Sammlung, indem rein Theoretische« pwc 
MisgeBchlossen blieb, die rein algebraischen Rechenaufgaben keine uiut 
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besonderen Schwierigkeiten enthalten, sondern flberall genau ihrem jeweiligen 
Zwecke gemüB gebildet sind und die sehr zahlreichen Textaufgahen, die 
von großer Vielseitigkeit und reicher Kenntnia des Verfassers Zeugnis ab- 
legen, überall dem Interessentreise gewerblicher Schüler angepaßt, wirkllchea 
Vcrhllltnissen entnommen worden sind , nirgends gekünstelte Fragestellung 
zeigen; sie nehmen zugleich Bezug auf vorausgesetzt« Parallelpensa in öeometrie, 
Physik, Meclianik und elementarer Festigkeitslehre. Die Hefte 1 bis 3 führeii 
bis 7,a den Logarithmen und quadratischen Gleichungen, enthalten also etwa 
das Pensum einer sechsk lassigen Realschnle und kännen auch diesen Schulon 
warm empfohlen werden. Das 4. Heft bringt nach mannigfachsten An- 
wendungen des Früheren, besonders der Proportionen, in seinem letzten Teil 
Berechnungen von Körperinh alten, Trägheits- und Biegungsmomenten, sowie 
Scbwerpuuktabestimmungen, nach der Cavalierischeii Methode mit den 
Formeln für die Summen der potenzierten Zahlen. 

Das 5. Heft gibt eine Anleitung zum Gebrauch des logarithmischen 
Rechenschiebers. Auch hier strebt der Verfasser vor allem danach, unbedingte 
Sicherheit zu enüelen; es gelingt ihm, die ganze Handhabung des Recheu- 
atabes einscblieülicfa der Setzung des Dezimalkommas sehr einfach und ein- 
heitlich zu gestjLJten, die Einheitlich keit auch bei den Kubikwurzeln duroh- 
zuführen. Zur Stellenauswertung bedient sich Verl', statt der bei den 
Technikern üblichen unsicheren, auch nicht immer raschen Methode des 
Taxierens einer einfach konstruierten Uhr (D. R. G. M. 224 723, bei Dennert 
u. Pape, Altona, fllr M 1,60 erhältlich). Dieselbe leistet zweifellos vorzügliche 
Dienste; doch erscheint es dem Ref. noch einfacher, die betreffenden Zählungen 
an den Fingern der rechten und linken Hand vorzunehmen, wenn man nicht 
überhaupt den Regeln in der Anweisung von Nestler (Lahr, 1905) den 
Vorzug gibt. Die Anleitung enthalt 136 vollständig gelöste, zum Teil an- 
gewandte Aufgaben, mehr als hinreichend, um eine vßlüg sichere Hand- 
habung des Rechenschiebers zu bewirken; sie dürfte deshalb vor den schon 
vorhandenen den Vorzug verdienen. 

Die Sammlung ist eine in jeder Beziehung hervorragende, durchaus 
selbständige und eigenartige Leistung, sorgfältig redigiert und druckfehlerfrei; 
viele ihrer Aufgaben werden voraussichtlich den Weg in andere Sammlungen 
finden; sie sei allen gewerblichen Anstalten, aber auch den Lefarem der 
Mathematik an den höheren Schulen angelegentlichst empfohlen; es mfiBte 
ein Vergnügen sein, nach ihr zu unterrichten. 

Malhausen i. E. Ä. Leuam. 
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Snyder, Dos Weltbild der modernen ITaturwiaseuaoIiaft nach den 
Ergebnissen der neuesten Forschungen. Autorisierte deutsche Über- 
setzung von Hans Kleinpeter. Mit 16 Bildnissen. Leipzig 1905, 
Joh. Ambr. Barth. XH u. 30G S. Preis 5,60 Ji. 
Der Verfasser, der mit den Errungenschaften unseres raschfindenden 
Zeitalters sich sehr genau bekannt erweist, — und zwar nicht bloß mit 
denjenigen der unorganischen Naturwissenschaften, sondern auch mit den 
biologischen — zeichnet hier in großen Zügen ein Weltbild, wie es ans 
diesen Entdeckungen zu folgen snheint. Das Buch ist lebhaft und interessant 
geschrieben, und iiuch diejenigen, die nicht in allen Pimklen mit dem Ver- 
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: einverstanden sind, werden durch die Lektüre von der ersten bis zur 
letzten Seite gefesselt werden und sich schwer von dem Bache trennen. 
Wir gestehen, daß hierin für raanyben Laien eine Gefahr liegt, insofern das 
Buch das Talsachliche vom Hypothetischen, das gegenwärtig Erreichte von 
dem erst in einer fernen Zukunft zu Erstrebenden nicht scharf trennt. Die 
physikalische Seite des Weltbildes, wie es sich insbesondere durch die 
neueren Strahl enforschun gen darstellt, wollen wir gelten lassen. Freilich 
wirkt es hier störend, daß der Verfasser Zusammengehöriges trennt und erst 
in weit entfernten Abschnitten behandelt — es macht den Eindruck als ob 
das Buch aus einer Anzahl von selbständigen Feuilletons entstanden sei. 
Auch der chemische Teil — die Entwicklung der synthetischen Chemie nach 
Berthelot, van t'Hoff und Fischer ernihrt eine gute Darstellung. Nielit 
folgen künnen wir aber den biologischen Auseinandersetzungen, die an die 
Arbeiten von amerikanischen Gelehrten Loeb und Matthews anknüpfend den 
Geheimnissen des Lebens and der Seele die Hülle nehmen sollen, die sie 
cnsem geistigen Augen bisher undarchdringliuh machten. Mag sein, daß 
die Eiperimente, an welche dabei angeknü|ift wird, wenigstens teilweise 
ananfechtbar sind; die Konklusionen aber, welche das Leben zu einer Summe 
von Garangen, das „Denken" zn einem elektrischen Vorgange machen, sind 
Dicht so zwingend, daß wir uns ihnen anschließen möchten. 

Charlottenburg. H. Samteu. 
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CrriiQsehl, Angewandte FotentialtheoTie in elementarer Darstellung. 

I. Band. Leipzig 190.5, G. J. Göschen. (Sammlung Schubert XXXVHI.) 

VIII u. 219 S. Preis geb. 6 M 

Der Verfasser will die Erscheinungen der Gravitation und der Elek- 

v^Kität aus der Potential theorie so einfach entwickeln, daß sie einem mit 

~*ö Anfangsgründen der höheren Analysis vertrauten Leser verständlich 

w©niea. Er leitet dazu in diesem ersten Teile den Begriff des Potentiales 

*** einer Arbeitsgrüße noch besonders her und beweist die Hauptsätze, weil 

**" »nöglichst wenig voraussetzt, in etwas schleppender und wegen der mohr- 

**^«ien Beweise für dieselbe Sache etwas ermüdender Weise. Die vielfachen 

^'Spiele, die er aus dem Gebiete der Gravitation heranzieht, sind gut ge- 

'^'ihlt und auch für ünterriebts zwecke verwendbar, so über die beim Eintreten 

!a^^ Sternschnuppen ins Kraftfeld der Erde auftrptende Energie und die bei 

**»r(,i| Veroicbt\uig entstehende Wärmemenge. Für die Frage, an welcher Stelle 

^'^"isclien Erde und Sonne ein Körper im Gleichgewicht bleibt, wäre die 

*>'clit realisierbare Voraussetzung für die ganze Betrachtung, daß hier die 

^rde als ruhend zu denken ist, stärker heryon.ubeben. Lebhafter ist die 

'-Darstellung der Elektrostatik, die zwei Drittel des vorliegenden 1. Bandes 

^iSfQllt, und die den besten Behandlungen dieses Gegenstandes an die Seite 

Bestellt werden kann. Hier wird auch vom Integralzeichen ein fleißigerer 

^«brauch gemacht als vorher. Die verschiedenen Elektrometer werden genau 

"esrlirieben, Theorie und Praxis derselben gut auseinandergesetzt. Die 

"lessungen des Potentiales und die praktische Untersuchung des Verlaufs 

'*^t Kraftlinien finden sogar eingehendere Behandlung als in anderen Büchern. 

''en Schluß bildet eine Behandlung des elektrischen Erd potentiales, worin 

**'e Art der Beobachtungen dargelegt und die Ebertsche lonentheorie zur 
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Wendung auf den eioKelneii Fall iiud oft auc-h anzulängUch ia den Voraus- 
setzungen, da die Elektrotechnik meist magnetisch gesattigte Eisenkreise 
anwendet. Der Elektrotechniker arbeitet mit sorgfältig ausgabildetsD 
eleinentflren Fachmethoden von greif btir physikalischer Grundlage, die in 
der Anwendung auf den Bau elektrischer Maschinen mit großer Eleganz 
und Genauigkeit vertahi-en, darOber hinaus jedoch oft versagen. Er niuÜ 
dann die Sprache der mathematischen Physik verstehen, tut sich aber meist 
Echwer damit in Ermanglung geeigneter EinfQLrung und Verbindung beider 
Darst«) 1 ungsarten. 

Daa vorliegende Werk schlagt diese Brücke, und das ist sein Haupt- 
verdlonat. Es baut sich auf die grundlegenden Experimente und Theorien der 
niathematischen Elektrizitätslehre auf, gibt einen Umriß der ganzen Elektro- 
pbysik und führt in organischer Spezialisierung auf die Berechnung und 
Wirkungsweise der elektrisobea Stromerzeuger für Gleich- und Wechselstrom 
über. Die lange Lehrtätigkeit des Verfassers und das Alter des Buches, 
das nanmehr in 7. Auflage erscheint, kommen dem Werke sehr zu gute. 
Frei von zweckwidrigen NebensilchUclikeiten ist der Inhalt nach Experiment 
und Theorie so ausgewählt, daß er dem angehenden Elektroingenieur die 
breiteste wissenschaftliche Grundlage gewßhrt. Natürlich sind in den vor- 
bereitenden Abschnitten die Grenzgebiete besonders bearbeitet, die Licht auf 
-^e engere Starkstromtechnik werfen; denn für Elektroingenieure ist das 
"Werk geschrieben. Aber der Leser ist stets imstande, aus seinem Fach- 
gebiet in die allgemeineren physikalischen Theorien überzugehen und Aus- 
blick aufs Gänse zu halten. Die dieflende Eleganz des Stils, die Klarheit 
und Präzision des Aasdnicks erionem an die französischen Klassiker der 
-exakten Wissenschaften. 

Der erste Band enthult die Theorie dar ElektrizitBt und des Magnetismus, 
^inen Abriß der MeQ künde und die Berechnung und Konstruktion der 
-«elektrischen Gleich- und Wechselstromerzeuger. Die Darstellung ist Überall 
^urch Figuren und Abbildungen von ausgeführten modernen Apparaten und 
3daschineu belebt. 

Die Einleitung behandelt die Maßeinheiten und die allgemeinen 
Eigenschaften der zentralen Kräfte unter Einfilhrnng des Potentials. Hierauf 
:folgen die Erscheinungen des Erdmagnetismus und der Magoetisienmg des 
i;is*ns. Der Abschnitt über ElektrizitBt bringt zunächst die grundlegeoden 
lErperimente, die Meßinstrumente und die Theoreme der Elektrostatik, die 
'Wirkungen elektrischer Entladungen, die Kathoden-, Röntgen- uiid radio- 
aktiven Strahlen; dann folgen die ohemischen, thernioelektrischen und 
"Warme Wirkungen im elektrischen Stroiukreis. Die auf einen elektrischen 
fitmm im magnetischen Feld ausgeübte Wirkung wird durch Einführung 
magnetischer Blätter und des Kraftlinienbegriffes geschildert, und Ausdrücke filr 
-die Energie zweier magnetischer Blätter aufeinander wenlen entwickelt. Hierauf 
folgen die hauptsächlichsten magnetischen Meßinstrumente und die theoretische 
Begründung Urea Konstruktionsprinzips. Die Translations- und Rotations- 
bewegungen eines Leiters im magnetischen Feld werden bestimmt. Den 
Abschluß bildet die Berechnung des magnetischen Stromkreises und eine 
Zusammenstellung der elektromagnetischen Einheiten und ihre Verhältnisse 
i den statisohen nud dynamischen Maßeinheiten. 

Nun werden die allgemeinen Gesetze der elektromagnetischen Induktion 
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und die Bicbtungsregeln fUr indazierte Ströme entwickelt. Dann wird die 
Gleichung eines Stromkreises mit Widerstand und Selbstinduktion aufgestellt 
und der Energieinhalt zweier magnetisch gekoppelter Stromkreise berechnet 
Hierauf leitet der Verfasser die Neumannsehen Formeln für den Koeffizienten 
der Selbst- uud gegenseitigen Induktion und die Gleichung für das Ver- 
balten eines Stromkreises mit Widerstand, Kapazität und Selbstinduktioa ab. 
Darauf entwickelt er in dem Abschnitt über Wechselströme die in der 
Technik gelttnfigen Begriffe unt*r Annahme von Sinuswelle fiir Strom und 
Spannung und studiert den Einfluß von Selbstinduktion und EapazltSt anf 
die PhaaenTertichiebuug zwischen Strom und Spannung. Die graphische 
Behandlung von Wachse Istromproblemen wird in Anwendung auf instmktiTe 
Beispiele und als Gegenstück die sogenannte symbolische DarEt«Uang von 
Vektoren mittels imaginBrer Größen gelehrt. Letztere Methode dienl dem 
Verfasser da^u , den Verlauf von Strom und Spannung längs einer langen 
mit Widerstand, Selbstinduktioii , Kapazität und Ableitung durch undichte 
Isolation behafteten Leitung zu berechnen. Die Entstehung und mechanische 
Wirkung von Drebfeldem, die Wirbeistrom Verluste in Metallmassen und die 
Stromverteilung im Querschnitt massiver Leiter bei hoben Periodenzahlen 
sind Gegenstand von EinzelscbUdenmgen , die mit einer Terminologie der 
in der Wecbselstromtechnik fibÜchen Bezeichnungen enden. Den Bertz- 
scbon Wellen und der Funtentelegraphie ist ein eigenes Kapitel gewidmet. 
in dem die Hertz-Maxwellschen Fundamentalgleichungen abgeleitet werden. 

Es folgt ein Abriß der elektrotechnischen Meßknnde. Die gebrBach- 
licben Meßetalons und technischen und physikalischen Instrumente werden 
beschrieben nnd die Methoden zur Messung von Spannungen, StrßmeD, 
Widerständen, Kapazitäten, elektrischer Leistung, der magnetischen Feld- 
starke, der Permeabilität und Hysteresis nnd der Koeffizienten der gegen- 
seitigen und Selbstinduktion im Abriß vorgeführt. Dieser Abschnitt ist ein 
Auszug aus des Verfassers Werk über elektrische Messungen. 

Der Verfasser geht nun auf die elektrischen Stromerzenger im weiteren 
Sinne über und bebandelt zunächst die thermischen und galvanischen 
Elemente, die Sekundärbatterien, hierauf die technischen Gleich- und Wechsel- 
stromerzeuger. 

In dem Abschnitt über Thermoelemente beschreibt er den Peltier-, 
Seebeck- und Kelvineffekt und gibt die gebräuchlichen Formen der Thermo- 
elemente wieder, insbesondere in ihrer Anwendung als Pyrometer. Die 
elektroraotorisebe Kraft der chemischen Zellen wird aus der Wflrmetönnng 
nnd der absoluten Temperatur nach den Formeln von Lord Kelvin, 
Helmhöltz und Nernst berechnet. Hierauf werden die in der Telegraphie 
nnd Telephonie gebräuchlichen Elemente beschrieben. Von den Sekundär- 
batterien werden zunächst die Elemente ohne Eisen, insbesondere der Edison- 
akkumulator erwähnt. Hierauf werden die chemischen Aktionen, die Lade- 
nnd Entladekurven der Bleiakkuniulatoren und ihr mecbaniseber Aufbau 
besprochen. 

Der Verfasser gebt nun auf die praktich wichtigen StarkstromerMuger 
über. Er beschreibt zunächst die einfachsten Formen der Gleichstrom- 
mascbine und legt die mit der Stromwendiing verknüpfen Vor^nge klar. 
Dann gibt er Schemata und Ausführung der gebräuchlichen Gleichstrom- 
ankerwicklungen. Er behandelt danach die Hauptstrom-, Nebenschluß- und 
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Compoimdmaschme mit gemischter Wicklung im einzelnen imd gibt ihre 
Theorie nnd die Prüfongsmethoden an fertigen Maschinen. Dann folgt die 
graphische Konstruktion des elektrischen Verhaltens und Betrachtung des 
mechanischen Aufbaus von Gleichstrommaschinen. Hierauf werden aus- 
geführte moderne Typen beschrieben und eine Maschine fOr gegebene 
Leistung, Spannung und Tourenzahl vollständig durchgerechnet. 

Der Abschnitt über Wechselstromerzeuger ist kürzer gefaßt, da sich 
vieles wiederholen würde. Zunächst ist geschildert, wie die elektromotorischen 
Kräfte in den verschiedenen Wicklungsanordimngen induziert werden; dann 
folgen Betrachtungen über den Einfluß von Kapazität und Selbstinduktion 
auf die Leistung von Wechselstromerzeuger und Wicklu9g8schemata für den 
induzierten Anker. Hierauf werden moderne Maschinentypen beschrieben 
und die Messungen zur Ermittlung der Kurvenform des Wirkungsgrades 
und der Streuung fertiger Maschinen gelehrt und die Methoden zur Yoraus- 
bestimmung des Spannungsabfalls vorgetragen. Das Kapitel über Parallel- 
schaltung von Wechselstrommaschinen bringt eine graphische Darstellung 
und analytische Berechnung der oszillatorischen Schwingungen imd begründet 
die Regeln für Inbetriebsetzung und Aufrechterhaltung eines guten Parallel- 
ganges. Den Abschluß bildet die vollständige Durchrechnung des elektrischen 
Teiles einer ausgeführten, früher beschriebenen Maschine. 

Wir konnten bei der Reichhaltigkeit des Inhalts nur eine Skizze Ues 
gebotenen Stoffes entwerfen und schließen unsere Besprechung an dieser 
Stelle mit dem besonderen Wunsche, daß mancher Lehrer der Mathematik 
und Physik Einsicht in das Werk nehmen möge. Nichts ist geeigneter, das 
Odium, das der höheren Mathematik und mathematischen Physik in den 
Kreisen der Ingenieure gelegentlich noch anhaftet, hin wegzunehmen, als 
solche Werke, die mit wissenschaftlicher Strenge Einfachheit imd durch- 
sichtige Klarheit des Gedankenganges und der Darstellung vereinigen. 

Berlin, 6. Oktober 1904. H. Linsenmann. 

Borel^ £• Le9on8 sur les fonotions de variables röelles et les döve- 
loppements en söries de polynomes. Paris 1905, Gauthier-Yillars. 

Das vorliegende Werk ist gleich einer Anzahl früherer Werke desselben 
Verfassers ein Mittelding zwischen einem Lehrbuch und einer Monographie. 
Der Herr Verfasser greift eine Anzahl ihm besonders wichtig erscheinender 
Probleme aus der Theorie der reellen Funktionen heraus, die er auf Grund 
neuerer Arbeiten imtersucht und teilweise weiterfahrt. Daneben befindet 
sich je eine Note der Herren Painleve und Lebesgue dem Werke bei- 
gef&gty von denen die erste sich auf die Darstellung analytischer Funktionen 
durch eine unendliche Reihe von Polynomen, die zweite auf die Theorie 
der unstetigen Funktionen bezieht. 

Von den genannten beiden Noten und einer kurzen weiteren von 
Herrn Borel selbst abgesehen, zerfällt das Werk in fünf Kapitel. Das erste 
Kapitel enthält einige Untersuchungen aus der Mengenlehre, die für das 
folgende von Bedeutung sind. Im zweiten Kapitel wird vor allem der Satz 
über die gleichmäßige Stetigkeit stetiger Funktionen beleuchtet und an der 
Hand einer Untersuchung von Herrn Baire auf unstetige verallgemeinert. 
Femer wird die Definition des bestimmten Integrals zunächst nach Riemann 
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gegeben, sodann aber eine Erweit«nmg derselben nach Herrn Lebesgue «nt- 
wickelt. Der prinzipielle Unterschied zwischen beiden Daratellungen liegt 
darin, daQ Ricniann seinen Betrachtungen Intervalle der unabfaSo^gi-o, 
Lebesgue dagegen der abhängigen Veränderlichen zugrunde legt. 

Daa dritte Kapitel bezieht sich auf die ünteräuchung voa unendhcheu 
Reihen, deren Glieder reelle Funttionen von j- sind. Im Anschloß an 
neuere Untersuchungen Ton Herrn Ärzelä werden die hinreichenden and not- 
wendigen Bedingungen dafllr aufgestelll, daß eine derartige Reihe, fall) 
ihre Glieder stetig sind, selbst stetig ist. Dann aber vrird auf Grund der 
Lebesgueschen Integraldefinition die Integration derselben in Betracht gezogen. 

Von besonderem Interesse ist das vierte Kapitel. Dasselbe bezieht sich 
auf die Darstellung stetiger Funktionen durch eine onendlicfae Ksihe von 
Polynomen. Hier geht der Verfasser etwas ausfährlicher vor und ent- 
wickelt zunächst mehrere bekannte Methoden, die für die Lösung des 
angedeuteten Problemes in Betracht kommen. Referent möchte vor allem 
auf die Annähern ngsmethoden von Tscbebyscheff aufmerksam machen, die 
in neuester Zeit in einer wertvollen Göttinger Dissertation von Kirehberger 
neue Beleuchtung gefunden haben und sich durch Eigenart und Tiefe aus- 
zeichnen. 

Daneben setzt Herr Borel das genannte Problem mit dem Interpolatioos- 
problem in Verbindung, ohne freilich die Beziehungen nach allen Seiten 
hin klar zu legen. Er beweist den wichtigen Satz, daß eine jede stetige 
Funktion mit Hilfe gewisser Interpolationsfunktionen analytisch dargestellt 
werden kann, wenn ihre Werte für rationale Werte der Argumente gegeben 
sind. Dieser Satz ist um so wichtiger, als die bisher vorzugsweise ver- 
wendeten Interpolationsfunktioncn — die Lagrangeschen — nach neiureo 
Untersuchungen von Herrn Runge u. a. hierzu nicht geeignet sind. 

In den letzten Jahren ist von Herrn Bajre neben der Darstellung der 
stetigen auch die Darstellung der unstetigen Funktionen durch Polynome in 
Betracht gezogen werden. 

Diesen Untersuchungen ist das fänfte Kapitel, sind femer die an- 
gedeuteten Noten der Herren Lebesgue und Borel gewidmet; indessen 
kann von einer Skizzierung derselben abgesehen werden, da mittlerweile 
Herr Baire eine Monographie hierüber veröffentlicht hat. 

Die beigefügte Note von Painleve fällt insofern aus dem Rahmen 
des Buches heraus, als sie sich auf die Darstellung komplexer Fanktionen 
durch Polynome bezieht, ist aber aufgenommen worden, da aus derselben 
Schlüsse auf die Darstellung reeller Funktionen gezogen werden können. 

Der Grundgedanke von Herrn Painleve besteht darin, mit einer ge- 
gebenen Pot«nzreihe 

f(l) = „^ + a,t + a^f + ■ ■ ■ 

gewine msengeude konvergierende Reihen zu verbinden, deren Glieder 
Vtt 7i> Vtt ■ ■ -1 f ■' - ■ ■ ^''^^ homogen und linear aus den Koefäzienten der 
PotüüreÖifl zusammensetzen und welche /'(l) darstellen — wobei f(t) fiir 
die positiven Werte von t zwischen und 1 als holomorph vorausgesetzt 
ist. Die Kenntnis derselben ergibt unmittelboi* die gesuchte Darstellung 
von f^x). Es wird gezeigt, wie man derartige Reihen konstruieren kann. 
Dresden. M. Krause. 
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Jten6 Bnire, Le^oae sur les fonotions diBOOBtinues. Paris 1^05, 
Gauthier -Villars. 

Unter den jangeren Mathematikern, die die Ideen und R«saltate 
Georg Caotors auf spezielle Probleme der Analysis anzuwenden ver- 
standen, st«Iit neben E. Borel inabesondere Rene Baire in erster Linie. 
Sein Ilauptverdieust bildet die Erledigimg der Frage, unter welcben Be- 
dingiiDgen eine konvergente Reibe von reellen stetigen Funktionen eine 
punktweise unstetige Funktion darzustellen vermag. Dieses Problem hat er 
&uf Grund neuer uod eigenartiger Hilfsmittel in seiser Pariser These zuerst 
behandelt. Kürzlich hat er die Ergebnisse seiner These zum Gegenstand 
von Vorlesungen am College de France gemacht, und nunmehr liegen diese 
Vorlesungen in der von E. Borel besorgten, bei Gautbier -Villars erscheinenden 
Monographien Sammlung als besonderes Heft vor. Man schuldet dem Pariser 
Verlag und dem Herausgeber sicher Dank , daß sie die moderne Ent- 
wickelung der Funktionentheorie, die zur Zeit bei unsem Nachbar» vor sich 
t^eht, weiteren Kreisen in guter Darstellung zugünglicb machen. 

Die Problemstellung des Verfassers knüpft aa die bekannte Tatsache 
an, daß eine konvergente Reihe von stetigen Funktionen nicht notwendig 
eine stetige Funktion darstellt ; ein Unstetigkeitspunkt ist bekanntlich ein 
I'unlrt ungleichmäßiger Konvergenz. Man kann nun fragen, welches der 
allgemeinste Unstetigkeitscharakter einer Funktion ist, die durch eine kon- 
"vergente Reihe stetiger Funktionen dargestellt wird. Man findet leicht, da& 
de Funktion höchstens punktweise unstetig ^ein kann, und fragt sofort, ob 
dieses Resultat auch umkehrbar ist. Die Antwort fällt negativ aus; viel- 
znehr ist die Funktion nur dann dui'i.'b eine konvergente Reihe stetiger 
I'unktionen darstellbar, wenn sie hüchstens punktweise unstetig nicht allein 
in beiug auf das Intervall ii . . . h selbst, sondern in bezug auf jede 
^jtrfekte Menge ist, die diesem Intervall angehört. Andererseits ist auch 
jede so beschaffene Funktion wirklich darstellbar. 

Der Weg, den R. Baire geht, knüpft an einen gelegentlich bereits 
von Du Bois-Rejmond und Arzelä benutzten Kunstgriff an, der die Be- 
trachtung von Funktionen einer Variablen auf ein Problem zurückführt, das 
Tnnktionen von zwei Variablen betrifft. Ist s„(/) die Summe der n ersten 
■ bezüglichen konvergenten Reihe, so stellen die Punktionen 
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W «ine Folge stetiger Funktionen dar, die gegen eine Grenzfnnktion ä^^(x) = /"{.r) 
' "Stonvergieren. Nun sei a . . . b das Intervall, flir das die Funktionen be- 
■trachtet werden, so konstruiere man über a . . .b ein Rechteck und ziehe 
in ihm eine Reihe von Parallelen zur Grundlinie a . . . b, die sich gegen 
€1 . . . b häufen, und von a . . . b den Abstand y^^ y,, . . ., g^, . . . haben. 
Definiert man dann eine Funktion F(x,y) so, daß sie auf der Parallelen 
S = y» ""' •*ii(') übereinstimmt, und daß sie sich auf den zur i-Achse 
gezogenen Parallelen zwischen y^ und ,v,^.i linear ändert, so hat man eine 
I Funktion t'{x,ij), die innerhalb des ganzen Rechtecks stetig ist; und wenn 
:maii diese Funktion F(x, ij) so konstruieren kann, daß sie auf a . . .b mit 
/(j) übereinstimmt und in jedem Punkt von a . . .b iu be/.ug auf i/ stetig 
ist, so wird alsdann fi^) eine Grenzfunktion der stetigen Funktionen .",(r) 
darstellen. Die Behandlung dieses Problems geht nun weiter so vor sieb. 
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daß die Konstruktion einer geeigneten Funktion F{x,g') mnächBt für dpa 
einfachsten Fall ausgeführt wird, daß ünstetigk ei ts punkte von f(x) nur in 
fl und b liegen. Da aber die Werte, die eine solche Funktion im Innern 
von zwei verschiedenen Intervallen hat, einander nicht heeinäussen, so kanii 
man eine Funktion, die in a,h,c unstetig ist, so darstelleu, daß man «e 
auf II ... 1/ und h . . . r dem Vorstehenden gemäß bildet. So gelangt mau 
allmKhIiolt dazu, die Darstellhai'keit nachzuweisen, wenn die Menge dir 
Uugtetigkeitspunkte endlich, unendlich groß mit einem Häufungspunkt u°w. 
ist; bis sich schliefllicli in dam oben genannten Satz die aJlgeraeioste Bf 
dingung für die Lage der Unstetigkeitap unkte ergibt. 

Im Beginn des Heft«s gibt der Verfasser eine ausführliche Darstellung 
der wichtigeren Begriffe und Satze fiber Punktmengen, darunter auch die- 
jenigen, die er selbst gefunden hat, wie die Unterscheidung der Punktmengen 
in solche erster und zweit-er Kategorie. Eine kürzer gehaltene Ausdehnung 
der Untersuchungen auf Funktionen von beliebig vielen Variablen bildet 
den SohhiB, Übrigens ist eine eingehendere Inhaltsangabe der Galrescbeo 
Resultate in dem Bericht über Mengenlehre enthalten, den der Referent vor 
einigen Jahren veröffentliclit bat. 

Königsberg i. Pr. A. Schobnplies. 

fmile Borel. Alggbre.') Premier cycle 256 p.; second cjole 379 p. 
Deuxieme edition. Paris 1904, Armand Colin. 

Das Buch ist zur Einführung in die elementarsten Teile der Algebra 
bestimmt- Es ist ganz auf französische Verhältnisse zugeschnitten: „redige 
conformement aux nooveaux programmes". Es behandelt die Anfangsgründe 
und geht bis zu den Gleichungen zweiten Grades, den Proportionen und 
geometrischen Heihen, den Logarithmen; dabei wird nur der Bereich der 
reellen Zahlen benutzt. Der Stoff des ersten und der des zweiten Bändchens 
ist nahezu der gleiche; das zweite liefert „conformement au programme" 
eine erweiterte Wiederholung des ersten. 

Den deutschen Mathematiker wird mehr die Form als der Inhalt 
interessieren. Die Behandlung ist recht geschickt. Der Verfasser läßt ab- 
strakte Erörterungen beiseite; Schwierigkeiten um- oder übergeht er; er 
knüpft stets an Verhultnisse des täglichen Lebens an, um neue Einfübrungi-n 
verständlich zu machen; und er verwendet die erlanglen Resultate sofort 
für praktische Zwecke. So erscheint die Theorie nicht als willkürliche Kon- 
struktion des Verstandes, sondern als notwendige Behandlung von Fragen, 
die durch Probleme gestellt werden. Deshalb tritt auch die geometrische 
Prilsentation algebraischer Verhältnisse überall erläuternd ein. Mit Vei^ 
gnügen verfolgen wir die französische Eleganz auch auf rein Wissenschaft- 
lii.'hem Gebiete. 

Gießen. E. Netto. 

nocb in 
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1. Aaf|g;aben und Lelirsätze. Lösungen. 

A. Aufgaben nnd Lehrs&tze. 

149. In einer Ebene sind zwei sich schneidende Geraden und eine 
Kurve gegeben; jede Tangente der Kurve begrenzt mit den beiden Greraden 
ein Dreieck, dessen Inhalt A sei. Die größten und die kleinsten Wette von 
d zerfallen in drei Arten: 1) solche vom Inhalte NuU, gebildet durch die 
Tangenten vom Schnittpunkte der beiden Geraden an die Kurve; 2) solche 
Dreiecke, welche durch die Wendetangenten der Kurve mit den Geraden 
gebildet werden; 3) solche Dreiecke, gebildet von Tangenten, deren Be- 
rührungspunkt das Segment der Tangente zwischen den beiden Geraden 
hälfbet. 

Der Beweis ist sowohl mit Hilfe der Differentialrechnung zu führen, 
als auch durch elementare Betrachtungen. Zur Erläuterung diene die auf 
schiefwinklige Koordinaten bezogene Kurvengleichung y^=x^ — ^x^-\-llx — 6. 

Berlin. E. Lampe. 

160. Die zwei Punkte 

a^l^ + a,A + ^g = 

des Kegelschnittes k =^ x^\ x^ =° ^3 : ^s sind die Schnittpunkte eines Strahles, 
den zwei Strahlenbüschel gemein haben. Welche Strahlen bestimmen beide 
Büschel? Welche Strahlen ergeben sich in dem besonderen Falle Oj == 0? 

Holzminden. G. Kober. 

161. Die vier Punkte 

«oA* + a,X^ + a^X^ + OjA + «4 = 

des Kegelschnittes X = x^\x^ =^ x^' x^ sind die Schnittpunkte eines zweiten 
Kegelschnittes, die zwei Kegelbüschel gemein haben. Welche Strahlenpaare 
bestimmen beide Büschel? Welche Besonderheit ergibt sich in dem Falle aQ= 0? 
Holzminden. G. Kober. 

162. Ist iL — >L^ = einer von den drei Punkten 

üq}} + a^iL* + OjA + aj = 

des Kegelschnittes 1=^ x^i x^ = x^\ x^, so sind die beiden anderen Punkte 
jedesmal die Schnittpunkte derjenigen Sekante, welche den Schnittpunkt der 
beiden Strahlen ^^ _^ ^^^^ _ q^ ^^^^ ^ ^^^^ _ 
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mit dem Schnittpunkte der beiden Strahlen 

verbindet. Wie, folgen diese Strahlen aus dem vorhandenen Punkte A — 1^=0 
und den gegebenenen drei Punkten a,._iA + a^ = des Kegelschnittes? 

Holzminden. 6. Eober. 

153. Der Ort für die Wendepunkte aller Konchoiden des Nikomedes 
mit derselben Basis, demselben Pol, aber variablem Zwischenstück ist eine 
Neil sehe Parabel. 

Speyer. H. Wieleitner. 

154. Den Begriff i^Kreis-Kissoide^ kann man in folgender Weise de- 
finieren. Zwei Kreise berühren sich in JB. Ihre Durchmesser seieo 
AB '^ 2JK, Ä B ^^ 2r. Man ziehe durch Ä irgend einen Strahl, der die 
Kreise bez. in Q und Q' schneidet, und mache ÄP=^A'Q — A!Q\ so beschreibt 
P eine Kreis -Kissoide. — Dies ist im allgemeinen Falle eine bizirkulare 
Quartik mit Spitze in Ä. Für 12 = cx) resultiert die Kissoide des Diokles; 
för JK = 2r die Kardiokle, Man kann geometrisch zeigen, daß der kissoi- 
dale Prozeß, aus dem hier die Kardioide entsteht, dem konchoidalen, sonst 
üblichen, äquivalent ist. 

Speyer. H. Wieleifneb. 

155« Man zeige, daß die 8 Berührungspunkte der gemeinsamen Tai^' 
genten zweier Kreise mit den Badien R und r, wenn der Mittelpunkts- 
abstand a = y^2(J?'* + r^) ist, auf zwei zu einander senkrechten Geradei^ 
liegen, deren Schnittpunkt die Zentrale a im Verhältnis R^ : r* teilt. 

Speyer. H. Wieleitner. 

166. Dem gegebenen Dreieck ABC mit dem Inhalt J ein ihm Ü^^' 

liebes vom Inhalte i (< /) einzubeschreiben. Wann (bei welchem Verhäl't^ 

^j hat die Aufgabe mehr als die drei evidenten Lösungen? 

Potsdam. Otto Meissner. 

167. Man trägt auf den Seiten eines Dreiecks ABC von A auf ^^ 
bis i), von B aus auf BC bis J57, von C aus auf CA bis F die gl©i^ 
Strecke x ab; wie ist x zu wählen, damit A DEF =^ j /\ ABC? 

Potsdam. Otto Meissner. 



168. Auf den Seiten des Dreiecks ABC sollen drei Punkte A, 3-» 
so bestimmt werden, daß durch die Linien AB, AT, BF das A ABC^ 
4 inhaltsgleiche Dreiecke zerfällt. 

Potsdam. Otto Meissner- 
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159. Gegeben ein Viereck ABCB. Die Brocardschen Punkte des 
A ABC mögen B^ und B\^ die von ACB B^ und JB^, die von ABB Bj 
und Bj, von BCB Bj und B^ heißen. Wann kann ein B mit einem B 
zusammenfallen ? 

Potsdam. Otto Meissner. 



160. Man hat p Würfel und würfelt mit diesen. Nach jedem Wurfe 
läßt man alle Würfel, die 1 zeigen, liegen und würfelt nur mit den übrigen 
weiter. — Wie groß ist 

a. die Wahrscheinlichkeit W^, daß das Verfahren genau mit dem n-ten 
Wurfe ein Ende hat, 

b. die Wahrscheinlichkeit w^^ daß es spätestens beim n-ten Wurfe ein 
Ende hat, 

c. die Wahrscheinlichkeit w^ „, daß nach n Würfen n — q Würfel eine 1 
zeigen t 

Man gebe ein Zahlenbeispiel, etwa j}=»10, n=5, g = 3. 

Potsdam. Otto Meissner. 



161. Ein Trichter mit dem öfiiiungswinkel 2a^) besitzt am unteren 
Ende eine öflFhung von 9 cm* Querschnitt. In ihn strömt von oben her 



cm* 



eine Wassermenge von p . — Wie hoch steht das Wasser im Trichter, 

wenn der stationäre Zustand erreicht ist, und wie lange Zeit ist nötig, damit 
der Zustand stationär wird? 

Potsdam, am 14. Dezember 1905. Otto Meissner. 



B. Lögungeii. 



Zu 128 (Bd. IX, 181) (0. Gutsche). — Bezeichnen wir die Abszissen 
der Endflächen des geraden Zylinders mit x^ und oi^ , wobei a^ > a?i , imd 
den Radius der Endfläche mit ^, so ist das Volumen des Zylinders 

Dieses soll ein Maximum werden. Zwischen den hierin auftretenden dm 
Variabein bestehen die beiden Gleichungen 

(2) y = ^ ya~^x, = -^- V«^. 

ya ya 

Wir eliminieren zuerst y, indem wir in (l) den aus (2) folgend« 

y^ = -*£• ya« - a(xi + iCj) + x^x^ 

1) D. h. also: Die Erzeugenden des geraden Kreiskegels, 
Trichter hat, bilden mit der Kegelachse einen Winkel a. 
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einsetzen. Dann wird 

(3) r-n.^ix,- x,)ya' - a(x, + x^) + x,^, 

wobei zwischen x^ und x^ die ans (2) folgende Gleichung besteht 

(4) a{x^ + ^s) = ^ + «^i^f + ^• 

Nun führen wir in (3) und (4) die neuen Variabein s und t ein mittels 
der Gleichungen 

(5) x^-\-x^^ 8, x^x^ = ^; 

dann erhalten wir statt (3) und (4) die beiden Gleichungen 

(3') v^^ty{8'-At)(a'-a8 + T), 

(4') a« - 5« - t 

Setzen wir den aus (4^) folgenden Wert t = 8^ — as in (3') ein, so folgt 

(6) 7« - ^8\8 - a)*(4a -~ 3«). 

Setzen wir nun den Ausdruck 

8^(8 — a)*(4a — 35) = c^, 

so wird mit V gleichzeitig auch M ein Maximum. Es ist weiter 

dM 8 4 3 

■^"- == -TT + - - — 



ds 8 8 — a 4a — 3«' 
d^M 3 4 



ds* ~" s* " (ä — a)* "~ (4a — 8«)« ^ ^* 
Die aus dJtf = folgende Gleichung 

liefert für s die beiden Werte s = --{6 ± |/7J; da aber « = rr^ + ar^ grö»®^ 

als die Abszisse — der Maximalordinate sein muB, so gilt nur das o^ 
Voi-zeichen. Man hat 



6 
Für die verlangte Höhe hat man nun 



s^^M+Vt). 



Ä = Ä-j — rci = ]/? — 4 f = >/4a5 — 35* 
und mit Einführung des für s gefundenen Wertes 



;,= jv^4:=^7=;-K3(i/7-i). 

Aussig (Böhmen). stud. math. Josef Kruo. 
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Zu 129 (Bd.IX, S. 181) (G.Kohery—Ersf^Lösung: Die aUgemeine Parabel 

=■ ^ a^a^ ist in dem Falle n = 2 ein Kegelschnitt, mithin das Erzeugnis 



rojektiyer Strahlenbüschel. Wie folgen die beiden Träger dieser Büschel 
id die erforderlichen drei Paare entsprechender Strahlen aus den ge- 
»benen drei Punkten tc =» 0, y ==» a^ und den beiden absoluten Punkten 
= 0, X = ±1 durch lineare Konstruktion? — Jeder Punkt der Kurve 
== ÜQ -^ dyX -{- a^x^ ist der Schnittpunkt der beiden Strahlen y^=^aQ-{-Xx 
d rtj + a^x =■ ^, die von den Punkten y =* Oq und y == cx) der Achse 
=^ getragen werden. Die dem gemeinsamen Strahle x ==^ entsprechen- 
1 zwei Strahlen y — a^ix = a^:l und a; = oo sind Tangenten der Kurve. 
3selbe ist also eine Parabel, von welcher außerdem als Schnittpunkt eines 

bten Paares entsprechender Strahlen der Punkt = a^ + «i^ = 

'el)en ist. Die Ordinate dieses Punktes ist ?/ ~ a^; seine Abszisse aber 
die Abszisse desjenigen Punktes des Strahles y : a;= a^: — 1 , dessen 
Unate y = o^ ist. Von jedem der Tangente y =^ a^ -\- c^x parallelen 
alil wird dieses dritte Strahlenpaar in den Schnittpunkten eines vierten 
Lx-es entsprechender Strahlen geschnitten. 

Holzminden, 20. Juli 1905. G. Kober. 

Zweite Lösung. — Die zu betrachtende Parabel hat die Gleichung 

y == «0 + ^1^ + ('i^^' 

^ der 0?- Achse trage man vom Koordinaten anfangspimkte aus die Strecken 
= 1 und OB = — 1, auf der ^-Achse die Strecken OC^^aQ^ OD = a^^ 
' = Oj ab. Der unendlich entfernte Punkt der ic- Achse sei X, die un- 
lieb ferne Gerade g^g,. 

Die Koordinaten a; = 0, y =' (Iq des Punktes befriedigen die Glei- 
xig (l); daher ist C ein Punkt der ParabeL Die durch Ä und B zur 
chse senkrecht gezogenen Geraden haben mit der Parabel den unendlich 
^ernten Punkt C' gemein. Die Parabel ist also das Erzeugnis zweier 
jektivischer Strahlenbüschel (C) und (C), die noch näher zu bestinmien 
i. Nimmt man als Fundamentalstrahlen des Büschels (C') die beiden 
"^en a? T 1 = 0, die die Parabel in Pj(a: =« 1, j/ =« Oq + a^ + a^) und 
wC = — 1 » y *=" «0 ~" ^1 "t" ^) schneiden, so sind die Gleichungen der 
adamentalstrahlen CF^ und CF^ ^^s Büschels (0) 

(«1 + «a)^ — y + «0 = ^' («1 — ^)^ — y + «0 = ^• 
> Gleichungen der beiden Büschel (C) und (C') sind also 

(fli + a^)x - y + Oo — ^[(«1 - ^2)^ — 2/ + öq] = 0, 
x—l— X\x + 1) = 0. 

^lin ist noch X' durch k auszudrücken. Dazu benutze man ein be- 
^iges Paar sich entsprechender Strahlen, z. B. die Geraden x = als 
"ahl des Büschels C und x ^ 00 als Strahl des Büschels ((7'). Um aus 
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j03) (A. Krug). — Die Eckpunkte des konvexen 

1.^. Die beliebige, von A^ ausgehende Diagonale Ä^Ä^ 

diagonalen innerhalb des n-Ecks geschnitten, deren 

öiedenen Seiten von Ä^Äj^ liegen. Nun liegen auf der 

.iq)unkte A^, A3, . . . -4^_i, also Ä; — 2 Eckpunkte, auf 

iie Eckpunkte -4^^^^, Äj^^^^ • • • -^m *^80 n — Je Eckpunkte; 

e Diagonale Ä^Ä^^ innerhalb des n-Ecks von den übrigen 

(k — 2) (w — k) Punkten geschnitten. Vom Punkte Ä^ gehen 

.en -Aj-lg, ^1-4-4, . . . Äj^Ä^^i aus; demnach ist die Anzahl aller 

.des 91 -Ecks liegenden Schnittpunkte der von Ä^ ausgehenden 

jn mit den übrigen Diagonalen 

■ Ar = n-- 1 

2(fc-2)(«-fc). 

be Zahl ergibt sich für jeden andern Eckpunkt, so daß man im 
1 diese Summe n mal erhält. Dann ist aber jeder Schnittpunkt bei 
Endpunkte der beiden Diagonalen, die sich in ihm schneiden, also 
sh gezählt worden; daher ist die wirkliche Anzahl N^ der hier in Betracht 
enden Schnittpimkte * = „_i 

k=a 
nun 

-2)(n— A;)=l-(n— 3)+2(m-4)+3-(w— 5)H |-(w— 4)-2+(w— 3)-l 

•2+3H |-[n— 3])«— (1-3+2-4+3-5H 1-[«— 4][n— 2]+[n— 3][n— l]) 

'~l]t~ - - ^t2*- 1] + [3*- IJ + • • • + [(« - 2)»- 1]) 
:-2)(n-3) («_2)(«-l)(2n-8) 

~i:-2 12.-3- + 1 + « - 3 

P| (3 n [« - 3] - fn - 1] [2« - 3] + 6) 

i _ n(n-l)(n--2) (n-3) ^ /n\ 

1 12 -3. 4 "" \4/ 

Oie Diagonale Ä^A^ teilt das w-Eck in zwei Polygone, in ein Ar- Eck 
)in (w — Ä' + 2) -Eck, die zu beiden Seiten von Ä^Aj^ liegen. Die 
nale A^Aj^ wird in ihrer Verlängerung von den Verlängerungen aller 
igen Diagonalen der beiden genannten Polygone getroffen, die keinen 
ankt in A^ oder in Aj^ haben. Die Gesamtzahl der Diagonalen des 
8 ist {ä:(ä; — 3); davon geht ab die Zahl 2(ä;— 3) derjenigen Diagonalen, 
►n A^ und Aj^ ausgehen; die entsprechenden Zahlen für das (n — ^• + 2)-Eck 
\{n — k-\-2){n-k'-l) und 2(n-A;— 1). Die Anzahl der auf der 
ngerung der Diagonale A^Aj^ liegenden Diagonalenschnittpunkte ist also 

(Ä; - 3) - 2 (Ä: - 3) -f I (n - Ä^ + 2) (w - Ä - l) - 2 (ti - A* — l) 
(^. __ 3) (Ä; — 4) (« — A — l)(n-A: — 2) /* — 3\ ./**"*"" ^V 
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demnach ist die Anzahl der auf den Verlängerungen s&mtlicher von Ä^ 
ausgehenden Diagonalen des n-Ecks liegenden Schnittpunkte 

'fhx"-r')]-40+o+-+("7*)]-H"7')- 

k-9 

Nimmt man dies fElr jeden Eckpunkt des n-Ecks, so ist wieder, wie vor- 
hin, jeder Schnittpunkt viermal gezählt worden; daher hat man für die 
Anzahl N^ der außerhalb des n-Ecks liegenden Diagonalenschnittpunkte 

Bezeichnet man mit ^3 die Anzahl der Schnittpunkte derjenigen 
Diagonalen, die sich in den Ecken des konvexen n-Ecks schneiden, so ist 

"'— {"!')■ 

wenn man jeden Eckpunkt, weil sich in ihm n — 3 Diagonalen schneiden, 

^ CT").^.» .^ ..It v.u. .e„.b» V.„„»^ U. ^ 

wenn m die Anzahl sämtlicher Diagonalen des n-Ecks und JV die Anzahl 
ihrer Schnittpunkte ist, z^x 

Da nun N =^ N^-\- N^-}- N^ ist, so gilt die Gleichimg 

Dies läßt sich leicht bestätigen, wenn man für l^j seinen Wert, nämlicli 
in(r^-3)[i^ n(n-^)-l ] = i„ („ _ 3) („._ 3^ _ 3) 

setzt. Denn es ist 

G) + rr7")+»(V) 

_ n (w — 1) (n — 2) (n — 3) + 2n (n — 3) (n — 4) (n — 6) + 12n (n — S){n -J ) 
^j,Sn^^_n^ = X« - 3)(1«- 3n- 2). 

Prenzlau. W. Stegemann. 

2. Anfragen und Antworten. 

Zu 22. (8, 331). Vergleiche: A. Fleck, „Über die Darstellung gamer 
Zahlen als Summen von positiven Kuben und als Summen von Biquadraten 
ganzer Zahlen"; Sitz.-Ber. der Berliner Math. Ges. 5, 2 — 9; sowie A. Fleck, 
„Zur Darstellung definiter binärer Formen als Summen von Quadraten 
ganzer rationalzahliger Formen"; Archiv (3) 10, 23 — 38. — Danach ist 
jede positive ganze Zahl durch höchstens 13 positive Kuben und durch 
höchstens 39 Biquadratzahlen darstellbar; femer läßt sich jede quadratische 
(Landau) und biquadratische (Fleck) binäre Form als Summe von höchsten» 
5 Quadraten ganzer Fimktionen darstellen. 

Potsdam, 4. Februar 1906. Otto Meissner. 
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3. Kleinere Notizen. 

Die Aufgabe, einen WUrrel üurcli cluen iindoru dnrchznsch leben, 

Betraclstet man die isometrische Projektion äes Würfels, die ja 
regnläres Sechseck ist, so drangt sich die Aufgabe auf, durch einen gegebenen 
"V^ürt'el einen andern durchzuschieben. Man braucht zu diesem Zwecke nur 
<i«m Sechseck ein Quadrat eiozubeschreiben'), das sich dann in der Rich- 
"irxJiif der isometrischen Projektion d. h. parallel zur Würfel diagonale durch- 
schieben läßt, wobei der Würfel nur zwei Gegenecken verliert, ohne also 
^ usein and erzu fallen. ' Eine kleine Bechntmg ergibt als MaKimuiu für den in 
<ä«r isometrischen Projektionsrichtung durchgeschobenen Würfel als Kanten- 

"^s^obei a die Kantenlilnge des gegebenen Würfels ist; ausgerechnet erhält 
»«aan s = 1,0353 ■ a; Jer durchgeachobeae Würfel ist somit gi-öBer als der 
•eingebende. 

Prinz Rupert oder Robert aus dem Hause der rheinischen Pfalzgrafen 

**^llte, wie van Swiuden in seinen Elementen der Geometrie berichtel*), 

*ii© Aufgabe, den größten unter allen möglichen durehschieb baren Würfeln 

^^3- finden; diese Aufgabe löste Peter Nieuwl 

I-^iden. Van Swinden gibt sie in se 

^i*»^r seiner Zeit entsprechenden, für u 




^Sfsr. 



ers tandlichen Darstellunga- 
Da sich in bekannteren 



, ehemals Professor in 
. Elementen wieder'), jedoch in 
i mathematische Sprache schwer 



^T-ken nirgends i 



Lösung 




*^*^s«r lehrreichen Aufgabe fin- 
"-■^t-, auf welche uns Herr Pro- 
zessor Dr. Doehlemann in 
^^*Q.en Übungen zur darstellen- 
^*i Geometrie auünerksam 
^*^chte, sei es gestattet, im 
-^^^eendon auf andere Weise das 
■^*^Xiinum kurz abzuleiten: 
.^^ Denkt man sich in der 
^^gonalebene AGFD des ge- 
e^'benen Würfels ÄBCDEFGH 
\*ignr 1), dessen Kante a sein 
*«»Ögo, das Quadrat lELM mit 

^»^ Seitenlange a symmetrisch Pigi. 

*1iij Würfelmittelpunkt lie- 

8eod, so läßt sich dasselbe um PQ parallel IK durch als Achse di-ehen, ohne 
<len Würfel zu durchschneiden, denn seine Ecken kommen sofort in das Innere 
^es Würfels zu liegen. Man kann deshalb die Öeite des Quadrats ver- 
B*'Ößem und dadurch für jede beliebige, bis zu einer gewissen Grenze gehende 



n vgl. Müller-Prealoi 

2) I. H. ran Swindeo 
fibersetzt und Termehrt Ton C 

3) ebenda S. 642. 



, Leitfaden der Projektionalehre Ausgabe A; 8. 155. 
Elemente der Geometrie, aus dem Holländiachen 
F. A. Jacobi. Jena 1831; S- 394. 
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ürehang um PQ erreichen, dafl die neuen Eckeu und damit zwei Seiten 
wieder auf die Würfeloberfläcbe zu liegen kommen; dabei beschreiben die 
Ecken des Quadrats auf den beiden GegenÖUchen des Würfels eine Hyperbel, 
deren Gleichung lautet: ^i , ax — v^ = 

(/ Anfangspunkt und lA x-Aehse des Eoordinatensyat«ma.) 

Bei dieser Wandemng kommen einmal die Ecken des Quadrats auf 
die Würfelkanten zu liegen. Die bezüglichen Punkte seien J',K',L\M' 
Bezeichnet man dann die Projektion des Quadrats I'K'L'M' auf die Dia- 
gonatebene AGFD mit IlSTF und den Schnittpunkt von RU und der 
oben erwähnten Drehungsachse mit P, 
so gilt: 

Dreieck ÄBT gleicbscheuklig uml 
rechtwinklig bei B, 

Dreieck PBf rechtwinklig bei R, 
fP=^x; BP—)a-y 
AB = {aY2^\x-rS. 
Somit fB' + RP'- r^; 




d. h. [jay2 



»l/a =- l,06O660 ■ a. 



Schiebt man dieses Quadrat J'^Z'Jr&^V | 
senkrecht zu seiner Rfiche durch dev-^^ia 
Würfel, so verliert letzterer nur dü,^!» I 
Ecken B und £. Dabei ist zu bcfc ^ .A » ' 
Flg. i, merken, daQ die Durchschiebnchtua^=K:^^g 

durchaus nicht mit der Richtung d^^Brirr 
isometrischen Projektion identisch ist d. h. parallel üur Diagonale BE d».f^n 
Würfels, sondern mit derselben einen Winkel von lö" 47' 36" einschlie&B ^^St. 
Die Kanten werden bei der Durchdringung nach rationalen "i iliültiii im ■■■!■ 
geteilt, nämlich 3 : I und 3 : 13. 

Ein Modell dieser Durchdringung, welche Pigiu" 3 veranschaulicht, I 

wir für die mathematische Sammlung der üniversitüt München hergesteB 

München. cand. math. F. Kocb und I. REiiucHrK. 



Uericbtl^ng einer ArbHt ron Herrn E. T. Whittaker (Heueifcr (i), 31 

145—148). 

A, a. 0. findet sich ein Fehler, der, wenn auch leicht ra erki'nr- ^ttim. 
doch vielleicht eine kurze Berichtigung verdient Es handelt sicli ow lUf 

Darstellung von automorphen Funktionen durch unendliche Produkte, l ^^^tw 
der Voraussetzung, daß t,a Kwei Punkte in demselben Gebiet A^ und r ^.^ 
ihre Transformierten in dem Gebiet A^ sind, betrachtet Herr W, das Pto^Matt 



m 
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voD jedem Paar entgegengesetzter Indices immer nur einer zu nehmen 
ist. Da stets, auch bei der allgemeinsten Bescliaffenheit des Gebietes A, 
^i'.— tt-)* konvergiert, so ist auch das Produkt F(s,a) in den regulären 

Pnnkten absolut konvergent. Nicht richtig dagegen ist die Behauptung, 
^fi F(i,a) eine automorphe Funktion sei. Dies zu beweisen hätte Herr W, 
die Funktion F{e^,a) liUden und ihre Übereinstimmung mit F{s,a) zeigen 
müssen. Er bildet aber statt dessen die Funktion F(x^,a^), die natürlich 
gleich F{2,a) ist, da die beiden Punkte z und a gleichzeitig nur in ein 
anderes Gebiet Ä^ verlegt werden. Herr W, würde den Felder sofort er- 
kannt haben, wenn er ebenso mit der Weierstraöschen ff-Funktion vcr- 
&hren würe, auf deren Analogie mit F{z,a) er selbst auhnerksam macht. 
In dem speziellen Falle, wo schon ^(g. — a^) konvergiert, tritt an 

'Stelle des obigen da.'< einfachere Produkt 

dtis zuerst Herr Schottky (Journal für Math. 101. S. 227 ff-) betrachtet 
hat, und auf das auch leicht die Poinvaresche Theorie fDhrt, Die Funk- 
tion {1) reproduziert sich beim Übergang von / in i^ in der Weise, dai) 



<») 



«(..,»):»(«,«)- 1/^-, 






(3) 



Die Funktionen log E^(z) spielen hier die ßolle der Integrale erster 
Gattung. Aus (2) folgt, daB eine automorphe Funktion mit r 0' Punkten 
«, ..., a' und r co' Punkten ^', . .., fJ"" (wenn r'^p, d. h. größer als das 
Geschlecht des Gebietes A) von der Form ist 

und daß die p Bedingungsgleichungen zwischen den 2r Punkten tt und ß 
(unter vereinfachenden Voraussetzungen) lauten 

J'Dog >'.("'■)- log £,„(pO] = ("-!,. -Ph 

Für die Funktion i^(e, a) dagegen gibt es keine Beproduktionsglei- 
thung von der Form (2) und keine Darstellung der automorphen Funktionen 
von der Form (3), wie schon aus der Poincareschen Theorie folgt. — 

Tabiogen, Sept. 1905. Hermann Stahi.. 

Eine TerallgemelnernnK der T. Staudtscben proJektiTeu Koordinaten. 

Wegen seiner Kurze und prägnanten Fassung sei es erlaubt, einfach 
einerlei Ebene liegende Punkte 



zitieren: „Durch 
A,B,CfC\, von welchen keine drei ein 
ist ein ebenes Koordinatensystem (A,. 
itrr Geraden CCt liegende Punkt P di 
Minunt, welche ihn aas den Punktei 

ArehiT Att Mulbaitollk und Phrilk. III. Beilii! 



r und derselben Geraden angehöre 
', C, C,) bestimmt. Jeder außerhalb 
■ Ebene ist durch die Geraden he- 
Cj, C projizieren. Die Werte der 
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Würfe C^(ÄBCP), C{ÄBCyP) sind die Koordinaten des Punktes P in 
Hinsicht auf das erwShnte System." {Beitr. iw Geom. der Lage, II. § 29. 
411, pag. 266). 

Für die Punkt« der Geraden CCy iat also eine besondere Koordinaten- 
bestimmung notwendig.') Ganz ähnlich entziehen sich der v, Staudtscheu 
Koordinatenbestimmuug im Eaiinie die Punkte von der Ebene der Projek- 
tionsachsea, oder allgemeiner, wenn man diese Projektionsachgen nicht in 
einer Ebene, sondern ganz beliebig ajinimmt, die Punkte eines einschaligen 
Hjperboloid-s. (Siehe 1. ü. § 23. 412, pag. 267). Man bedarf in dieser 
Ebene bezw. fiir die Punkte dieses Hyperboloids gleichfalls einer besonderen 
Koordinatenbestimmung, 

Diese Anomalie wird vermieden, wenn raaa t. B. in der Ebene statt 
eit« Strahlenreihen erster Klasse, deren Strahlen CP nnd CP^ den Punkt 
P bestimmen, eine (nicht degenerierte) Strahlcnreihe twcitcr Kia^se dem 
Koordinatensystem zugrunde legt. 

Zu jedem Punkte i' der Ebene gehören aus der Strablenreihe zweiter 
Klasse zwei Strahlen ^, und Pj, die durch P gehen; und diese bestimmen 
wieder eindeutig den Punkt P. Man kann also als Koordinaten des Punkte» 
die Werte der zwei Würfe (aÖ;i,(-) und {abp^c) annehmen, welche p^ und }; 
mit drei fixierten Strahlen a,b,c der ßeihe bilden. Eine Ausnahme bilden nur 
die Punkt« des einhüllenden Kegelschnittes der Strahlenreihe zweiter Klasse. 
Für diese bekommen wir nur einen Strahl p, aber dennoch eine vollständige 
Koordinatenbestimmimg, indem der Strahl p doppelt zu rechnen ist, und so 
beide Koordinaten gleich, und zwar gleich dem Werte des Wurfes (abpe) 
sind. Das ganz duale Koordinatensystem erhält man, wenn man auf dem 
einhüllenden Kegelschnitt die Gerfihrungsp unkte A,B,C der Tangenten a,h,c 
ßsiert, nnd einen beliebigen Strahl p der Ebene durch die Werte der 
Würfe {ÄBF^C) und {ABP^C) charakterisiert, wo P^ und P, die Schnitt- 
punkte des Strahles p mit dem Kegelschnitte bezeichnen. 

Ganz fihnlich IsBt sich die v. Staudtsche Koordinaten bestimm ung auch 
iin Räume verallgemeinern, wenn man die drei Projektionsachaen (I. c. § 29. 

411, 412; pp. 266 — 2C7) als eine degenerierte Raumknrve dritter Ordniu 

auffaßt. .Man wird in diesem Falle also eine nicht^egeneriert« Raumkurv^^ ^^ j 
dritter Ordnung dem Koordinatensystem zugrunde legen. Von einer i 
filhrlicben Entwicklung kann man aber hier umsomehr absehen , 
diese Koordinatensysteme auch aus der so z\i sagen unmittelbar gegebene 
projektiven Koordinatenbestimmung in einem eindimensionalen Räume direk':: 
als Anwendungen des Hesseschen Übertragungsprinzips (Grelle Jonmaa 
Bd. 66, pp. 15 — 21) erhalten kann. Bei dieser Auffassung iwseres Koon 
dinatenprinzips ist es sogleich klar, daß ea auch fBr Baume von beliobige:« 
Dimensionen anwendbar ist, wir wollen daher darauf nKher eingaben. 

Es sei also «ine lineare Punktreihe £ gegeben, mit den fixen Punkte^>.A^^ 
ä',B\C'. Ein beliebiger Punkt P' der Punktreibe ist durch den Wert d»^ 
Wurfes (Ä'B'P'C") bestimmt. Das Hessescbe Übertragungsprinüp \lt-M 
die Punkte der Ebene den Punktepaaren dieser Reihe entsprechen. Ui 

1) Durch die Einführung der (Fiedleracbenl homogenen Eoonlinsten w 
•itm dadurch genüge geleistet, daß im Koordinaten dreieck eigentlich dfri gteij 
rechtigle V. Ständische Koordinateue^sleuie gegeben sind, von denen imim 
nigatens eins nicht versagt. 
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zwar geometrisch läßt sich diese eindeutige Entsprechung folgendermaßen 
statuieren: man legt einen Kegelschnitt zugrunde, welcher den Träger der 
Punktreihe berührt; dann vermitteln die zwei Tangenten Pi^p^j welche aus 
einem beliebigen Punkte P der Ebene zum Kegelschnitt laufen, die gegen- 
seitig eindeutige Entsprechung der Punkte P und der Punktepaare P^fP^* 
(Den Punkten des Kegelschnittes entsprechen Doppelpunkte in der Punkt- 
reihe.) Das Punktepaar P[,P'^ ist durch die Werte der Würfe {Ä'B'P^C) 
und (A'B'P^ C) charakterisiert; diese aber sind gleich denen der Würfe 
{abp^c) und (cthp^c)^ wo a^h^c die zweiten Tangenten aus den Punkten Ä\ 
B'n (f der Tangente s bezeichnen. Die Koordinaten, zu denen man so durch das 
Hessesche XJbertragungsprinzip gelangt, sind also dieselben, welche wir oben 




in bezug auf das System, gebildet durch den Kegelschnitt mit den fixen Tan- 
genten a^h^c, erhielten. — Bemerkenswert dürfte es noch sein, daß durch 
letztere Formulierung die etwaige Konstruktion einer projektiven Skala (so 
wie z. B. in F. Klein: Nicht- Euklklische Geometrie betrachtet ist) auf 
dem Kegelschnitt reduziert wird auf die Konstruktion einer solchen auf der 
Geraden 

Diese Verallgemeinerung der projektiven Koordinaten will natürlich in 
erster Reihe nur theoretisches Interesse beanspruchen, doch dürfte es in 
gewissen Fällen auch in praktischer Hinsicht Vorteile bieten. Diesbezüg- 
lich sei erlaubt darauf hinzuweisen, daß man sie im Dienste spezieller Zwecke, 
aber ohne allgemeine projektive Fassung in der Literatur vorfinden kann. 
So ist z. B. bei Hurwitz {Übtr die Beduktion der binären quadratischen 
Farmen, Math. Ann. Bd. 45, pag. 85) die Charakterisierung der Punkte 
eines Kreises durch den „Parameter A" und die der Punkte außerhalb des 
Kreises durch die Parameterwerte k^ und Aj, welche den Schnittpunkten seiner 
Polare mit dem Kreise entsprechen, nichts anderes als ein spezieller Fall 
der obigen Koordinaten. 

Nagy-Varad (Ungarn), November 1904. AladAr Visnya. 



Über eine besondere isothermische Spiegelung* 

Den Begriff der isothermischen Spiegelung als der konformen Ab- 
bildung einer Spiegelung gegen die Gerade setze ich als bekannt voraus, 
ebenso den der Bizirkularspirale oder logarithmischen Doppelspirale, die als 
isogonale Trajektorie eines KreisbüscheLs oder als stereographische Projektion 

22* 
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der gewöhnliehen oder verallgemeinerten Kugel loiodrorae betrachtet \ 
kann. Aus ihr lassen sich die In versions verwandten der Röhrenfläche der 
logarithniischen Spirale (mit vei'Underlieher Kugel) ableiten. (Über diesen 
Gegenstand schrieb ich zuerst in der Zeitschr. für Math, u, Physik XIV, 
1H71, spAter in Grelles Journal und in der Einfflhruug in die Theorie 
der isogonalen Verwandtschaften, auch im Bd. III meiner Stereomefrif, 
Leipzig bei Göschen.) 

Die isothermische Spiegelung gegen die Bizirkularspirale beOdtistfi 
Schnittwinkels y ist eine ziemlich allgemeine Operation insofern, als st 
auch die Spiegelung gegen die gewöhnliehe logaritlimischr Spirale, die Krti»- 
invirMon, die Spiegelang gegen die Gerade als besondere Fßlle einschheBt. 
Trotz des transzendenten Charakters ist sie der elementaren Behandlung m- 
günglich, DaB Steiner auf den Gegenstand nicht eingegangen ist, Urp 
wohl daran, daß Ijei den Konstruktionen in der Regel ein tran^izeadeDt« 
Element nur mit Annäherung gezeichnet werden kann. Von dort aus eber 
ist alles mit Zirkel und Lineal zu erledigen. Ebenso leicht und elegut 
laßt sich die analytische Formulierung ausgestalten, wie das folgende »igt 

a) Spitffelutig gegrn die Bmrkvlars^iraie vom Schniftainkd y ml dai 

1^ + 1 
Polen ± 1 . die durch ritien beliebigeti PunH x-= a = — ^ der rr^ 

Arhse geht. 

Die Gleichong der spiegelnden Kurve ist 



(1) 



>« 



°r — i<p — x) cos j- = Ol sin y. 



Die Radiivektores p und q gehen von den Punkten « = i 1 aus, qi nnd i 
sind ihre Neigungswinkel. Das Spiegelungsgeaetz der Geraden ergibt hier 
folgende Koordinatenbeziehungen: 

(2) lg I = (lg peos 2y + {>p-x)Bm2y + 2o, sin^y 



(3) 



? — Isin 2y — (<p — xi con2y — '2a, siny eosy = 



4 

Jt hier 



Dabei kann man die großen und die kleinen Buchstaben mit einud^i' 
vertauschen. Es entsprechen also einander in Bizirkularkoordinaten &' 
Kurven E ch are n : 



w 



<M 



(5) 



f [(•.?» 


• ä). + (y-zl!io2, + »i.,sm',). 


(•«f- 


"1 2? - (» - l)m 2r - 2o,sm,coay 



■)]=»■ 



Äu.-i (2) und (3) ergibt skk. daß da» Krcisbüschel durch ± 1 utdäi' 
Orthogontdaehar ton Kreisen in tteri Orthogonalsrharm ron BiiirkularspiTlif 
übergehen. Aus (4) und (ö) folgt, daß jede Bieirkularspirale der « (0 
gehörigen Schar in ein anderes Individuum derselbe» Schar Obergthl, y^' 
der Orthogonalschar in sieh seth^. Jede kotipolare Doppetspirale geht in '*"' 
ebensolehc über. Die ganze Geometrie der Ebene geht durch diese Spieg^ 
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lang in eine neue Geometrie über. Drückt man u nnd v in Cartesischen 
Koordinaten aus, so genügen beide identisch der Laplac eschen Differential- 
gleichimg ^jU — 0. Die Ausdrücke u und v sind selbst isothermische 
Koordinaten mit allen physikalischen, kartographischen und sonstigen Be- 
ziehungen. 

b) Aufgäbe. Durcti tcdche TransfomuUionsfarmel wird diese isofftermische 
Spiegelung vermittelt? 

Aus 

^ ^ (igf)smy — (9 — z)cosy, t;i- (Ig^)cosy + (9 — X)siny 
folgt 

Ml + Vit — (lg M (siny + tcosy) — {q> — z)(co8y — isiny) 

= i (cos y — » sin y) lg [^ c^'^^" /)] 
oder 

Ui + v^i = t(cos7 — t8in>) lg y^^-y^qj^' 

Die allgemeine Transformationsformel für die Spiegelung gegen die Isothermen 
u — k^ ist U + Vi'= 2Ä-1 — (u — rt), wobei u aus U und v aus F 
durch Vertauschung von + i mit — i entsteht. 
Sie geht hier über in 

t(coS7-»smy)lg^j^-py^-^ = 2ai8my~[-t(co8-/ + t8my;lg^ yi+lj* 
Daraus folgt leicht 

Daraus folgt die gesuchte Transformation in der Form 

(7^ (X+Yi)= U-yt + iJ 

c) Kombiniert man diese Bpiegeluog mit ^irürm l/'fnklap|#«rj iir/j din 
reelle Achse, so braucht man auf d<;r f**i:hUfU Htr'iU* von (1 ) nur \ i m'ii 
— i zu Tertauschen. Dies gibt du. Funläi/m hßmplr/m ArgiimrnlM 

7_ ''/ 1 n 



(B) 



1/ Mj 



oder 

Das Oanze kozLort aI<»o auf ^;im( l'uttV^vm um *\m Oi<ft(«R 

(9) ;i - -^ • '' *^'^ '^ 
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hinaus, wo k und c komplexe Eonstanten sind. Die eingehende Unter- 
suchung einer solchen Funktion bezw. konformen AbbUdimg bietet aber 
keine Schwierigkeit und ist ein einfaches Übungsspiel. 

d) Eiffenschaften dieser Abbildung. Sie ist konform und int^tdoriick 
und bedeutet eine Abbildung der Ebene in sick, woraus sich zahlreicbt 
einzelne Beziehungen ableiten lassen. Charakterisiert ist sie durch die Er- 
hallung der konpolaren Doppelspiralen beliebigen Bchnittwinkels*}, wobei der 
letztere im allgemeinen geändert wird. Bei der Festhaltung der Pole ± 1 
kann man die Spiegelung mit UmUappnng um die reelle Achse, d. h. die 




Transformation (8), mit Doppelspiralen von beliebigen Schnittwinkeln 
mehrfach wiederholen, dann kann man die Änfangsgebilde durch eine einzige 
Abbildung derselben Art in die Scblußgebilde überführen, d. h. man h»t 
eine Transformalimisgruppe im Sinne von Lie. Letzteres zeigt sieh an der 



Transformation Z - 



{z+i r+k(t- 



-if 



(2+lf-kiJt~i)' 



Unterwirft man hier Z der Trans- 



f.™..i.„ d.r„ib..Art t-!-f +-!S-t ■' ;!l- V '» i.t?-'-^ +""'+*'''"" '^'- 



Hier geben 

I) Mit einem Kreigbüschel. 



(if+l)='-)-i,(Z- 
und kfh'' neue komples 



Konstanten, so daß die erst« 
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Funktion und die letzte von derselben Gestalt sind. Dies kann man be- 
liebig oft wiederholen, stets leistet die zusammenfassende Abbildung derselben 
Form dasselbe, wie die Reihenfolge der vorangegangenen. 

Diese Transformationsgruppe enthält die oft behandelte durch 

Z=^^^T- dargestellte als besonderen Fall in sich und bedeutet eine 

erhebliche Erweiterung insofern, als die Exponenten komplexe Größen sind 
e) Untencirfl man Gebilde j die gegen eine Doppelspirale beliebigen 
Sdiniüirinkels y und mit beliebigen Polen (a^ + b^i) und (a, + b^i) isoüiermische 
Spiegelbilder sind, eifier beliebigen Kreisinversion, so bleiben die Gebilde zu- 
sammengehörige Spiegelbilder gegen die neue logarithmische DoppeLipirale^ 
die aus der ersten entsteht. Ist einer der Pole Inversionszentrum, so entsteht 
aus der ersten Doppelspirale eine gewöhnliche logarithmische Spirale. Kennt man 
also das Spiegelungsgesetz für die letztere, so kennt man es auch f&r die erste. 
Die Spiegelung gegen die gewöhnliche logarithmische Spirale wird durch 
die Funktion 

X + Yi =* (x — yi)«»2y+««"»2y . g- «»i «in /(«»• /+'■*»/ » f(z — yi) 

vermittelt. Vergleicht man damit die Gleichung (6 ), so erkennt man die Formel 

woraus ^, .^ 

'Ux-yi -hlJ 

folgt, so daß man sich alle EMrlmungen ersparen kann. Eott^ireebeudet 
gilt für die Abbildung mittels der Funktion komplexen Argununits. 

Dies ist der analjtifiche Au&druck für d» eljeo (hsvi^tUt^ gilt aber w^fit 
allgemeiner in folgender Form. 

Uniertcirft tmam im ei$t^ konformen AMMdung Z «- f(t), dU Hn^. in^ 
voluioris€k€ (al$o isoÖi^rwdi^cke Spüi'^ung whui l'mklappung um dM, rt'jM^, 
Achse) sein soO, die beiden VariaMn derfsM^n 7'rafu/forfßi/jUi/m Z^ — //^A 
'i ^ fi\^\ ^ entsteht di^ Gkifitum^ U^Z \ »- ff\i\ 'x\ diu, na^M Z tjd^ t mf' 
gelost, eine neue FumkA^m Z « fit) fßd^ t — f^Z) gi^A, die eilten ffdUf int'^ß' 
lutoriseh ist und eime is<4lienmibe^e Hpi^jgeiung n^M IJwikUipp^rt^f bedeuOi 
Die Wiederholung diyjser f}p*rfä¥/fi^m gifA eiv*e Tromfff^m^di/mitgrujfj^, hei 
der der ime<duiori»d*e ClturaJier tu d^i If4*;fMrn/Anien ifli/iri, h^'\k 'ii>*wr 
Satz erspart Tiele B»edbaiiiiigeii und itibrt ^yiAh^i*^'h /m *ritiMr /toi^u Aty/Mhl 
lösbarer Bpiegeluzij?ezL 

{) Besondert FälU^ ZrkAi>ifL*:k^ \'*fr*'}fjfM/'Jbuu§f*^ii i<rteU'U ^^j«, wwi« 

y = 45* ist. Die Gkiyhuiz^ cUfr ^'ih^Pt^sAMi Kurv«; iM »Usth l^. ^*f> '/;-''/ 
Die Koordiiialieiibezi*'bui.;?»'t: w»^fcU?tJ 

^ ^ "* ^ ' 7J " '^. * ^ - V ^^ '>. 

Bei der öpieg»;lui4r y*^»9t ^ik. i*/y^;^4^wini^ /yv;/^i>»|/>»«lA /m 4^/^ ***** '^" 
Polen zz 1 ^iruiprö*.'i*»« iwao «ffrv.«*(U*# ^ü Ku«v^«4 
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Die Kreise des Büschels durch ± 1 verwandeln sich in die Kreise der 
Schar. Jede Schar von Doppelspiralen beliehigon Schnittwinkels geht in 
die Orthogonalschar über. Die Spiegelongsformel wird 






X+ri= 4x-y.) + 






Für die Kombination mit der Umklappong um die reelle Achse entsteht die 
Funktion komplexen Arguments 



Z=- 



{e — 1/ (a — 1/+* — (z + ly (o + 1/+' {z — 1/ — (« + l)«^ ^*+''^ 



Noch weitere Vereinfachungen ergeben sich für a = und a = cx) , d. h. 
für die Fälle, wo die spiegelnde Kurve durch den Nullpunkt oder den un- 
endlich fernen Punkt geht. 

Ähnliche Betrachtungen lassen sich über die isogonalen Trajektorien 
aller Büschel und Scharen isothermischer Kurven anstellen, z. B. für die 
der konfokalen Lemniskaten zweiter und höherer (auch gebrochener) Ordnung, 
für die der konfokalen Ellipsen usw. 

g) Beiläufige Aufgäbe. Konstruktion des Krümmwngshreises für einen 
beliebigen Punkt P der Bizirkularspirale. 

Durch die Pole und Oj lege man den durch P gehenden Ejpeis (l). 
Man ziehe die Normale der Kurve für P und konstruiere den Kreis (2), 
der durch 0^ geht und die Normale in P berührt. Durch und O^ lege 
man den Kreis (3), der den Kreis (l) rechtwinklig schneidet. Dieser trifft 
den Kreis (2) (neben P) in einem Punkte Q. Die Gerade O^Q gibt auf 
der Normalen den Bj-Ümmungsmittelpunkt. (0 und 0, können dabei ver- 
tauscht werden.) 

Das einzige Transzendente dabei ist die Konstruktion der Normale, die 
jedoch als gegeben betrachtet werden kann, da die Kurve gerade durch 
ihren Schnittwinkel zu definieren ist. Alles andere erledigt sich elementar. 
Durch die transzendente Voraussetzung hat sich, wie gesagt, Steiner 
vermutlich abhalten lassen, auf diese Kurven und ihre interessanten Eigen- 
schaften einzugehen und die besprochenen isothermischen Spiegelungen sn 
behandeln. Aus obigem erkennt man auch den Nutzen der Bizirkular- 
koordinaten, durch die sich die Formeln erheblich vereinfachen. 

Die Zwischenrechnungen habe ich fast überall unterlassen, da sie einfskch 
sind und in der in Vorbereitung befindlichen Neuauflage der „Isogonalen 
Verwandtschaften" veröffentlicht werden sollen. 

Hagen i. W. G. Holzmüller. 



4. Sprechsaal für die Encyklopädie der matlieniatisclien Wissenschaften. 

[Einsendungen für den Sprechsaal erbittet Franz Meyer, Königsberg i. Fr-t 

Mitteltragheim 51.] 

(Vacat.) 
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übrig, welche beide nicht diese Form haben, also als Summen von 3 Qua- 
draten darstellbar sind. 

Es ist also bewiesen: Jede Zähl M, die der Bedingung 

(5) 8aa'<itf<a» 
genügt^ läßt sich in der Form 

(2) am + a'm' = M 

darstellen^ bei gleicft zeitiger Erfüllung der Bedingungen 
(1) < m < a^ < m' < a'^ 

(3) a<a'<^\ 

wo a prim zu a und beide ungerade sind und m, m' Zahlen, die eine Zat- 
legung in 3 Quadrate gestaüen. 

Nun setzen wir w = xj -|- rr| + a;|, m' = x'^ + x^ + x,*. 
Dann ist wegen (l) 

(6) a;, < a,.; Xi < a] (i =-- 1 , 2, 3), 
und es wird 

6a»+ 6«'» + 6Jtr=- 6a« + 6a'» + 6ani + 6a'in' 

=-ea^ + ea^+ea{xl + x\ + xD + ea{x\^ + x^+xi) 

--.^[(a+xyH--^x,y]+^[(a-^^^^^^^ 
»=i 1 = 1 

d. h. in Rücksicht auf (6) die Summe von 12 Kuben positiver Zahlen. 

Hier kann M jede Zahl bedeuten, die der Bedingung (5) genügt, also 
ist jede Zahl 

6N=Q{a^ + a^ + M), 
für welche 

a» -r €c'^+ Saa<N<a^ + 2a'», 

sobald (3) erfüllt ist, die Summe von 12 positiven Kuben. 

Jetzt nehmen wir zunächst a = y — 2, a' = y, wobei der Bedingung (3) 
genügt ist, und dann a == y, a' = y + 2, dann gilt unser Satz für jedes 
Sechsfache von N, wo N einmal für jede beliebige Zahl des Intervalls von 

(r - 2)8 + y» + 8(y - 2)y bis (y - 2)» + 2y», 

das zweite Mal im Intervall von 

y8 + (y + 2)8+8y(y + 2) bis y8 + 2(y+2)» 

bedeutet. Indem wir nun y immer wieder um 2 erhöhen, erhalten wir immer 
höher liegende Intervalle, in denen N jede Zahl sein kann. 

Können wir nun beweisen, daß die Intervalle ineinander übergreifen^ 
also die obere Grenze des einen Intervalles schon größer ist als die untere 
Grenze des nächst höheren Intervalls, so gilt der Satz lückenlos für alle 
Zahlen 6N. 
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Der geforderte Nachweis ist aber leicht, denn die Ungleichung 

(y - 2)» + 2y» > y« + (y + 2)» + 8y(y + 2) 

ist sicher für hinreichend große y erfüllt, da, wenn die Ungleichheit auf 
gebracht wird, links das Glied mit y^ positiv ist. Es wird nämlich: 

y3_ 20y2_: 16y— 16 > 0. 

Die linke Seite wird für y =^ 20 noch negativ, dagegen für y > 21^) 
positiv. 

Also gilt der Satz: tJher eine gewisse Grenze hinaus ist jedes MtUti- 
plum von 6 als Summe van höchstens 12 positiven Kuben darstellbar. 

Da nun jede Zahl Z von der Form 

Z--^(yN-{ a («-0, 1, 2, 8, 4, 5) 

ist, so brauchen wir zu den 12 Kuben, durch die 6^ darstellbar ist, nur 
noch höchstens 5 Einsen hinzuzufügen, um jede Zahl als Kubensumme 
zu erhalten. Es gilt also der Satz: Jede Zahl Z oberhalb einer gewissen 
Grenze ist sicher als Summe von 17 Kuben darsfdlbar, von denen mindestens 
fünf gleidi oder 1 sind. 

Soweit geht Maillet. — 

Die Grenzbestimmung y<*21 gibt als Minimalwert das 25 2 92 -fache 
von 6, d. h. 6J\r= 151 752. "Da jedoch 151 752 zwischen 53* und 54* 
liegt, deren Differenz 8587 ist, so wird für jedes Sechsfache, das kleiner 
als 151 752, wenn der nächst niedere Kubus abgezogen wird, ein Rest er- 
scheinen, der sicher < 8587, d. h. nach der Jacobischen Tabelle höchstens 
durch 9 Kuben darstellbar ist. Also ist jedes Sechsfache unterhalb 151 752 
höchstens eine Summe von 10 Kuben, und der obige Satz gilt für jede 
Zahl Z ohne Einschränkung. 

Das Verfahren von Maillet ist sehr scharfsinnig. Um so eigentüm- 
licher i3t es, daß er es unterlassen hat, durch folgende einfache Schluß- 
weise die Anzahl 17 der Kuben auf 13 zu reduzieren. Diese Reduktion 
ist so einfach, daß ich sie gamicht als eigene Leistung erwähnen würde, 
wenn das Resultat nicht in unverhältnismäßig höherem Grade wichtig wäre. 

Nach Maillet ist jedes Multiplum von 6 eine Summe von höchstens 
12 Kuben. Die Zahlen 6w + a (a = 1, 2, 3, 4, 5) stellt er als (12 -fa) 
Kuben dar, indem er u Einsen addiert. An Stelle dessen ist es aber nur 
notwendig, cl^ abzusondern und zu berücksichtigen, daß die Kongruenz 

ci^ -^ a (mod 6) 
für jedes cc gilt. So wird: 

6m + a = «3 T 6|[A = a« +^x^ =^x^, 

12 IS 

Wir haben also den 

Satz: Jede Zald von der Form 6m + a (cc = 0, 1, 2, 3, 4, 5y) i8t 
gleich a' plus einer Summe von höchstens 12 Kuben, d. h. eine Summe von 
höchstens 13 Kuben, 

1) Maillet gibt die Grenze irrtümlich als y ^ 18 an. 
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Die weitere Redaktion der Anzahl 13 der Kuben stößt auf bisher un- 
gelöste Schwierigkeiten. Es wäre nicht unmöglich, daß dieselben auf dem 
von Maillet beschrittenen Wege gehoben werden könnten. Dagegen spricht, 
daß die Grundzahlen der Kuben sich symmetrisch um a und a' gruppieren, 
diese Zerlegung daher nicht die allgemeinste einer Zahl in regellos ver- 
streute Kuben wäre, daß uns diese Methode also nie die kleinstmögliche 
Anzahl, nämlich etwa die 9 ergeben könnte. Doch ist es denkbar, daß über 
eine gewisse Grenze hinaus, wo ja wahrscheinlich jede Zahl höchstens nur 
6 Kuben liefert, bei einer Anzahl von 8 Kuben fllr jedes Multiplum von 6 
noch symmetrische Anordnung von je 4 Kuben um a und a' stets durch- 
führbar wäre, daß dann also 9 Kuben fär jede Zahl 6fii -f ^ genügten. 

Da schon das quadratische Problem Jacobi auf unendliche Reihen von 
der Form 2JZ*^ geführt hat, so ist auch schwer anzunehmen, daß die zu 
weit komplizierteren Funktionen als die elliptischen fahrenden Reihen £Z^\ 
auf welche die analytisch -zahlentheoretische Behandlung des vorliegenden 
Problems führt, uns bald dem Ziele näher bringen werden. 

Wir müssen uns daher vorläufig damit begnügen, festgestellt zu haben, 
daß jede Zahl durch höchstens 13 Kuben darstellbar ist. 

Ähnliche Reduktionen, wie hier, sind auch möglich in der Mai 11 et sehen 
Arbeit von 1896^), in welcher die Darstellung ganzer Zahlen als Summen von 
Werten der Polynome ax^ + bx^ -j- cx^ -{■ dx^ -{- ex -\- f in ähnlicher 
Weise behandelt wird, wie es bei der Darstellung durch Kuben geschah. 

Lebesgue hat, wie mir Herr Landau mitteilte, in seinem 1859 er- 
schienenen Buche „Exercices d'analyse numerique" p. 147 bewiesen, daß jede 
rationale Zahl als Summe von 4 Kuben rationaler positiver Zaiilen dar- 
stellbar ist. 

Schließlich komme ich noch einmal auf die Arbeit des Herrn v. Ster- 
neck. Derselbe führt aus, daß ftlr die Zahlen A; von 1 bis 23 die 
Zerlegungen von 3A:* in nicht weniger als 3 Kuben und zwar nur in der 
Form 3k^ = k^ -\- k^ -\- k^ möglich ist, und vermutet, daß dies ein all- 
gemein geltendes Gesetz sei. Es läßt sich jedoch nachweisen, daß das nicht 
der Fall ist. Es ist nämlich: 

3[21(18»+ l)y= [18*- 36]*-f [2 • 18»- 1]» + [28 • 18»+ 28]», 
also eine Zahl 3Ä;» in 3 verschiedene Kuben zerlegt.*) 

1) Lionville Joum. de math. 1896, p. 363. 

2) Der Beweis wird 80 geführt: Wenn wir die beiden Gleichungen 

(A) x^ + y' = ßz\ 3^«=/Jg« + T?« 

ganzzahlig lösen könnten, dann wäre 

(1) a;»|» + t/«a»-^/J|»^% also x'^^ + i/»J» + »^'i?»- /JJ»-?» + ij'z» 

also wäre 8f*£f' in 3 verschiedene Kuben zerlegt, und nicht nur =^ (IT^)' j- (W' 

Nun kann aber für ß= 17 das System (A) gelöst werden. 
Setzen wir ^=3, so ist für ^ = 17, S = 1 und »j = 4: 

3.3»_ 17. l' + 4'. 

Femer ist 18» + (- 1)« = 17 • 7>, also ä--- 18, y = — 1, ^ =- 7. 
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Ich will nun kürzer auf die additive Zerlegung ganzer Zahlen in Bi- 
^inadraff eingehen. Man kann hier auf viel einfacherem Wege eine ohero 
Grenze für die Anzahl der Biquadrate feststellen, in die sich jede gau»c 
Zahl zerlegen läßt, als dies hei den Kühen der Fall war. Es sind dem- 
gemäß auch schon viel früher Sätze hewiesen worden, welche eine obere 
Grenze feststellen.^) 

Lebesgue^ führt schon 1859 einen Beweis Liouvilles an, daß 
jede ganze Zahl durch höchstens 53 Biquadrate darstellbar ist. 

Realis') reduziert die 53 auf 47. 

Viel einfacher, wenngleich auf ähnlicher Grundlage wie der Liou- 
villesche, ist ein Beweis von Lucas*), der eine obere Grenze von 
45 Biquadraten feststellt. Das Liouvillesche Resultat geht daraus sofort 
hervor. 

Sei nämlich 

» = ii;-+ y-+ r'-r m'' 

eine ganze, in 4 Quadrate zerlegte Zahl, so ist sofort erkennbar, daß 

du' - (x -i- yY -I (X + zY -I (x 4 uY -i- (y -1 zY -'■- (// -1 «)* -1- (-' -i ")' 

-'- {x - yY + (■« - -')* + C«- - ")' -b (u - ")* + (y - «)' + (-' - «)*• 

Ist aber jede Zahl der Form 6w* die Summe von 12 Biquadraten, so 
ist jede Zahl 6N =^ ^{^\ "i **| "r «3 + wj) die Summe von 48 Biquadraten, 
also jede Zahl M -— 6N -] u (« -- 0, 1, 2, o, 4, 5), indem höchstens 5 Einsen 
hinzugefügt werden, die Smnme von höchstens 53 Biquadraten. Lucas^) 
reduziert dann noch die von ihm gefundenen 45 auf 41. 

Es läßt sich nun ganz leicht zeigen, daß jede ganze Zahl in 39 Bi- 
quadrate zerlegbar ist. 

Nach dem Obigen ist 6n^ durch 12 Biquadrate darstellbar. Ist 
ferner N eine Zahl, die nicht die Form 4* (8 m -}- 7) hat, so läßt sie sich 
durch 3 Quadrate darstellen, also 

JV=H; + «| + «i. 

Doch brauchen wir statt eines negativen Wertes von y einen positiven. 
Diesen gewinnen wir leicht, da Legendre und andere gezeigt haben, daß aus 
einem Wertsystem a; =- /*, y =^ g, z = h der Gleichung a:' + y'=-- 17z" ein zweites 
durch die Formeln 

x = f(f' + 2g^, y--g(2r + g^, z=^h{f^-.g^) 

« 
gefunden werden kann Dies gibt hier 

rF= 18(18»- 1); y = (2.18»— 1); 2: = 7(18»+1), 

also wird nach (1) 

3(t«) »= 3[21 (18 »+1)]» = [18(18» - l).l]«+[(2.18>— l)-l]'+[7(18»+l)-4]', 

q. e. d. 

1) Induktiv scheint sich 19 als hinreichende und notwendige obere Grenze 
zu ergeben. 

2) 1. c. S. 113. 

8) Nouv. Corresp. mathämatique äd. p. Catalan Bd- 4. 1878. 

4) ebenda. 

5) E. Lucas Nouvelles Annal. (2) XVÜ 1878, S. 536. 



(B) 
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Also läßt sich 6N sicher durch 36 Biquadrate ausdrückeu, sobald 6^^ 
eine der folgenden Formen hat: 

|6(8w + 1) = 48»w + 6, 6(8in + 2) = 48iti + 12, 

(A) |6(8w+ 3) = 48f»+ 18, 6(8in + 5) =- 48iii + 30, 

(6(8w + 6) =.48f» + 36. 

Nun hat 48 nur die vier biquadratischen Beste: 0, 1, 16, 33. Wir 
versuchen jetzt für jede Zahl 48wi + « dadurch, daß wir eine möglichst 
kleine Zahl von Biquadraten subtrahieren, auf eine der Formen (A) zu 
kommen, und zwar soll die Anzahl der abgezogenen Biquadrate höchstens 3 
sein. Wir finden als Reste von p^ + Q^ + r^ (mod 48) die folgenden 

'1=-1*; 16^2*; 33 -. 3* 

2:iEl* + l*; 17i-l*+2*; 18 -- 3* + 3* _ 1* + 1* + 2*; 

32 -2^ + 2*; 34 2= 1*+ 3* 

l3:=l* + l^ + l*; 19-= l*+3*+3*; 35 = 1* + 1* + 3*. 

Daraus folgt, daß z. B. 48A' + 31 = 19 + 48it + 12 == 1* + 3* + 3^ 
+ (48f» + 12), und da 48tw + 12 die Form (A) hat, so gestattet 48il- + 3r^ 
eine Darstellung durch 39 Biquadrate. 

Addieren wir nun alle Zahlen (B) sukzessive zu allen Zahlen (A), s* 
erhalten wir eine ganze Reihe von Formen 48^1 + &) die durch höchste] 
39 Biquadrate ausdrückbar sind. 

Man überzeugt sich ohne Mühe, daß so nur die Formen 

48in+ 10, 11, 26, 27, 42, 43 

als unerledigt übrig bleiben. 

Ziehen wir von diesen Zahlen resp. die Zahlen 34, 35, 2, 3, 18, 
ab, so bleibt jedesmal übrig eine Form 48 it + 24 = 6 • 4(2A; + l) 
JV«4(2Ä:+ 1). 

Diese ist als Summe von 3 Quadraten nur dann nicht darstellh 
wenn 2 k -^ 1 die Form 8m + 7 hat. In letzterem 'Falle braucht man al 
nur das Biquadrat 1^ (welches ja in den obigen Zahlen: 34, 35 etc. s 
als einer der höchstens 3 biquadratischen Summanden konstatiert wer«L <^?^ii 
kann) durch 5^ zu ersetzen, das ja -i 1 (mod 48) ist, und hat dann 

1*-- 5*— 13 48 
z. B. 48m + 10 - 34 4- (48w -f 24) = 1* + 3* -r (48Ä: -f 24) - 5* -f 

+ [48 (Ä; - 13) + 24]. 
Es ist aber wegen 2äj + 1 =-- 8m + 7: 

48(A- - 13) + 24 = 6 . 4(8m + 7 - 26) - 6 • 4(8/ -+- 5) = 6J^. 




Ji 



Diese Zahl 6^ ist aber, da N eine Summe von höchstens drei 
draten ist^ sicher eine Summe von höchstens 36 Biquadraten, alflo 48m -j- ^^ 
eine solche von 38 Biquadraten. Man sieht, daß sich auch bei den anden ^ 
restierenden Formen nie mehr als 39 Biquadrate ergeben. 

Die höchste abzuziehende Zahl wird 5* - 3* + 3* = 787. Ist 48iii t^ 
so niedrig, daß der Rest negativ wird, also < 787, so kann man l&cbt 
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induktiv feststellen, daß auch hier die Zahl 39 der Biquadrate mehr 
als genügend ist. 

Folgende und auch einen Teil der bisher erwähnten Literaturangaben, 
sowie die Anregung zur Beschäftigung mit dem Problem verdanke ich der 
Güte des Herrn E. Landau. 

Zornow, De compositione numerorum e cubis integris positivis; 
Crelle 14, 1835. 

Maillet, InteiWdiaire des Math. Dez. 1904. S. 293. 

Oltramare, Intermediaire 1895, S. 30, beweist, daß jeder Kubus 
in 9 positive ganze Kuben zerlegbar ist. 

Als streng betoiesen ergibt sich aus dem Obigen, daß jede ganze Zahl 
in 4 Quadrate oder in 13 Kuben oder in 39 Biquadrate zerlegbar ist. Doch 
lassen sich vermutlich diese Anzahlen auf resp. 4, 9, 19 reduzieren. 



Über die Bekleidung einer Oberfläclie mit einem biegsamen 

nnausdelinbaren Netz. 

Von Rudolf Rothe. 

Das Problem, eine Fläche mit einem Netz äquidislanter Kurven zu 
bekleiden, heißt, das Quadrat des Linienelements der Fläche auf die Form 

(l) ds^ = dir + 2 cos a du dr -f <^i'* 

zurückzufahren. Die Wichtigkeit dieses von Tschebyschef herrührenden 
Problems tritt vielfach in der Flächentheorie hervor, besonders in dem 
bekannten Satze von Hatzidakis, wonach eine Fläche, auf der ein 
Tschebjschefsches Netz durch die Asjmptotenkurven gebildet werden kann, 
notwendigerweise konstantes (negatives) Krümmungsmaß besitzen muß. 

Wenn ein auf einem regulären Flächen stÜck ausgebreitetes, aus be- 
liebigen Kurven (Fäden) zusanmiengesetztes Netz, dessen Fäden an den 
Kreuzungspunkten fest verknotet sein mögen, ohne Dehnung auf einem 
andern, nicht durch Biegung aus dem ersten hervorgegangenen regulären 
Flächenstück falten- und lückenlos ausgebreitet werden kann, so unter- 
scheiden sich die Linienelemente beider Flächen, bezogen auf die Fäden 
des Netzes als Koordinatenlinien, nur hinsichtlich des mittleren Koeffizienten. 
Denn je zwei entsprechende Maschen stimmen in den Längen der ent- 
sprechenden unendlichkleinen Seiten überein, unterscheiden sich dagegen 
hinsichtlich des öffnungs winkeis. Zwei Flächen, für die das Quadrat des 
Linienelements die Form 

Edu^ + 2 YEG cos a du dr f G dv^ 
und 

Edu^ ^ 2yEG cosa' dudv - Gdc' 

hat, können also als „mit demselben Netz bekleidet" bezeichnet werden. 
Daraus folgt, daß, solange über den Masche nöffnungswinkel keine be- 
schränkende Voraussetzung gemacht wird, jedes beliebige, eine Fläche be- 
kleidende Netz auf einer beliebigen andern Fläche ohne Dehnung ausgebreitet 
werden kann. 
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Im Nachstehenden soll zuerst eine besomlore Art von Netzen unt«i"sucht 
werden, die ich als Gewebe bezeichne, und in denen das Tschebyschefsche 
Netz als spezieller Fall enthalten ist. Daran schließt sich der Beweis eines 
Theorems, welches eine Verallgemeinerung des oben angeführten Uatzidakis- 
schen Satzes bildet. 

1. Ein Netz soll als Gewehf' bezeichnet werden, wenn die beiden von 
einem Knotenpunkt ausgehenden Fäden einer Masche dieselbe Länge besitzen. 
Diese Annahme entspricht näherungsweise der praktischen Verfertigung eines 
Gewebes, bei welchem die Maschen über Stäbchen oder dergl. geknüpft oder 

geflochten werden. Da YE.fU und YG . ( v die Bogendi Acren tiale der 
vom Knotenpunkt (/',«') ausgehenden //- bezw. r- Linien sind, so existiert, 
der obigen Definition zufolge, im Falle eines Gewebes eine Funktion fp{u.r) 
derart, daß 



(2) V^-FT.^ V^ = 



dv 



ist; dann bedeutet g> die Bogenlänge der i«-Linie und der t- Linie, gemessen 
von irgend einem Anfangswert (p = an. Das Quadrat des Linienelements 
einer mit einem Gewebe bekleideten Fläche wird danach 

(3) äs'^ = gg^ äu^-r2 |2 |?„ cos . äu ä. + f>)* ä ^ , 

unter et ^ « (a, / ) eine Funktion des Ortes auf der Fläche verstanden. 

Wenn tp (i/, t') = u -\- v^ so ergibt sich das Tschebyschefsche Netz (1). 

Es soll nun zunächst bewiesen werden, daß es auf jeder Fläche Gewebe 
gibt, für welche der Maschenöffnungswinkel eine willkürlich anzunehmende 
Ortsfunktion ist. Zu dem Zweck ist zu zeigen, daß die Kurven <p (m, v) = const. 
die Eigenschaft haben, das SuppJanent des Koordinatenwinkds a zu halbieren. 
Berechnet man in der Tat den Winkel |3, den die positive Richtung der 
Linie tp («, t*) -- const. mit der positiven Richtung der w- Linie einschließt, 
nach der Formel 

p^„ a _ V Jgcffi 4 y g cos et dv 
cos p - - , 

WO du und dv durch die Relation dw = k- du + -ö- dv = zu verbinden 

C U C V 

sind, so erhält man 

COS ß =- - y2 • sm - = cos — ^ — , 

womit die Behauptung bewiesen ist. 

Man fahre nun außer den Kurven fp =^ const. noch die der Differential- 
gleichung 

^— du — rJ dv^O 

du cv 

genügenden Kurven t|; (w, v) — const. in die Rechnung ein, so besteben die 
Gleichungen 

w- du -r r^ du ^ dw. 7<— du — ^— dv = vdtU , 

du € V ^' €U cv * ^^ 

unter v einen vom Winkel a unabhängigen integrierenden Faktor verstanden. 
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Multipliziert man die erste der vorstehenden Gleichungen beiderseits mit cos - 
die zweite mit sin - und addiert die Quadrate, so kommt 

(4) ds^ = cos* I d<p^ + sin* | v*rft(;*, 

<1. h. die Kurven i/; = const. stehen auf den Kurven 9 = const. senkrecht, sind 
mithin die Halbierenden des Winkels a. 

Es ist aber bekanntlich stets möglich, das Quadrat des Linienelements 

<:;iner gegebenen Fläche auf eine Form mit verschwindendem mittleren 

JKoeffizienten zu bringen, in welcher der erste Koeffizient eine willkürlich 

ÄU nehmende, nicht beständig verschwindende Funktion des Ortes auf der 

l^läche ist. 

Als Integrabilitätsbedingung, welcher die Funktion v zu genügen hat, 
ergibt sich die Gleichung 

dudv du dv dv r«' 

welche sich leicht in die Formel 

V d*q> _ dv d(p ctp 

^ ^ cudv cq> du dv 

verwandeln läßt. 

2. Ein Gewebe der Eigenschaft, daß alle Maschen, deren Seitenlängen 
gleich sind, auch denselben Öffnungswinkel besitzen, soll ein gestreiftes 
Gewebe heißen. 

Für ein solches Gewebe ist also a eine Funktion allein der Bogenlänge 
9, die Maschen gleichen Öffnungswinkels sind streifenförmig längs der Kiuren 
q) = const. angeordnet. Nach dem im Vorhergehenden (jesagten gibt es auf 
jeder Fläche gestreifte Gewebe. Da aber die Wahl des Masohenöffnungs- 
winkels nicht mehr willkürlich ist, so können zwei beliebige Flächen im 
allgemeinen nicht mit demselben gestreiften Gewebe bekleidet werden. 

Setzt man 

dtp' = cos - ' dtp j 

V = Sin o • V , 
so wird nach der Gleichung (4) 

ds* = dq>'^ + v^ dilj\ 

d. h. das System {<p\ if;), also auch das System (9, t|;) ist orthogonal- 
geodätisch, die Linien (9) sind seine geodätischen Linien. Also besteht 
der Satz: 

Die Winkelhalbierenden eines gestreiften Gewebes büden ein orthogonal' 
geodätisches System, 

Versteht man unter Maschenhöhe den geodätisch gemessenen Abstand 
des Scheitels des Winkels a vom gegenüberliegenden Knoten, so gilt auch 
der Satz: 

In einem gestreiften Gewebe habeti die Maschen eines Streift ns dieselbe 
Höhe. Denn diese ist gleich d<p\ also längs eines Streifens q> == const. 
konstant. 
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Demnach folgt durch Elimination von M 



y^^) du "dv"' 


1 ^*9 d\ogy~ K dtp 
cos« 2 


1 a«9 


und daraus 


a(iog]/-A',<p) 





Es muß daher K eine Funktion von q? allein sein, welche sich auch auf 
eine Konstante reduzieren kann. Im letzteren Falle würden die linken Seiten 
der vorstehenden Formeln verschwinden, also q> von der Form U{u) + V(f ) 
sein müssen. Es ist alsdann stets möglich, das Quadrat des Linienelements 
auf die Form 

du^ + 2 cos CL du dv -{■ dv^ 

zu bringen; das ist aber gerade der von Herrn Hatzidakis besprochene F&il 
Im allgemeineren Fall ist das Krümmuugsmaß K längs der Knrven- 
schar 9 »* const. konstant. Da aber bewiesen wurde, daß die Kurven 
9 == const. die Winkelhalbierenden des Systems (u, t;) sind, welches von 
den Asjmptotenkurven gebildet wird, so sind sie Krümmungslinien. Damit 
ist der erste Satz bewiesen. Zu den bemerkenswerten Eigenschaften der 
Flächen, für welche K längs einer Schar von Krümmungslinien konstant 
ist, gehört übrigens die, daß bei ihnen die Asymptotenkurven der Evolute 
denen der Evolvente entsprechen.^) 

Setzt man nun den Wert K =-- K{(cp) in die Gleichungen (10) ein, so 
ergibt sich aus jeder der beiden: 



cos* — 



a dlog}/ — K{q>) dfpdq> c^tp 

2 dtp dudv ?udv 



Vergleicht man diese Formel mit der Integrabilitätsbedingung (5), welcher 
die im Linienelement (4) auftretende Funktion v zu genügen hat, so ergibt 
sich folgende Formel 

(1 1) cos» ^ . i^SiJE-lm = ._ 3^«.r . 

Aus ihr folgt zunächst, daß im Falle konstanten Krümmungsmaßes die 
Funktion v allein von 1/; abhängt, also das Quadrat des Linienelements bei 
passender Wahl der Variablen t/; auf die bekannte Form 

ds^ = cos* dg>^ + sin* ■ rfi/;* 

gebracht werden kann, wo 9, t/; jetzt die Parameter der Krümmungslinien 
bedeuten. 

Aus der Formel (11) folgt aber ferner unmittelbar der Beweis des 
zweiten oben angegebenen Satzes. Ist nämlich das Netz der Asymptoten- 

P lOfiT V 

kurven gestreift, also a = «((jp), so wird a - ebenfalls allein von 9 ab- 

1) Vgl. J. Knoblauch, Einleitung in die Theorie der krummen Flächen. 
S. 227. 
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I lÄngig, d. h. V von der Form <P(^g') - ^(i)»!; das Linienelement läßt sicli also 
[ Buf die den Kotationsflächen zukommende Form (9) bringen. Da aber 
[ (gi, ic) d^ System der Krflmmungslinien ist, so ist die Flache selbst eine 
I Botationafläche. 

Charlottenburg, April 1905. 
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Ausfätirang elemeiitargeometrisclier EoDstruktiooen 
bei ungünstigen Lageverhältnissen. 

Von P, Zflhllte. 

Bei der Lösung von Konstruktiona aufgaben hat man zu unterscheiden, 
ob die dazu erforderlichen Hilfskonstruktionen nur theoretisch, d, h. (mit 
Steiner zu reden) „bloß mittels der Zunge" oder auch wirklich auf dem 
Zeichenbrett mit Lineal, Zirkel und Suhiebdreiecken ausgeführt werden 
sollen. Was theoretisch kurz und einfach ist, braucht praktisch noch nicht 
empfehlenswert zu sein; z. B. sind die sogenannten geometrographi sehen 
Konstruktionen i^ die wirkÜche Ausführung trotz der Kleinheit des „Ein- 
fachheitekoeffizienten" nicht immer genau genug, was von den Geometro- 
giuphen auch eingestanden wird.'^) Die Genauigkeit einer Zeichnung ist 
nämlicb aiiiJer von der Anzahl der zu ihrer Herstellung notwendigen Elementar- 
konstruktioneu , deren jede mit einem kleinen Fehler behaftet ist, noch 
wesentlich abbüngig von der gegenseitigen Lage der in der Figur benutzten 
Punkte und Geraden. 

Die Luge Verhältnisse einer Figur sollen als ungünstig bezeichnet werden, 
1) wenn Punkte, die zur Konstruktion gebraucht werden, unzugänglich sind, 
A. h, außerhalb des zur Verfügung stehenden Zeichenblattes liegen, 2) wenn 
einerseits die Schnittpunkte von Geraden (oder Kreisen), andrerseits die Ver- 
bindungslinien von Punkten zwar erreichbar sind, aber nicht sicher genug 
bestimmt erscheinen. 

Abgeseheii von der bekannten St einer sehen Aufgabe^) und der zu 
ihr dualen, die beide in geometrischen Schulbüchern oft behandelt oder 
wenigstens gestellt werden, findet man in der Literatur, soweit sie dem 
Verfasser bekannt geworden und zugönglich gewesen ist, nur wenige Be- 
merkungen über die Art und Weise, wie die unentbehilichsten Elementar- 
konstruktionen zu umgehen oder zu ersetzen sind, wenn ihre „normale" Aus- 
führung durch ungünstige Lage Verhältnisse erschwert oder unmögücli ge- 
macht wird; am häufigsten noch trifft man auf solche Notizen Jn einigen 
Lehrbüchern der darstellenden Geometrie, so z. B. bei Chr. Wiener, Bd. 1, 
Leipzig 1884, 8. 77, 190, Kohn-Papperitz, Bd. 1, Leipzig 1893 S. 49, 
J. Schröder, Bd. 1, Leipzig 1901, S. 73, 113, R. Schüssler, Ortho- 

1) Vgl. z. B. J. Keusch, Planimetriacbe Konstruktionen in seometrographiscber 
Anaführang. (Progr. ReaUcb. i. Thann) Leipzig 1901, 8. VII, Fußnote. 

3) „l>nrch einen gegebenen Punkt mittels de» Lineals eine Gerade xa ziehen, 
welche mit iiwei gegebeneu Geradeu nach einem und demselben Punkte gerichtet 
ist, wenn n&mlicb (Ueser Funkt vorhandener Hindemiase we^en unzu^:iugTirh ist." 
Steiner, Ges. Werke, Bd. 1, Berliu lSBl,-8. 46u. 
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gonale Axonometrie, Leipzig 1905, S. 19 f. Vgl. auch 6. Müller, 
Zeichnende Geometrie, Eßlingen 1884, § 8, S. 23 und Catala-Wiggins, 

Math, quest. a. solut. from the Edu- 
cational Times (2) 5,83, London 1904, 
Nr. 15401. Ausführliche Anweisungen 
findet man bei J. Schlotke, Lehrbuch 
der darstellenden Geometrie, Teil 4, 
Dresden 1896 (Vorwort), eine be- 
sondere, recht eingehende Behandlung 
bei A. Witting, Geometrische Kon- 
struktionen, insbesondere in begrenzter 
Ebene. Progr. (Nr. 564) Gymn. z. h. 
Kreuz, Dresden 1899. — Aufgaben, 
die irgend einem Spezialgebiete, wie 
etwa der darstellenden Geometrie ent- 
stammen, wurden im Vortrage nich 
berücksichtigt, vielmehr wurden rei 
planimetrische Aufgaben behandelt 
die zu einem der im vorigen Abschni 
als 1) und 2) bezeichneten Tjpe: 
gehören. Als Beispiel gelte hier etw; 
die folgende 

Aufgabe: Von zwei Kreisen, det'i 
Mittelpunkte P, Q unzugänglich sind^ kennt man je drei Punkte Pj, P,, 
Qu Qti Qi' ^^' Clfordale der beiden Kreise ist zu zeichnen. 

Die unzugänglichen Mittelpunkte P, Q sind durch die (in der Figur n 
angedeuteten) Mittellote auf P^Pj, P^l^, QiQ%f QtQi bestimmt. Man wftW 
drei nicht zu einem der gegebenen Tiipel gehörige Punkte, z. B. Qj, Q^, 
und verbinde den Mittelpunkt M des durch diese drei Punkte gehend. 
Kreises mit P. Die von Pj auf MP gefällte Senkrechte (Pj P') schnei 
Q^ Q^ in einem Punkte der gesuchten Chordale, nämlich in dem Chordalp 
der drei Kreise M^P^Q. Führt man dieselbe Konstruktion bei den and 
Punkten, z. B. P^, P^^ Q^ aus, so ist die Aufgabe gelöst. — Liegen 
Punkte Pj, . . . ^3 von vornherein imgünstig, so kann man sie durch an<L 
ersetzen; z. B. könnte man im zweiten Teil der Konstraktion statt 
Punktes Q^ auch den symmetrischen Gegenpunkt von Q^ in bezug auf 
Mittellot von Q^ Q^ wählen. 

Westend, d. 25. Oktober 1905. 
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Über angenäherte Winkelteilnngen mit Zirkel nnd Lineal. 

Von E. Lampe. 

Das alte Problem der Dreiteilung eines beliebigen Winkels und seine 
DBrweiterungy das der Teilung eines Winkels in n(> 3) Teile, übt noch 
immer einen gewissen Zauber auf solche Menschen aus, die der nötigen 
mathematischen Einsicht ermangeln, um den Sinn der Aufgabe zu erfassen. 
Die Mitteilung, daß die Trisektion eines Winkels mit Zirkel und Lineal, 
die zuerst vergeblich gesucht, jetzt als unmöglich nachgewiesen sei, findet 
bei diesen Grüblern keinen Glauben; sie vermeinen vielmehr, noch heute 
hohe wissenschaftliche Ehren und große Reichtümer gewinnen zu können, 
wenn sie die Dreiteilung mit Zirkel und Lineal zuwege bringen. Es nützt 
gar nichts, ihnen zu sagen, daß die geometrische Dreiteilung des Winkels 
fCbr die Technik keine Bedeutung hat, und daß das Problem auf viele Arten 
geometrische Lösungen gefunden hat. 

8itsungtb«xicht« d. Berl. lUth. Qet. V. 2 
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Für die Geometrie sind natürlich die auf solche Weise entstandenen 
angenäherten Lösungen der Winkelteilung ohne besonderes Interesse. Höchstens 
kann der Lehrer sie als Aufgaben benutzen, entweder die erreichte An- 
näherung zu bestimmen, unter Umständen auch das Maximum der Ab- 
weichung zu berechnen, oder aber den Trugschluß zu entdecken, der bei 
der Konstruktion gemacht ist. 

Von solchen vermeintlichen Lösungen der Winkelteilung mit Zirkel 
und Lineal soll hier nicht die Rede sein, sondern von gewissen Kon- 
struktionen, die in Anlehnung an die bekannten strengen Lösungen aus 
diesen auf leichtem Wege herzuleiten sind. 

Zur Trisektion eines beliebigen Winkels sind bekanntlich dieselben 
Mittel erforderlich, welche zur geometrischen Konstruktion der Wurzek 
einer kubischen Gleichung dienen. Eine der einfachsten Trisektionen, die 
in vielen Lehrbüchern der analytischen Geometrie gelehrt wird, ist die mit 
Hilfe einer Hyperbel vom Asymptoten winkel 120^ Herr Kübl, gegenwärtig 
zu Haiger (Nassau) wohnhaft, der sich mit dieser Lösung eingehend beschäftigt 
und aus ihr eine sehr gute Näherungskonstruktion geschlossen hat, sandte 
mir vor etwa einem Jahre einen ausführlichen Aufsatz hierüber zu, in 
welchem unter anderem die erreichte Annäherung durch eine von fünf su 
fünf Graden fortschreitende Fehlertabelle veranschaulicht wurde. Auf 
meinen Eat hat er dann die schon bekannten Ergebnisse seiner Unter- 
suchung gestrichen und die von mir ihm angegebene Ableitung einer all- 
gemeinen Formel für die Abweichung an die Stelle seiner Tabelle gesetzt, 
aus der er jetzt nur einige Zahlen aufgenommen hat. Die auf diese Weise 
unter meiner Mitwirkung entstandene Note möge als erster Teil in der 
neuen Abfassung folgen. Hieran knüpfe ich im zweiten Teile einige 
Betrachtungen, welche für drei verschiedene angenäherte Winkelteilungen 
die erreichte Genauigkeit erkennen lassen. Die Bechnungen, welche zu den 
verhältnismäßig einfachen Ergebnissen führen, können als Übungsaufgaben 
fQr den Gebrauch der Eeihenentwicklungen bei den elementaren Funktionen 
benutzt werden. 

I. 
Eine Näherungskonstruktion für die Breiteilung des Winkels. 

Von Hans Kübl. 

Errichte ich über einer festen Grundlinie MN ^= 2 a eine Schar 
gleichschenkliger Dreiecke, von denen eins durch das Dreieck MEN der 
Figur 1 dargestellt sein möge, und führe ich in jedem Falle die Dreiteilung 
des Winkels 2 a an der Spitze aus, so ist der geometrische Ort für die 
Schnittpunkte dieser Dreiteilenden EE^ und EE^ mit dem um den Scheitel B 
des Winkels als Mittelpunkt durch M imd N beschriebenen Kreise be- 
kanntlich gegeben durch je einen Ast zweier kongruenten Hyperbeln. 
Mache ich den Halbierungspunkt C von MN zum Anfang eines recll^ 
winkligen Koordinatensystems, dessen Abszissenachse EC ist, so haben diese 
(nicht gezeichneten) Hyperbeläste die Gleichungen: 



y 



K« - >^4«' + ^^') ^°d y = + i(a - )/4a> -f 3ar«). 
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Die Gleichungen der in Betracht kommenden Hyperbeln selbst lauten nämlich : 



3y*+ 2ay — a:' — a' = und 3y* — 2ay — a;^ 



a 



a 



0. 



Es sind dies zwei Hyperbeln, deren halbe Hauptachse gleich ya, deren 

halbe Nebenachse gleich |-a}^3, deren Exzentrizität gleich |-a, deren Asym- 
ptotenwinkel 120^ ist, und deren Mittelpunkte auf der Ordinatenachse liegen 
und die Ordinaten — ^a, bezw. + ja haben. 

Diese Tatsachen hat man schon immer zur Herleitung einer Drei- 
teilungskonstruktion des Winkels MEN benutzt; denn die Lage der 
Punkte E^ und E^ ist dadurch gekennzeichnet, daß sie die Schnittpunkte des 
Kreises um E über der Sehne MN mit den definierten Hyperbeln bilden. 

Berücksichtigt man nun, daß für die 
Dreiteilung eines spitzen Winkels über der 
Sehne MN von den beiden Hyperbelästen 
nur dem Scheitel sehr nahe liegende Kurven- 
teile in Frage kommen, so liegt der Ge- 
danke nahe, diese durch die Krümmnngs- 
kreise im Scheitel zu ersetzen; und man 
erhält so in der Tat eine Konstruktion von 
sehr weitgehender Annäherung. Der Nach- 
weis hierfür ist der Zweck dieser Zeilen. 
Es genügt offenbar, die weiteren Über- 
legungen nur für die eine Hyperbel mit 
der* Gleichung Sj/^ + 2ay — a^ — x^ = 
durchzuführen. 

Bezeichne ich mit ^ und ij die Mittel- 
punktskoordinaten und mit q den Radius des 
Krümmungskreises der Hyperbel in einem 
beliebigen Punkte x^ y^ so ist: 

aH x\ a«r? = 3y(3y«+3a3^-f rt»), 

a«^ = 2 (a* + x^^. 

Für den Scheitel der Hyperbel folgt 
demnach: 

= 0, 1^ = ja, q = 2a. 




Fi«. 1. 



Unter Benutzung dieser Daten ergibt sich folgende einfache Konstruktion 
1^ eine sehr angenäherte Dreiteilung des Winkels SET= 2 a. Ich beschreibe 
xim den Scheitel E einen beliebigen Kreis, welcher die Schenkel des Winkels 
in M und N schneide, und ziehe MN. Dann teile ich die Sehne MN in 
^en Pimkten A^ und A^ in di*ei gleiche Teile, nehme MN in den Zirkel 
xxad messe von Ä^ nach oben 0^ und von A^ nach unten 0^ ab. Ich be- 
schreibe nun um 0^ und 0^ Kreise durch A^ und ^, welche den Kreis 
Vim E in E^ und E^ schneiden. Verbinde ich E mit E^ und E^, so ist 
\Vinkel SET in drei sehr angenähert gleiche Teile geteilt. 

Um ein Maß für die Größe des Fehlers zu haben, betrachte ich den 
Inneren der drei gebildeten Winkel E^EE^ =» 2 t', während der wahre Wert 
ües dritten Teiles von 2 a mit 2 t bezeichnet worden möge. Dann ist der 
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Fehler i ^^% — t zu berechnen. Setzt man noch EC ^^^ m^ so folgt au 

der Figur: ^ y 

tgT -- 



ifi-f-a; 



Die Gleichung des Kreises um E ist: (a? + m)* + y* = ö* + m* un 
die des Erümmungskreises im Scheitel der Hyperbel 

^« + (y - !f )» = 4a». 

Hieraus ergibt sich: 

, 7 (IIa' 4- 9m«) — 6m T/ 80a« + 81 m' 

^^ "" ^ 8(11 a« + 9m») + 14a*V80a* + 81m* 

Nun ist a ^=^ m tga, somit 

k».' krr^ 7(lltg»a + 9) - 6 .y80tg«a + 81 
tgT = tga • - 



3(lltg*a + 9) + 14tg*a .}/8Ötg*a + 81 

Diese Formel kann für große Winkel direkt zur Berechnung von x 
also des Fehlers i ^^^ x — t dienen. Sie ist fEbr kleine Winkel aber seh 
unbequem, indem bei Winkeln unter 20^ selbst siebenstellige Logarithmei 
zur Bestimmung von 6 nicht ausreichen; sie läßt sich alsdann zweckmäßij 
durch eine Näherungsformel ersetzen. 

Man entwickele tgr' nach Potenzen von tga. Es ist 

l/80tg»« + 81 = 9(1 + i?tg««)« = 9 [1 + «tg>« - «®tg*a + •••]. 
Daher ist: 



7(lltg«a + 9) - 6 ySOtg»« + 81 - 9 + ^JHg'a + ^tg*a T 



3(lltg*a + 9) + 14tg*ay80tg*a + 81 = 27 + 159tg«a + x*if*« ^ 
Mithin ist: 

tgT = tga 



9 + i5itg«a + ^tg^«:p. 
27+169tg*a+^®tg*a:f: 



= itga-«^tg»a + ,V^,tg^aT 
Nun ist aber für et <^\ni 

woraus folgt: 



tgT' = i« + W + 45« 



• • • 



8- «8 __ 85 

81 " 81 " 

^ 6161 " 



tax = 1/v 4- i-a« 4- ^A ffö . . . 

«'g* — 3" ' 8l" ' 82805" ' 

woraus mit Hilfe der Beziehung: 

arctg = ö-|0» + |ö^--- 

folgt: 

^' = tgT'-itgV + |tgVq:..., 
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also: 

^ S'^T^Sl" "82806" ^ 

81 " 7J9" 

-4- -^—a^ 4- . . . 



T 



a 



3** » 6661' 

Es ist T " *> ^^^ somit wird der gesuchte Fehler d: 



8 



S-r-r-^h^'"' 



Es ist also für kleine Winkel der Fehler, der beim Ersatz der Hyperbel 
durch den Erümmungskreis entsteht , der fünften Potenz des Winkels pro- 
portional. 

Wegen des Fortlassens der höheren Potenzen von a kann ich diese 
Formel selbstredend nur zur Fehlerberechnung bei kleinen Winkeln benutzen, 
doch reicht sie bis 45^ für Zehntelsekunden aus. 

Ich füge einige Daten über die Größe des Fehlers bei: 

2a = 5<* 10® 20<> 45® 

2 t— 1®40' 3® 20' 6® 40' 15® 

2 d =- 0.000 1 59" 0.00 509" 0.163" 9.4" 

2a =-60® 90® 120® 150® 180® 

2 T = 20® 30® 40® 50® 60® 

2^ = 40,2" 5'16" 22'40" 1®12'10" 3®10'30" 

Man sieht, daß die Konstruktion für kleine Winkel sehr genau ist, 
xind daß der Fehler selbst bis 2a = 60® nicht den Betrag einer Minute er- 
^^eicht; führt man also stumpfe Winkel durch Benutzung ihres Supplements 
^af spitze Winkel zurück, und unterwirft man Winkel zwischen 60® und 
ZI 20® zunächst einer Halbierung, so bleibt der Fehler stets kleiner als eine 
^fiünute. 

n. 

X>rei Näherungskonstruktionen für die Winkelteilung nebst der 

zugehörigen Fehlerbestimmung. 

Von E. Lampe. 

Der im vorstehenden angewandte Kunstgriff, die trisezierende Kurve, 
im behandelten Falle die Hyperbel, längs einer gewissen Strecke durch einen 
der Kurve nahe kommenden Kreis zu ersetzen, ist mir auch in der Programm- 
abhandlung von E. Marx begegnet: „Über einige Trisektionskurven^ (Fried- 
land, 1886). Die Rechnungen, welche ich bei Qelegenheit eines Referates 
über diese Arbeit durchgeführt habe, um den Grad der erreichten Annäherung 
zu ermitteln, habe ich nicht veröffentlicht. Inzwischen hat Collignon den 
Gedanken, eine Klasse der Sektrixkurven durch ihren Krümmungskreis im 
Scheitel zu ersetzen, um dadurch angenäherte Winkelteilungen zu erhalten, 
in einem Teile seiner Abhandlung erörtert: „Courbes divisant en parties 



22 



SitzuDgBberichte der Berliner Mathematischen (resellschaft. 



Egales une serie d'arcs de cercles (courbes isocyclotomes)^. Assoc. Fran^\ 
Montauban (1902), p. 13 — 44. Der Ausgangspunkt seiner Untersuchung 
ist genau derselbe wie bei Herrn Kübl. Merkwürdig ist es, daß der fran- 
zösische Gelehrte von der allgemein bekannten Benutzung der von ihm be- 
handelten Sektrixkurven zur Lösung des Problems der Winkelteilung nichts 
erwähnt, also des Qlaubens gewesen zu sein scheint, er habe die Eigenschaften 
dieser Kurven zum ersten Male erforscht Die von ihm gemachten Angaben Aber 
die erreichte Annäherung bei dem Ersätze der Kurven durch den E^rümmungs- 
kreis im Scheitel sind in den ersten Anfängen stecken geblieben. Daher 
scheint es nicht überflüssig, genauere Berechnungen, die sich außerdem noch 
auf andere Sektrixkurven beziehen, hier folgen zu lassen. 

L In einem Dreiecke ABC sei die Basis AB = c fest, der Winkel 
jB n-mal so groß wie A. Dann ist der Ort der dritten Ecke C eine Kurve, 
die zur «-Teilung des Winkels B benutzt werden kann. Setzt man den 
Winkel A gleich 9, AC ^^ r und nimmt A als Pol, ^JB als Polarachse 
von Polarkoordinaten r, 9 an, so ist die Polargleichung der Kurve: 

?t(2w-fl) 



smnqp 

ain (n -[- 1)9 



f— + 



6(n + l) 



9" + 




Für 9 = folgt Tq = cn/(n -^- 1) ^ AS^ wenn S den Scheitel der Kurve auf 
AB bedeutet. Ferner berechnet man aus der Formel für den Krünmiungs- 

radius B in Polarkoordi- 
naten (am bequemsten 
aus den ersten beiden 
Gliedern der Reihe für r) 
den Krümmungsradius in 
diesem Scheitel 

Äo = 3c«/2(«^— 1.1. 

Zur Ausführung der 
^g- 8 angenäherten n - Teilung 

eines spitzen Winkels 
trage man demnach (Fig. 2) auf der willkürlich angenonmienen Strecke AB ^c 
von A aus die Länge J.S = cn/(n + 1) = ^0 *^» ^^^ '^ *^^ 3c«/2(«* — l) 
= 8K^ beschreibe um K als Mittelpunkt mit KS als Badius den Kreis, 
trage den zu teilenden Winkel =^ ABF in B an BA an; dann \si TAB 
(= 9) angenähert O/n, 

Beweis: Man fälle das Lot PF von P auf AB^ so ist 

(1) PE^ = PI^ + FE}, 

Durch c, 0, 9 ausgedrückt erhält man: 

ctg9 



PF 



COtgqp + COtgd t^^> -\- te^ 

KB^K8-BS= ^'''' 



-^^L^BF^PFcot^e^ 



tg9 + t«ö' 



c _ c{n + 2) 
2(ti» ^1) "~ w + i ~ 2(n*~— T) 



Setzt man diese Werte in (l) ein, so folgt die Gleichung zwischen 

B und q>: 

( _tgqp tgg I > f tgy nJ-_2 | « 

Itgy + tgÖI "«"U'-^-L*-« "T" o.^t_iM 



9n> 



tgip + tgö ^ ^(n«-!)] 4(n» — 1)» 
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oder nach igq> geordnet: 

[n^n +2) + (n+ l)\n - l)tg«0} tgV + n(« - l)tgÖtg9 
- (2n + l)tg*ö — 0. 

XDie brauchbare Wurzel ist: 

-(n~l) + 3(n + l){l + -^,(2n+l)(n-l)tg«ö}i 
T«9*='2^«' n»(n + 2) + {n + l)«(n — l)tg«Ö 

.f^im ist 

|l+gi-.(2n+l)(«-l)tg«e)» = 

1 + ^. (2«+ l)(n - l)tg»Ö -gj^-, (2« + 1)»(« - l)tg*Ö + . . • 

Substitniert man diesen Wert in dem Zähler des Braches fttr tgg) und 
^entwickelt dann diesen Bruch durch Division in eine Reihe nach Potenzen 
"von tgd, 80 ergibt sich 

-tgy _ i tgÖ - "^ tg»Ö + J^i (f, - 1)»(« + 1) (5n + 4) tg»e ± . . . 
Xhiroh Einaetzung von tgÖ -= ö + ^ö» + *ö* H folgt weiter 

JUSO endlich 9 =« arctg i ^^t — jfi + \f^ — • • •, oder nach einfachen Re- 
duktionen: 

»^ - s - ilir» (*»*- 1)(2»' +!)(♦» + 2) ± •• • 

Dies ist die gesuchte Beziehung zwischen den Winkeln 9 und 0; charak- 
ierisüsch ist der Wegfall der dritten Potenz in der Reihe. Bei kleinen 
Winkeln d kann als einziges Fehlerglied in der Di£ferenz ö ^^ q> — jn das 
Glied mit der fünften Potenz von genommen werden, dessen numerischer 
Koeffizient mit n abnimmt. Die hier zum Ausgang dienenden Kurven sind 
die von Gollignon am angeführten Orte untersuchten. 

n. In einem Dreiecke ABC sei die Basis AB ^^ c fest, der Winkel 
B {n — l)'mal so groß wie A, Dann ist der AuBenwinkel von n-mal 
so groß wie A\ die zu. den Kurven unter I gehörige Ortskurve fOr kann 
daher zur f»-Teilung dieses Außenwinkels dienen: Der Eo'eisbogen über AB 
als Sehne, welcher % — als Peripheriewinkel faßt, bestimmt auf der Orts- 
kurve deiigenigen Punkt C, für den der Winkel GAB ^^ jn ist. Die 
Polargleichung der Ortskurve für C ist: 

^ sin (n- 1)9 r n--l (n - l)(2n-. 1) ^, , ) 

sinnqp \ n on ^ l 

Pflr ^ «» folgt r^ « (n — 1) c/n — A8^ wenn 8 der Scheitel der Kurve 
auf JlJ9 ist. Der Krümmungsradius i^ im Scheitel ist: 

Äo - 3c (« - 1) / 2n(n — ^). 
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Zur Ausführung einer angenäherten Konstruktion trage man auf der 
beliebig gewählten Strecke AB ^=^ c (Fig. 3) von A aus die Lftnge A8 
« (« — l) c/n = Tq ab, von 8 aus die Strecke Uq = 3c (n — l) / 2n (n — 2) 
>= 8K und beschreibe um K als Zentrum mit K8 als Badius den Kreis. 




Fig. 8. 



Ein zweiter Ereis über AB ^^& Sehne, der den Peripheriebogen n — B faßt, 
(Badius r = MA = MB) schneide den ersten in P, so ist PAB (= ^) 
angenähert jn. 

Beweis. Aus A8 = ^^-^c folgt -ffÄ - Jl-S — |c -= ** "" * 



2n 



c, 



HK='H8 + 8K = 



n* — n + 1 n* — ♦» + 1 

2n(n — 2) ^ "" ~~n(wr^)~ 



rsinÖ, 



weil e — ^JtfÄ Nun ist, wenn PD Lot zu AB, PD* + DZ* = PK\ 
oder wenn man den Winkel PMQ = t einführt: 

r* (cos T — cos dr + r' — -, -k^sin — sint =- ^^7 ^^r= — . 

^ ^ l n(n — 2) j n*{n — 2)* 

Nach einigen Beduktionen geht diese Beziehung zwischen den Winkeln 
T und über in: 



l+5^sin«ö- 



n 



— 7 sr- sin T sm 9 » cos 9 cos t. 

n(n — 2) 



Quadriert man diese Gleichung und ersetzt cos*t durch 1 — sin*T. so 
ergibt sich folgende quadratische Gleichung für sint: 

{(n«- l)(2n-l)sin>Ö + nX«-2)"} sin't 

-2sin0sinT(n*-n + l)^-^^{n>+(«— l)sin«e} 

+ ^^pl^u^^e {n\n' + 2«- 2 + (n - l)«sin«0} = 0. 

Die Diskriminante J dieser Gleichung verschwindet für sin'fl =• 1, 
hat also den Faktor 1 — sin*0 = cos*0, läßt sich also in die Form bringen 

z^-9n«sin«e(n-l)«(n-2)« { 1 - ^^'^^^'sin« 6 } cos«Ö. 
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I>emiiach folgt: 

_ (n — 2) Bing ((n«--n + l)(n« + iT^ sin'O) -- 3n«(n — l)co8Ö^//*} 
^^ "• n {j(n* — l)(2n — l)ßin»Ö + n\n — 2)«) » 

o gesetzt ist: 

1^- = l^ - -Bü^ «"^^j ^' = 1 - -Is;?- sm«ö - —3-^ sin* ö . . . 

^ 18n» ^ 648 n* ^^ ^J ^ ± 

Man ersetze überhaupt in dem Ausdruck für sin t sowohl sin als 

6 durch ihre Beihenentwicklungen nach Potenzen von 0, so geht nach 

n — 2 
btrennung des Faktors der Zähler über in: 

n\n — 2ye + |(— n* + 20w» - 30n^ + 20n - 10)0* 
6* 



1080n*(^*** — 1156«^ + 2376 w* — 2360w» + 980w^ + 240n — 80) + • • • 

nd der Nenner in: 

n\n - 2)» + (n« - l)(2n - 1) 0^ - (n' - l)(2n - 1) ^^* + . . . 

Somit folgt nach Ausführung der Division: 
int-!^(ö-i(^^')V+j^.(9«*-40n»+200n«-320«+160)±..). 
Setzt man sin t = 5, so ist r = arc sin 5 = s + jS^ + ^5^ + • * '? äIso 

n ^ 136n» -^ 

Nun ist ö — t = Pilfi; = 2P^B = 2qi; mithin: 

1 (n-2)(2n-l)(n^-^ , 

^ n 136 n* -^ 

3)ie Differenz ä = 9 — d/n wird also für kleine Winkel durch das Glied 
Äiit der fünften Potenz von gegeben. Für n = 3 ist dieses Glied -g^ 0*, 
"wie nach der Mitteilung des Herrn Kühl aus der dort angegebenen Formel 
:für diesen besonderen Fall von mir berechnet war. 

m. In einem Dreiecke ABC sei die Basis ÄB=^c fest, der Außenwinkel 
T)ei B n-mal so groß wie der Winkel A (^ g>), mithin =» (n — 1)9. 
Dann hat die Ortskurve für 0, die als Sektrixkurve f&r die n- Teilung 
eines Winkels gebraucht werden kann, die Polargleichung: 

sinnfp f n n(2n — 1) • , \ 

"" = ^in(n- 1)9 ^ ^(S^l "" ■6(n^:öÖ'^ ±"i* 

Für 9 = folgt Tq = nc/{n — l) = jlS, wenn S der Scheitel der 

Kurve auf AB ist. Femer ist der Krümmungsradius Rq in diesem Scheitel 
i> Q /IM /o t^% 1 ^ 



26 



Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen GeseUschaft. 



Zur angenäherten n- Teilung trage man (Fig. 4) auf der willkürlidi 
angenommenen Strecke AB =^ c von A aus AS^^^r^^ ab, von 8 aus (in 
der Richtung SA) SK « B^^ beschreibe um K mit B^ den Kreis, trage im 
Punkte B den zu teilenden Winkel =^ PB8 an, so ist PAS angenfthert O/n, 




Beweis. Man fälle das Lot PF auf AB, so ist KP' — KF* + P 

3cn c (n — «)c 



Nun ist KB=^KS — BS=^ 



PF 



2(n« — 1) n — 1 2(n« — 1) 
tgö — tg9' ö tgö — 



cotg 9 — cotg 6 tg 
Also folgt zwischen und q> die Beziehung: 



*g9 



[ tgytgg |8 f tg<p , n~2 I« 9n« 

ItgÖ — tgqpj "^ItgÖ— tg9 "^ 2(n»— 1)1 "4(n*--l)*' 

oder für tg^ die quadratische Gleichung: 

{n«(n-2) + (n-l)»(n+l)tg«Ö}tgV+w(n+l)tgetg9-(2n-l)tg>Ö-0, 

woraus als brauchbare Wurzel folgt: 

-(n + l) + 3(n-l) 1 1 +^,(2n - l)(n+ Dtg«©}''' 

. ^ f fl i_ 

tg9— 2^^^ n«(n — 2) + (n— l)»(n + l)tg»ö 

Eine analoge Rechnung wie unter I liefert: 
tg 9> - i tg e - ^- ^ tg» 9 + -J-» (n + 1)» (n - 1) (6 n - 4) tg» ± • • 



Hieraus ergibt sich dann die Schlußformel: 

1 («^-J)(2«-l)(^-2) _ 

^ n 186n* -^ 

Die Differenz 6 ^ w hat also hier im ersten Gliede dens 

^ n 

Wert wie bei 11. Der numerische Koeffizient von ö* hat extreme ^ 

wenn n* — 5n' + lOn — 5 = 0, d. h. für 

♦,. = 4,57434, n, = 1,27977, Wj = 0,591023, w^ =- — 1,4451? 



8 




1 


6561 




82di ' 

o 


24 




1 


15625 




661^' 


208 




1 
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und zwar bestimmt n^ ein Maximum. Faktisch sind die ersten hier in Be- 
tracht zu ziehenden Werte des Koeffizienten für 

w = 3: 



n = 5: 



" - ^•' 161263 - 7^ "«^- 

Die Annäherung im Falle I ist, weil der Koeffizient von 0^ ein wenig 
größer als bei IL imd IQ wird, um ein geringes weniger gut als in den 
Fällen 11 und IH. Gemeinschaftlich ist den drei Fällen das Verschwinden 
der dritten Potenz von in dem Ausdrucke für S offenbar veranlaßt durch 
den umstand, daß der Krünmiungskreis im Scheitel der Sektrixkurve sie 
daselbst vierpunktig berührt. 

Wenn man einen beliebigen Winkel in n gleiche Teile zerlegen soll, 
kann man immer zunächst einen passend gewählten Winkel a n-mal von 6 
abschneiden. Der Restbogen ö' = — nor, der nach wenigen Versuchen 
sehr klein gemacht werden kann, ist dann nach einer der vorstehend an- 
gegebenen Methoden zu teilen, und hierbei wird der Fehler ungemein klein. 
Denmach kann O/n *» a + O'/n mit sehr großer Genauigkeit unter Anwendung 
von Zirkel und Lineal konstruiert werden. 

Hiermit ist der Weg gewiesen, aus den exakten Lösungen des Problems 
der Winkelteilimg mit Hilfe höherer ebener Kurven angenäherte Lösungen 
herzuleiten, die nur die Anwendung von Zirkel und Lineal erfordern, und 
wie sich aus dem vorstehenden ergibt, sind die auf diesem Wege planmäßig 
hergeleiteten Annäherungskonstruktionen viel genauer als die durch Pro- 
bieren gefundenen. 



Heronisclie Dreiecke mit einer rationalen Hittellinie. 

Von R. Güntsche. 

1« Li einem Dreiecke ABC mit den Seiten a, &, c, dem halben Um- 
fange s^ dem Inkreisradius q und dem Inhalt I ist nach dem Halbwinkelsatze 

cot iÄ = , 

mithin. 

cot jA = -^—j — • 

Wenn also die Seiten und der Inhalt des Dreiecks rational sind, sind es 
auch die Kotangenten der Hälften der drei Winkel des Dreiecks. Diese 
drei Kotangenten mögen mit a, ß^ y bezeichnet werden; zwischen ihnen be- 
steht die Beziehung 

(1) of H- |3 -f y =- a/Jy. 
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Nimmt man zwei von diesen drei Winkelfimktionen, etwa a und |3, rational, 
sonst willkürlich, an^ so ist mithin die dritte rational bestimmt dnrch die 
Gleichimg 

Die Seiten imd der Inhalt ergeben sich dann, wenn man ^ "= 1 voraus- 
setzt, aus , Q 

s — a ^ cc. 5 — 6«ß, s — c =» o < ' 
' *^' ap — 1 

Setzt man aber ^ = a|3 — 1, so wird 

5_a = a(a|3— 1), s — 6«|3(a|3— l), s — c^^a + ß, 8'-=aß{a + ß), 

und für die Seiten und den Inhalt erhält man die bekannten Ausdrücke: 

(3) a = «(^«+l), 6=/J(««+l), c=(aß-l)(a+ß), I^aß{a+ß)(aß-l). 

Wird dagegen q = — -^ — angenommen, so ergibt sich: 

(4) a=^+i 6=«+l, c^a-[+ß-'p, I=«_i+^_^. 

Fügt man den Ausdrücken für die Seiten eine beliebige rationale Zahl (k)y 
dem Ausdruck für den Inhalt das Quadrat derselben (A;*) als Faktor hinzu, 
so stellen diese Ausdrücke (4) die umfassende Lösung aller heronischen 
Dreiecke bei festgesetzter Längeneinheit dar. 

Es ist zu beachten, daß a, ß und 7, wenn man von Ausartungen ab- 
sieht, außer der Eelation (l) keiner Einschränkung unterliegen; negative 
Werte, die etwa dafär auftreten, kann man dadurch beseitigen, daß man 



(5) 



«1 


ß. 


y 


ersetzt durch 


«1 


1 

r 


1 




«? 


1 


1 
y' 




"1 


-ß, 


y- 





Wir betrachten deshalb Typen von Dreiecken, welche sich nur in der 
durch (5) charakterisierten Weise unterscheiden, als nicht wesentlich von- 
einander verschieden. Die unter (5) angegebene Umwandlung, die mit der 
„stetigen Transformation"^) verwandt ist, wird im folgenden wiederholt vor- 
genommen werden, ohne daß jedesmal besonders darauf hingewiesen wird. 

Das obige Verfahren zur Behandlung heronischer Dreiecke findet sich 
u.a. bei F. Bessell*); im wesentlichen geht es auf Vieta zurück. Vor 
einer Beihe von Jahren habe ich eine größere Anzahl Aufgaben an rationalen 
Figuren imter Benutzung dieses Verfahrens behandelt; es führte u. a. zur 



1) Siehe z. B. E. Lemoine: Transformation continue dans le triangle. Aich. 
(8) 8, 243 ff., 1902. 

2) Arch. (1) 65, 371, 1880. 
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Auffindang von Tetraedern, in denen die Kanten, die Inhalte der Begrenzungs- 
dreiecke und der Rauminhalt rational sind. Vor kurzem ist nun eine 
Schrift von Herrn H. Schubert^) erschienen, in welcher in fthnlicher Weise 
vorgegangen wird. Es findet sich daselbst u. a. die Aufgabe: „Heronische 
Dreiecke mit einer rationalen Mittellinie zu finden^', welche Herr Schubert 
schon früher*) auf anderem Wege bearbeitet hatte. Um Herrn Schuborts 
Ausführungen zu ergänzen und in einem Punkte zu berichtigen, möge im 
folgenden dargelegt werden, wie ich die Aufgabe damals behandelt habe. 
Der Aosgangspimkt ist im wesentlichen derselbe wie bei Herrn Schubert. 

2. Es wird ein Dreieck ABC verlangt, in dem die Seiton BG ^ a^ 
CÄ = hy AB=»c^ der Inhalt 20 und die Mittellinie CF ^ \d rationale 
Maßzahlen besitzen. Die Kotangenten der Hälften der Winkel CÄU^ ABC^ 
BOA, BCF, ACF, CFB mögen mit a, |3, y, 9, i^, v bozeichuot 
werden. Da die Toildreiecke CFA und CFB ebenfalls horonisch sind, so 
gilt nach der obigen Darstellung (4) der heronischen Dreiocko die Gleichung: 

(6) a— — v+ =v— -j-ß— . 

Dieser ist durch rationale Werte von a, v und ß zu geiiügt^r, diu SoiiiMi 
und der halbe Flächeninhalt ergeben sich dann aus (4) i» der Korin 



(7) 



<»=i(«-i-+^-j)=«-l-''+;=.'-;+f»- ji 



die Anwendung der Gleichung (2) liefert die übrigen WiiikHlfunktioiutu. 
Um die Gleichung (6) symmetrischer zu goHialtiui, führen wir i\^v\\ Hiulurf 

|3'= J -cot J-(7r- ABC) 
statt ß = cot- ABC ein; sie lautet hiernach 

W ^ 2v 2« ^ 'Iß' 

Hier sei die Bemerkung eingeschaltet, daß ma» mit einer Lösung der Auf- 
gabe zugleich noch drei andere erhält. Hezeichnen wir nUnilic)i die /u F 
diametralen Gegenpunkte von C, »owie von 7) und Zo\ den Mitten von HO 
und CA mit C\ D\ F\ so lassen sich folgende vier Lö.sungbs>hlünni aus- 
einander ableiten: 



(9) 



LABC 


a 


h 


c 


d 


a 


ti 


y 


V 


A BCF 


;*« 


\<- 


a 


b 


^ 


<f> 


V 


1 :,. 


b.CO'B 


h 


a 


d 


c 


<p 


^ 


\,y 


1 : V 


l\CAF 


\'- 


{d 


b 


a 


^ 


u 


1 : V 


y- 



1; H. Schubert, Die GanzzAhligkeit iu der algebraibcheii Geometrie. 48. Ver- 
sammlung deutfüc her Philologen und Schulmänuer /u Hamburg 1S^06. Leipzig 1906, 
Spamer. Siebe da selbst B. 21 ti*. 

ti; Unt.-Bl. f. M:ath. u. Nat. «, Nr. 4, 70-71, iyO<). 
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Die Winkelfunktionen sind durch folgende Gleichungen miteinander ver 
kettet, die man aus (l) imd (8) erhält: 



(10) 



a + 1^ + y = ccßy 
ß + g> + V = ß(pv 

9 + '^+-^9^^ 



(11) 



. 1 1 



— 2 



2v 



a*— 1 



P«-l 



2a 


«c 


^«-1 
2^ 


9»-l 

2q> 


.p«-l 


^»-1 



2t^ 



2?^ 



a»--l 



2v 2qp 

•»— 1_;V^*--1 

2y ^2i^ 2«"' 

Mit einem heronischen Parallelogi*amm BCÄC' hat man also auch ein 
zweites JDED'E'. 

Die Gleichung (8) läßt sich in die Form bringen: 

(12) 2vVa — V [ß'^a + ß' {a^ - l) - a] - 2|3'a = 0. 

Diese Gleichung soll nun durch rationale Werte von a, v und ß' er- 
füllt werden. Sie ist in bezug auf alle drei Größen quadratisch, es liegt 
also, wenn man eine, etwa a, als gegebene rationale Zahl betrachtet, die 
z. B. einem willkürlich zu wählenden Parameter gleich sein kann, eine Auf- 
gabe der Art vor, wie sie bei verwandten Problemen häufig auftritt, näm- 
lich rationale Werte für x und y zu finden, welche der Gleichung genügen: 

(13) {e^x^ + e^^x + e^) y^ + {e^^x^ + e^^x -f e^^y^ {e^^x^ + e^^x +0 = 0, 
in der die Koeffizienten t 



22» 



(', 



00 



rational sind. Diese ist bis jetzt nicht 
umfassend gelöst, wohl aber hat bekanntlich Euler eine Methode angegeben^), 
welche aus einer bekannten Lösung Xq, yQ eine unendliche Serie neuer 
finden lehrt. Wenn man nämlich den Wert Xq für o; in die Gleichung (13) 
einsetzt, liefert sie für y außer der Wurzel yQ noch eine zweite rationale y^; 
diesem Werte y^ entspricht in derselben auch in x quadratischen Gleichimg 
außer der Wurzel Xq noch eine zweite x^\ diesem Werte x^ entspricht außer 
y^ noch ein zweiter y^ usw. Durch Wiederholung dieses Verfahrens erhält 
man eine unendliche Serie von Wertepaaren für x, y. 

3. Wollte man nim dies Verfahren auf die Gleichung (12) in der 
Weise anwenden, daß man or als unveränderiich ansieht und aus einem 
bekannten Wertepaare v = i/q, j3'=/3q einen neuen ß'^ zugehörigen Wert Vj 
aufsucht, so würde man zunächst nichts Neues finden, denn es würde sich 

Vj = — - ergeben; das bedeutet aber nur, daß der zugehörige Winkel 

um TT vergrößert wird. Das Euler sehe Verfahren wird aber brauchbar, 
wenn man § statt v einführt durch die Substitution 

(14) 



V = 



r 



Entsprechendes gilt in dem etwas allgemeineren Falle, in dem die Gleichung 
(13) die besondere Form hat: 

(15) px^y + qxy^ + rxy + hqx + hpy « 0, 

1) Diese findet sich u. a. in Comm. arithm. coli. 2, 474 ff., Petersburg 1849. 
Über den Zusammenhang dieses Verfahrens mit den elliptischen Funktionen und dem 
Ab eischen Theorem siehe C. G. J. Jacobi, Joum. f. Math. 18, 863—356, 1886, und 
E. Schwering, Geometrische Aufgaben mit rationalen Lösungen, Progr. Düren 1898. 
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die deshalb noch von Interesse ist, weil sie auch die Gleichung in sich 
begreift, welche E. Kummer^) der Aufsuchung von rationalen Vierecken 
zugrunde legt. Für die Gleichung (15) läßt sich das Eulersche Verfahren 
in folgender Weise übersichtlich gestalten, wie eine einfache Umrechnung 
ergibt. 

Es seien die Funktion (§ J und die Bezeichnungen x^ und y^ 
eingeführt durch 



(16) 



0{W 



^i- 



Aus dem Paare bekannter Anfangswerte 
bilde man 



y.= 



Is — ^iPii Ös = ö (§3), x^ = i^jOj, y^ = Jr,Ö3, 

^1) ^1? ^21 Vi'^ ^87 ^8) - ' ' stellen dann neue Paare von Lösungen 
der. Gleichung (15) dar. 

Legt, man das Wertepaar x = Xq, y =^ I/q zugrunde, so erhält man 
eine zweite entsprechende Reihe von Lösungspaaren, die sich ebenfalls ins 
Unendliche erstreckt. Aber hier wie in allen ähnlichen Fällen gilt die 
Bemerkung, daß das Verfahren unter Umständen versagen kann, weil es 
von selbst abbricht oder auf bekannte Lösungen zurückführt. 

Für unsere Grundgleichung 

(12) 2v^ß'a - V [ß'^a + /?'(«»- l) — a] - 2ß'a - 

haben wir also nach* folgender Vorschrift zu verfahren: 

Es seien die Funktion 0(|J und die Bezeichnungen v^ und ß^^ 
eingeführt durch 

J'+ - 

Hi + 'i' 



(17) 



(I,) = 



i; = — - - 
* Vi 



ft - pj 5 



aus einem Paare bekannter Anfangswerte 



bilde man 



^2 = »'i /^i, »2 = (Sa), vj = /Sjö,, ß^^ viög, 

'^iißv ^ißi'"' " * ^^^Uen dann neue Lösungspaare der Gleichung (12) dar. 

4. Es handelt sich also nur noch darum, Anfangswerte zu finden, 
welche der Gleichung (12) genügen; hierbei sind triviale Lösungen nicht 
ohne weiteres zu verwerfen, weil sich aus ilmen andere, nicht triviale 
ergeben können. Solche Anfangs werte bieten sich aber u. a. leicht in den 
folgenden Fällen dar, wobei p einen beliebigen rationalen Parameter bedeutet. 



1) Joum. f. Math. 87, 1 IT., 1848. 
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a) «-»!?, v=l, |3' = — Dies ergibt sich aus Gleichung (8); es 

liegt in diesem Falle ein aus zwei pythagoreischen Dreiecken zusammen- 
gesetztes gleichschenkliges Dreieck vor. 

h) a = p, V = — r — , |3' = . '. jedes pythagoreische Dreieck stellt 

nämlich auch eine Lösung unserer Aufgabe dar. 

^)^-P^ ^=- 2p + l ' ^ =-2p+T- 

Beide F&Ue erhält man, wenn man die Gleichung (8) auf die Form 

(18^ 2(y +l)(«'-l) _ («P' -!)(« + p') 

^ -^ V aß* 

bringt und v =^ ':i2 ^ß' setzt. ^) 
e) a = V = |3' = |?. 

i) a^p, v==0, |3' = 0. 

Diese beiden Fälle e) und f) ergeben sich aus den Gleichungen (d) 
und (12) und bedeuten, daß eine Ecke ins unendliche gerückt ist. 

>. 2(|)«-1) ^, ;)»-! 

Dieser Fall wird erhalten, wenn man der Gleichung (12) die Gestalt gibt 

(19) vß' [2va — (a« + ß'a — l)] + a (v ~ 2|3') = 

und die beiden Summanden des linksstehenden Teils für sich annulliert 
Man erkennt aber bald, daß die Fälle a) bis d), sowie e) bis g) teils 

durch (lO) und (11), teils durch (17) auseinander abgeleitet werden können. 

Wir haben also vorläufig dem imter (17) angegebenen Verfahren «wei 

Typen zugrunde zu legen, die im folgenden in §§ 5 imd 8 enthalten sind. 
6. Wir gehen von dem trivialen Typus * 

(20) «=l», Vo = l, ^^ = 1 

aus und wenden auf ihn das unter (17) dargelegte Verfahren an. Es ergibt 
sich Si=*"j ^1 = "~ iL 91 mithin erhält man einen Typus, der durch 
folgendes System von Werten charakterisiert ist: 

/01^ 2p+l , 2p + l 

(21) a^P. -^--Y(jP^^ ^^--pT^' 

Diese Ausdrücke wandeln wir nach (5) um und bilden nach (7) unter Weg- 
lassung eines Proportionalitätsfaktors die Ausdrücke für die Seiten nnd den 
halben Flächeninhalt des Dreiecks; es ist der von Herrn Schubert an- 
gegebene Typus (s. oben § 4 c) und d)). Für p hat man irgend eine positiv« 

1) Diese beiden Fälle sind es, welche Herr Schubert so findet, wie hier 
imter d) angegeben. Sie geben, da p positiv oder negativ sein kann, nach (6) 
ineinander fiber und stellen zusammen einen Typus dar. Dieser ist aber, wie »w 
dem folgenden ersichtlich, nicht der einzig mögliche Typus, der die yorliegend« 
Aufgabe löst, und es muß vorläufig dahingeätellt bleiben, ob die These, die Hen 
Schubert mit dieser Annahme begründet, richtig ist, daß es keine heronischen 
Dreiecke mit mehr als einer rationalen Mittellinie gibt. 
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oder negative rationale Zahl einzusetzen. Die sioh anschließende Tabelle 
entiialt auch die Beispiele, welche Herr Schubert anführt 



Typus Ii 



a 



V = 



pCp + s) 



ß 



p+% 



2p-fl ' f Sp+l 
a - i» [(i» + 2)» + (2i> + 1)1, 
6 = (l> + 2) (2j, + 1) (p» + 1), 

e = 2 (i>« - 1) (i>» + 1> + 1), 
d =2{|>(i,+ 2)]» + (2j) + l)»}, 
[<l> = i>(j)« - 1) (i> + 2) (2i> + 1) (^ + p + 1). 

Beispiele zum Typus I^. 
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a 


V 
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a 


t 
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C 
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1. 


2 


2 


8: 5 


4:5 


41 


50 


21 


89 


210 


2. 


8 


8 


15: 7 


5:7 


111 


175 


104 


274 


2 730 


8. 


8:2 


8:2 


21:16 


7:8 


889 


864 


95 


697 


7 980 


4. 


4:8 


4:8 


40:38 


10 : 11 


1326 


1376 


269 


2 689 


86 470 


ö. 


6 


5 


85:11 


7:11 


425 


1001 


744 


1346 


71610 


6. 


6:8 


5:3 


55:39 


11:13 


2176 


2431 


784 


4 546 


420 420 


7. 


5:4 


5:4 


65:56 


18:14 


3650 


3781 


549 


7 861 


499 590 


8. 


6 


6 


48:13 


8:18 


699 


1924 


1505 


2 473 


234 780 


9. 


6:5 


6:5 


96:85 


16:17 


8175 


8296 


1001 


16 441 


2 042 040 


10. 


7:2 


7:2 


77:32 


11:16 


2639 


4664 


3 015 


6 968 


1 867 240 


11. 


7:8 


7:8 


91 : 51 


18:17 


4809 


6409 


8160 


10 882 


8 666 890 


12. 


8 


8 


80:17 


10:17 


1556 


5525 


4 599 


6 689 


1 563 660 


18. 


9 


9 


99:19 


11:19 


2169 


8569 


7 280 


10162 


8 428 420 


14. 


3 


3 


3: 5 


6 


39 


25 


56 


34 


210 


15. 


3:2 


2:8 


3: 8 


4 


51 


26 


36 


78 


210 


16. 


— 4 


4 


8: 7 


7:2 


106 


119 


195 


113 


2 780 


17. 


— 4:8 


8:4 


8:15 


6:2 


174 


125 


91 


289 


2 780 


18. 


5:2 


6:2 


5:16 


8 


326 


116 


399 


281 


7 980 


19. 


— 5:8 


8:5 


5:21 


7 


375 


119 


304 


466 


7 980 


20. 


— 6 


6 


24:11 


11:4 


411 


814 


1085 


697 


71610 


21. 


— 6:5 


5:6 


24:85 


7:4 


975 


854 


341 


1801 


71610 


22. 


— 7 


7 


35:18 


18:5 


679 


1625 


2 064 


1894 


284 780 


23. 


— 7:3 


7:8 


7:38 


11 


1281 


319 


1480 


1138 


85 470 


24. 


— 7:4 


4:7 


7:40 


10 


1414 


325 


1221 


1649 


86 470 


26. 


— 7:6 


6:7 


85:48 


8:5 


1869 


1700 


559 


3 529 


284 780 


26. 


8:8 


8:8 


16:89 


13:2 


2076 


949 


2 695 


1777 


420 420 


27. 


— 8:5 


5:8 


16:55 


11:2 


2500 


979 


1911 


3 281 


420 420 


28. 


— 9 


9 


63:17 


17:7 


1521 


4879 


5 840 


4 258 


1 668 660 


29. 


— 9:2 


9:2 


45:32 


16:5 


2529 


8400 


5 159 


3 049 


1 857 240 


80. 


— 9:4 


9:4 


9:56 


14 


8546 


679 


3 965 


3 217 


499 690 


31. 


— 9:5 


5:9 


9:65 


13 


8825 


689 


3 416 


4 306 


499 690 


82. 


— 9:7 


7:9 


45:77 


11:5 


4599 


3575 


2 144 


7 954 


1 857 240 


88. 


— 9:8 


8:9 


63:80 


10:7 


5364 


5075 


1241 


10 369 


1 563 660 


34. 


— 10 


10 


80:19 


19:8 


2125 


7676 


9 009 


6 761 


8 423 420 


86. 


— 10:8 


10:3 


40 : 51 


17:4 


4575 


8706 


7 189 


4 201 


3 666 390 


36. 


— 10:7 


7:10 


40:91 


13:4 


6475 


8874 


4 029 


9 881 


3 666 890 


37. 


— 10:9 


9:10 


80:99 


11:8 


8325 


7964 


1729 


16 201 


8 423 420 


88. 


— 11:2 


11:2 


77:40 


20:7 


4939 


8750 


12 051 


7 529 


9 279 270 


89. 


— 11:3 


11:8 


55:57 


19:5 


6369 


6175 


10 864 


6 274 


8 614 660 


40. 


— 11 : 6 


11:6 


11:85 


17 


7975 


1241 


8 786 


7 846 


2 042 040 


41. 


— 11:6 


6:11 


11:96 


16 


8481 


1256 


7 735 


9 387 


2 042 040 
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6. Wendet man nnn das unter (17) beschriebene Verfiüiren auf die 
in (21) enthaltene Lösung an, so erhält man 



«,==- 



und daraus 



p* — ip« — 4p — 2 



Typus 
I. 



a 



P, V 



(p+2)(p«— 4jp«-4p-2) 



^ 



l»(p+2)(2p»+4p'+4p-l 






(2p+l)(2p»+4p«+4p— 1)' ^ (2p-j-l)fp»— 4p»— 4p— 2) ' 
a = [j>(l> + 2)(2p»+4p»+4p-l)]»+[(2l> + l)(i>»-4p»-4i>-2)l*, 
6 = (l»+2) (2p + 1) (.1)»+ 1) (p'- V-4p-2)(2p»+4i>»+4p- 1), 
c = 2 (p»- 1) (p»+p + l)(4i)»+l>+4)(i)*+3i>»+j)*+3p+l), 
d - 2i> { [(j)+2) (p»-4p»-4i)-2)]»+[(2p+l) (2p»+4p«+ 4i>-l)]» ) , 
<I>=p(p»_l)(p+2)(2p+l)(p«+i>+l)(4p»+i>+4)x 

X (P'— *!>*- 4l>-2) (2l»»+ 4p»+ 4p - 1) (jJ*+ 3p»+i>»+ 3p + 1). 











Beispiele zum Typus I^. 








P 


a 


V 


? 


a 


5 ! c 

1 


d 


« 


1. 


2 


1:2 24: 66 


62: 16 


2 929 


1960 


1809 


4 801 


6105 


2. 


3 


1:8 116:707 


1516 : 161 


1160 573 


406 626 809 482 


1 689 222 


49 868 151 &. 


8. 


— 3 


8 166: 68; 98:265 


39 437 


41076 


2 072 


80 602 


12 766 1 


4. 


4 


1:4 4: 691 92: 8 


8 478 


1 178 


7 420 


9 654 


1028^ 


6. 


6 


5 57: 28' 96: 69 


6 898 


17 043 


17 864 


18 890 


29 274 S> 


6. 


— 6:4 


6:4| 


87: 62 


148: 66 


26 129 


19 721 


28 008 


40 780 


106 868 4: 
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7. Durch erneute Anwendung des obigen Iterationsverfahrens erh&Xl 
man, hier wie in den übrigen Fällen, Ausdrücke, welche inmier verwickelter 
werden: 0^ würde in diesem Falle, wenn man a"»|> festh&lt, schon i^Js 
Quotient zweier ganzen rationalen Funktionen 7. Grades von ^ aufkret^' -s. 
Wir beschränken ims auf das folgende 



Beispiel zum Typus I3: 
|,=2, « = 2, v=» 267: 533, |3= 1157: 246, 
a = 1399165, 6 = 711555, c=- 1705 066, d 
<!>== 242 649 647 526. 



1 421512, 



8. Die oben § 4 g) aufgestellten Ausdrücke ergeben den folgenden Ty]p us: 

2 rp» - 1) ^ 

. (y - 1)^ + (3l,)^ 



a 



8j[> 



a 



Typus IIj 



6-3(^4-1), 

r == (p> + 2) (2p« + 1) == 2 ivl - 1)> + (3p)«, 
(f ==[2(p»-l)r + (3p)-, 
^=|/>0>'-l)(p'+2)(2p«+l). 



39. Sitzung, 13. Dezember 1906. 



35 



Beispiele zum Typus 11^. 





P 


a 


V 


ß 


a 


h 


c 


d 


$ 


l. 


3 


3 


16: 9 


9: 8 


145 


240 


209 


337 


7 524 


2. 


3:2 


3:2 


6: 9 


18: 5 


349 


195 


374 


424 


16 830 


3. 


4 


4 


5: 2 


4: 6 


41 


86 


66 


116 


660 


4. 


4:8 


4:3 


7:18 


36: 7 


1346 


525 


1394 


1492 


176 644 


5. 


6 


6 


16: 5 


5: 8 


89 


208 


163 


281 


8 060 


6. 


6:2 


6:2 


7: 6 


10: 7 


149 


203 


198 


296 


6 930 


7. 


6:3 


6:3 


32:46 


46:16 


2 281 


1632 


2 537 


3 049 


913 320 


8. 


6:4 


6:4 


3:10 


20: 3 


409 


123 


418 


436 


12 540 


9. 


6 


6 


35: 9 


18:36 


1549 


3885 


2 774 


5 224 


873 810 


10. 


6:6 


6:5 


11:45 


90:11 


8 221 


2013 


8 342 


8 684 


4 129 290 


11. 


7 


7 


32: 7 


7:16 


305 


800 


561 


1073 


31416 


12. 


7:2 


7:2 


16: 7 


14:15 


421 


795 


646 


1096 


67 830 


18. 


7:8 


7:3 


80:63 


63:40 


5 569 


6960 


7 169 


10 369 


9 032 940 


14. 


7:4 


7:4 


11:14 


28:11 


905 


715 


1026 


1268 


168 004 


16. 


7:6 


7:5 


16 : 85 


36: 8 


1289 


592 


1363 


1481 


189 420 


16. 


7:6 


7:6 


13:63 


126 : 13 


16 045 


3315 


16 214 


16 552 


13 279 266 


17. 


8 


8 


21: 4 


8:21 


505 


1365 


946 


1828 


79 464 


18. 


8:6 


8:5 


13:20 


40:13 


1769 


1157 


1938 


2 276 


503 880 


19. 


8:7 


8:7 


5:28 


56: 5 


3 161 


565 


3 186 


3 236 


446 040 


20. 


10 


10 


83: 5 


10:33 


1189 


3333 


2 278 


4 456 


375 870 


21. 


10:7 


10:7 


17 : 35 


70:17 


5 189 


2533 


6 478 


6 056 


3 259 410 


22. 




11 


80:11 


11:40 


1721 


4880 


3 321 


6 521 


730 620 


23. 


1 1 


:2 


11:2 


39:11 


22:39 


2 005 


4875 


3 526 


6 568 


1 512 654 


24. 




:4 


11:4 


35:22 


44:35 


3 161 


4796 


4 386 


6 836 


3 377 220 


25. 


1 1 


.6 


11:5 


64:56 


55:32 


4 049 


4672 


5 073 


7 121 


4 464 240 


26. 


1 1 


:7 


11:7 


48:77 


77:24 


6 505 


4080 


7 081 


8 233 


6 542 844 


27. 


1 1 


:8 


11:8 


19:44 


88:19 


8 105 


3615 


8 466 


9 188 


7 077 576 


28. 


1 1 * 


;10 


11:10 


7:55 


110: 7 


12 149 


1647 


12 198 


12 296 


4 696 230 



9. Folgenden neuen Typus erhält man durch Anwendung des unter 
(17) beschriebenen Verfahrens auf den Typus IIj: 



Typus 



a ^p, v = 



3p(4p«+p»+4) 



ß- 



(j)'-l)(4p«+p» + 4) 



2(p«— l)(p«+7p»+l)' ^ 31>(JP* + 7P*+1) ' 

a - Kp» - 1) (4i>* +p» + 4)]» + [3p (p* + 7p» + 1)1», 
ft = 3 (p* - 1) (p* + 7p« + 1) (4p* +p» + 4), 
c =■ Cp» + 2) (2p» + 1) (2i>* - 4j>» - 7) (7p* + Ap' - 2), 
d = [2 (p» - 1) (p* + 7p» + 1)]» + [3p (4p* +i>« + 4)]», 
<l)-|p(p»-l)(p«+2)(2y+l)(p*+7p»+l)(2p*-4p»-7)x 

X (4p* +p»+ 4) (7i>*4- 4 p*- 2). 

Beispiele zum Typus 11,: 
j, = 3, «=3, v = 6783: 6611, |3 — 11 419 : 3927, 
14 581489, 6=14 947 471, c = 23 455 200, i= 17 942 882, 

(P = 52 589 388 269 880. 
(2) 1> = 4, « = 4, v = 232: 205, (3 = 145:41, 

= 90824, 6 = 101065, c = 166 551, d=95 849, 

<P = 1 980 291 390. 



Cl) 
a = 



n * 
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10. Dem in (17) ausgedrückten Verfahren steht ein gleiches gegenüber, 
das man erh&lt, wenn man in (12) imd (17) a und ß' vertauscht, oder, 
was auf dasselbe hinauskommt, dem Verfahren (17) läßt sich jeder Typus 
in doppelter Form zugrunde legen, einmal unmittelbar, das andere Mal 
nach Vertauschung der Ausdrücke für a und ß\ Die Ausdrücke (21) des 
Typus I| würden hier allerdings nichts wesentlich Neues ergeben, wohl aber 
gelangt man auf diese Weise, wenn man von den Ausdrücken des Typus U^ 



3p 



«P 



aasgeht, zu dem folgenden neuen Typus: 
p*—l 4p« — 1 



Typus 



a 



ß- 



(p. _ 1) (4p« _ 1) 



Sj) ' ' 2p (p« + 8) ' '' 8p (p» + 2) » 

a - [(p» - 1) (4p» - 1)]« + [3p (p* + 2)]«, 
6 =(4p»-l)(p»+2)(p*+7p»+l), 
c = (2p» + 1) (5p» + 1) (2p*- 10p« - 1), 
d = 3 (p» - 1) { (4p» - 1)» + [2p (p» + 2)]»} , 
* = |l> (l>* - 1) (l>*+ 2) (2p»+ 1) (4p»- 1) (5p»+ l)(2p*- 10p»-l). 

Beispiele zum Typus IIi,. 



p 


a 


V 


1 P 


a 


b 


C 

■ 


d 


« 


1. 


8 


8:9 


35:66 


280 : 99 


88 201 


55 825 


62 054 


188 944 


860 068 440 


2. 


1:8 


8:9 


15:38 


171 : 40 


30 841 


13 776 


26 026 


40 066 


89 008 920 


8. 


4 


5:4 


7:16 


85: 8 


1289 


574 


1287 


1525 


180180 


4. 


1:4 


5:4 


8:11 


11: 5 


584 


451 


488 


926 


58130 


6. 


5 


8:5 


11 : 80 


88:15 


7 969 


2 987 


8 806 


8168 


6 811 960 


6. 


1:5 


8:5 


85:34 


85:56 


10 361 


10 591 


8 730 


19 048 


20 777 400 


7. 


6:2 


7:10 


82:55 


112 : 55 


15 569 


18112 


5 081 


28 848 


16 495 480 


8. 


2:5 


7:10 


5:24 


60: 7 


3 649 


894 


8 245 


4 207 


681 450 


9. 


5:4 


20:8 


95:56 


95:21 


87 864 


54 897 


86 889 


86 488 


844 492 610 



11. Die in § 2 erwähnte Eul ersehe Aufgabe konmit darauf hinaus, 
eine ganze rationale Fimktion vierten Grades, nämlich die Diskriminante 
der quadratischen Gleichung (13), zu einem rationalen Quadrat zu machen. 
Eul er hat nun sein in § 2 angedeutetes Lösungsverfahren in der an- 
geführten posthumen Abhandlung weiter ausgebildet. Von den daselbst an- 
gegebenen Wegen soll im folgenden einer (a. a. 0. §§ 29, 30) beschrieben 
und zur Auffindung neuer Typen beschritten werden. 

Soll der Ausdruck 

(23) V = Ä + Bx + Cx^ + JDx^ + E(xf^ 

zu einem Quadrat gemacht werden, und ist ein Fall a: = a:^ bekannt, durch 
den V = f^ wird, so setze man 

(24) x^x^ + t; 
hierdurch geht V über in 

(25) V =- f^ -t gt + ht^ + kt^ + It^; 
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setzt man nun noch 

(26) P-f + ff* 
und bildet 

(27) QB^V-F^^t^(h-'-l^, + kt + «>), 

wo die Faktoren Q und R so zu wählen sind, daß si6 in t höchstens vom 
zweiten Grade sind, so ist die vorliegende Aufgabe darauf zurückgefährt, 
die „kanonische Gleichung'^ 

(28) Qy^ + 2Pp-R^0 

in t und y rational zu lösen; sie ist von der Form der Gleichimg (13) und 
liefert ebenso wie diese eine unendliche Serie von Lösungen. 

12. Hier ist die Diskriminante der Gleichung (12) 

(29) V - [ß'^a + ß' (a> - l) - a]» + (4|3'a)« 
oder 

(30) 7=|3'V+|3'8.2a(a*-l) + iS'«(a*+12a*+l)-l3'.2a(a«-l) + a«, 

in der wir a als unveränderlich annehmen, zu einem rationalen Quadrat zu 

machen; bekannt ist för a = — p der Fall |3' «= p, der y^«= 4j)* ergibt, 
wir setzen daher 

(31) ß'^t+p, P=ip{t+p) 

und erhalten 

QR = <« [tp + (p* + 1)]»; • 

es ist also die quadratische Gleichung 

(32) y»<* + y • 8p {t + p) - [tp + (j»* + 1)]* = 

(S2a) e(y» -i)«) - « . 2p (-y ■ 4 + J>* + 1) + [y • 8p» - (p» + l)»] - 

in y und t rational zu lösen. 

Für y = — p erhalten wir somit 

_ _ y + 8p' + 2p»+l 
2p(p« + 4p+l) 

Hieraus ergibt sich nach (31) folgender Tjpus: 

" P^ " 4p(p«-l) • P"=2p(p»+4p+l)' 

O •= [(P* + 1) (i»' - 1)]* + [2i> (P* + 4p + 1)]«, 
Typus I * = 2 (!>' + 1)* ip' - 1) (i»» + 4p + l), 
III ic = (l>* + 2p - 1) ip' - 2p - 1) (p» + 2p + 3) (3p» + 2p + 1), 
d = [(p» + 1) (p» + 4p + 1)]» + r4p (p» - 1)]», 
(l)=p(p»+l)(p>_l)(p»+2p-l)(p»-2p-l)(p» + 4p + l)x 

X (l>* + 2p + 3) (3p* + 2p + 1). 
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Beispiele zum Typus in. 





P 


a 


ß 


a 


h 


1 
■ 

c 


d 


« 


1. 


8 


8 


56: 24 


20:88 


1489 


2 200 


1071 


8 601 


858 430 


2. 


— 8 


1:8 


5: 24 


20: 3 


409 200 


231 


601 


6 980 


8. 


— 8:2 


8:2 


120 : 143 


132 : 65 


21649 1 18 590 


20 849 


84 849 


87 297 210 


4. 


4 


4 


187: 80 


85:88 


14 969 31790 


27 581 


41869 


108 965 940 


6. 


4 


4 


17 : 240 


255: 8 


65 089 


8 670 


72 611 


57 889 


74 063 220 


6. 


— 6 


5 


18: 40 


52: 5 


2 729 


1352 


3 927 


1769 


510 510 



13. Dieser Typus liefert nun wieder, nach dem Eul ersehen Verfahren 
(§ 2) bebandelt, unendliche Serien neuer Typen. So würde das Verfahren (17) 
fOr j> => — 3 unmittelbar und unter Berücksichtigung des § 10 als Bei- 
spiele der nächsten Stufe ergeben: 

(1) a=3, V — 39:136, |3 = 156:17, a = 24 625, 6 = 8840, 

c«=31119, («=20017, (D = 41 263 794; 

(2) a=3:20, v = 2 : 33, |3=132:5, a = 17 449, ft — 4 499, 

c= 13098, (1 = 21860, <1> = 4 322 340. 

14« In ähnlicher Weise kann man auch die übrigen Vorschriften des 
posthumen Eul er sehen Verfahrens zur Auffindung neuer Typen ver- 
wenden. Die Substitution (14) ist auch nicht die einzige, welche die 
Gleichung (12) zur Anwendung des in § 2 dargelegten Eul ersehen Ver- 
fahrens geeignet macht; eine andere brauchbare Form der Grundgleichung 
würde man durch die Substitution /3' = f} -{- 2v erhalten. Ein weiterer 
einfacher Typus ist 

2p*— 1 Ptp' — 2) ^ 3o 



a = 



Sp 



2p* — ! 



ß 



p« — 2 



Um den Baum nicht zu sehr in Anspruch zu nehmen, möge die Ausführung 
.dieser Notizen einer späteren Gelegenheit vorbehalten bleiben. Es kam 
hier zunächst darauf an, darzutun, daß man unzählige partikuläre Lösungen 
der vorliegenden Aufgabe angeben kann, welche einen rational, sonst will- 
kürlich zu wählenden Parameter enthalten. 
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HeranBgegeben vom Vorstande der Gesellsoliaft. 
41. Sitzung am 28. Februar 1906. 

Vorsitzender: Herr Knoblauch. 

Anwesend: 34 Herren. 

Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Fuchs: Über lineare Differentialgleichungen 3. Ordnung mit nur 
isentlich singulären Stellen (s. S. 46). 

Herr Jolle s: Die Fokaltheorie der linearen Strahlenkongruenzen (s. 
51). 

Herr Haentzschel: Über die Genauigkeit geometrischer Konstruktionen 
S. 54). 

42. Sitzung am 28. HSrz 1906. 

Vorsitzender: Herr Knoblauch. 
Anwesend: 32 Herren. 
Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Hessenberg: Über die Projektion des räumlichen Punktgitters 
S. 64). 
Herr Valentin: Zum Goldbachschen Satze. 

43. Sitzung am 25. April 1906. 

Vorsitzender: Herr Knoblauch. 
Anwesend: 34 Herren. 
Wissensch aftliche Mitteilungen : 

Herr Denizot: Zur Kritik der Theorie des Foucault sehen Pendels. 
Herr Meissner: Über systematische Fehler bei Zehntelschätzungen (s. 
70). 

erleitung der partiellen Differenttalgleichnng der Potentialfanktion 

ans deren Integraleigenschaft. 

Von Paul Koebe. 

Im Folgenden handelt es sich im wesentlichen um den Nachweis zweier 
kze, a) und b), welchen am Schluß ein weiterer Satz c) und ein zu- 
nmenfassender Satz d) hinzugefügt ist. 

Siisungibericht« d. Berl. Math. 0«t. Y. 4 
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a) In einer Ebene, deren Punkte durch rechtmnMige Kartesische Koordi- 
ncUen x, y bestimmt werden, sei ein Bereut Z gegeben %md m diesem Be- 
reiche eine reelle Funktion u{x,y) erklärt, welche folgende Eigenschaften be- 
sitzt: u{x^y) ist eine stetige Funktion der beiden von einander unabhängigen 

3u 

reellen Veränderlichen x^y; u(x,y) besitzt die partiellen Ableitungen ^ und 

du 

K- , und diese Ableitungen sind ebenfalls stetige Funktionen der Veränder- 
lichen X, y, ferner: wenn S irgend ein Teilbereich von £ ist, s seine Be- 
grenzung, k- die Ableitung der Funktion u in der Richtung der inneren 
Normalen zur Begrenzung^ so soll stets das über die vollständige Begrenzung 



des Bereiches S erstreckte Integral 1 ^-ds den Wert Null liaben, 



fdu 

J dn 



(') /^: 



ds=-0. 



Es soU beunesen werden , daß die Funktion u(x, y) der fftriirflr^ ^^ 

Differentialgleichung 

. d*u d*u 

* d^u d*u 

genügt; insbesondere ist auch die Existenz der Ableitungen 0— j und ^— ^ namr^^ 

zuweisen. 

b) Im Baume, dessen Punkte durch rechtwinklige Kartesische Koordinaten 

x^y, z bestimmt werden, sei ein dreidimensionaler Bereich Z gegeben va^wtd 

für diesen Bereich eine reelle stetige Funktion u(a?, y, z) mit stetigen Ableitungen 

ö— » o > -ö- erklärt: femer sei, wenn S irgend einen im Innern von Z ent- 

dx* dy' dz ' ' ^^ ^ 

haltenen Baumtcü^ s seine Oberfläche, w- die Ableitung der Funktion u m 
der Richtung der inneren Normalen zur Oberfläche bezeichnet, 

Es soU bewiesen werden^ daß die Funktion u(x^y,z) die Ableitung»^ 

0^ u d^u d^u 

- 11 öii ö-f besitzt, und daß 

CX^^ ^y*' dz* ' '^ 

o^u , d*u . d*u 



ist. 



^« = äx' + a»' + F/' = ° 



Bisher ist meines Wissens nur der erste Satz bewiesen worden » 
zwar durch Übergang von der gegebenen Funktion zu einer Funktion V 
plexen Arguments.^) 

Es sollen nun hier zwei Beweisanordnungen mitgeteilt werden, mit 

Hilfe der Satz a) unter Vermeidung der Betrachtung von Funktionen 

^-^'^n Arguments bewiesen werden kann. Von diesen beiden F 



"»c. 



'*hoden der Herleitung der partiellen Diff 



3». Sittung, IS. Desember I 
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Anordnungen ist die zweite ohne weiteres auch im Falle des Newtonscben 
Poteotials (Satz b)) anwendbar. Eb wird sich zugleich ergeben , daS es 
genOgt, die Geltung der xn Grunde liegenden Integralbedingung (l) be^w. (2) 
nur fiir solche Gebiete S zu verlangen, welche von einem Kreise bezw. von 
einer Kuffdfläche begrenzt sind. 

Erste Beteeisanordnung: Es bezeichne K irgend eine Kreisfläche, welche 
ganz im Innern des Definitionsbereiches Z der Punktion v.{x,y) liegt 
Wendet man die Integral bedingung (l) auf das System der mit K konzen- 
trischen Kreise an, so ergibt sich leicht, daß der Wert der Funktion u im 
Mittelpunkt des Kreises K gleich dem arithmetischen Mittel der Werte der 
Funktion (( auf der Peripherie von K ist. D. h.: Fiir die Funktion u gilt 
die GauBsche Integralformel. Vom Gaußschen Integral aber kann man 
mittels konfonner Abbildung des Kreises K auf sich selbst, wobei die 
Integralbedingung (l) erhalten bleibt, zum Poissonschen Integral übergehen. 
Die Geltung der Poissonschen Integral formel hat die Richtigkeit des 
Satzes aj zur unmittelbaren Folge. 

Die vorstehende Beweisanordnung ist im Räume darum nicht an- 
wendbar, weil es, wie sich bei genauerer Prüfung zeigt, nicht möglich ist, 
die Invarianz, der Integralbedingung (2) gegenüber der im Räume in Betracht 
zu ziehenden Thomeonschen Transformation direkt einzusehen. 

Zwite Beweisitnordnung : Die zweite Beweisanordnung unterscheidet sich 
ifon der ersten nur durch die Ponn, in welchei- der Übergang vom GauQ- 
Kben zaxa Poissonschen Integral gemacht wird. 

Man bestimme diejenige reelle Funktion v{x, y), welche auf der Peri- 
pherie des Kreises K dieselben Werte wie die Punktion «(i, y) besitzt und 
im ganzen Innern des Kreises K der partiellen DifTerentialgleicbung ^i'-^O 
genügt. Die Funktion p{i,h) eiistiert und wird durch das Poisaonsche 
Integral dargestellt. 'J Bildet man nun die Funktion 
I «(;r, ,)_„(!, „)-,(.,,), 

'» besitzt w(x,y) folgende Eigenschaften: u!(x,i/) ist eine im ganien Ge- 
biete X mit Einschluß der Begrenzung von E stetige und auf der Begrenzung 
Vera ch winden de Funktion; ferner, wenn ff, irgend eine Kreisfltlcbe innerhalb 
K ist, so ist, wie bei u und n, der Wert der Funktion im Mittelpunkte 
Ton Äj gleich dem arithmetischen Mittel der Werte auf der Peripherie 
von Kl- Infolge der letzteren Eigenschaft kann die Funktion iv im Innern 
von S weder ein Maximum noch ein Minimum besitzen. Die Funktion w 
nimmt daher sowohl ihren größten als auch ihren kleinsten Wert uuf der 
Segrenzimg von K an, lüngs welcher w verschwindet. Folglich hat w fiir 
■ "le Punkte der KreisflUche K den Wert Null; d. h.: es ist 
u{x,y) = v(x,i/), 

ft«der anders ausgedrückt: fOr die Funktion u gilt die Poissonsche Integral- 
" nel. 

Damit ist aufs neue der Satz a) bewiesen, und man erkennt sofort, 
l daß nach der letzteren Methode auch der Satz b) bewiesen werden kann. 

Der der zweiten Beweisanorduung zu Grunde liegende Gedanke kann 
ein Satz für sich formuliert werden. 



L A. Schw 



z, Ges. Abb. Bd. II, S, iH6— 188 und 360—361. 
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c) Ist u eine in der Ebene oder im Jtaitme erklärte aUlige rei-lle FwnhtioH, 
weiche iiibcxvg auf jede ganz im /nweit» drs DefiniHonsbereicHes Urgmdt 
Kreisfläche hexw. Kugel die erHÖhnte Ganßse/ie MiHdwertc^ensiAaft beMiit. 
so ist tt eine Potential funktion. 

Die Sätze a), b), c) tasaeu sich folgendem) aßen zusammenfassen: 

d) Anstellt von einer Funktion u[x,y'j oder «(i, y,/) cn nerlanim 
3., daß sie nebst ihren partiellen AbUifungen ^— 1 „— . ö--t ,-,i .-,> 
stetig ist und der partidlm Differentialgleichung Ju = genagt, karm t 
virlangm 2., daß sie nebst üiren partiellim Abh-itungen =—• -= - . -„ - sUlig , 



djt dl 



ist und der Integralbcdingung j -^—ds = gi-niigt, oder 3., daß sie sttii 

ist und dif- Gaußsciie Mitteheerteigaischaß besitzt. Die genannten drei For 
derungen sind vOUig äquivalent. 







Ein Apparat zur Demonstration 
des astatiBCheii QleichgewiclitB in der Ebene. 

Von H. Skutsch. 

Die Astatik betrachtet Kräfte am starren Kürper bei LageDandar 
md setzt voraus, daß diese Kräfte erstens GröBe und Ridi 
nicht ändern und zweitens ihre Wirkungslinien durch bestimmte I 
Körpers unabänderlieh hindurchgehen. Bei Erfüllung dieser beider 
Betzungen sprechen wir von gebundenen Kräfte Systemen; die betreffencS«! 
Punkte nennen wir die Angriffspunkt« der Kräfte, so wie man z. B. «3*n 
Schwerpunkt als den Angriffspunkt der Schwerkraft bezeichnet. 

Besteht bei IiagenBndcrung«n des Körpers dauernd Gleichgewicht, *o 
nennt man dasselbe astatisch. Zwei gebundene Krfiftesysteme an ein ^n 
Körper sind astatisch äquivalent, wenn sie einem und demselben dritrtsn 
gebundenen Kräftesystem an demselben Körper astatisches Glaichgewxchl 
halten. Den Ersatz eines gebundenen Ki^ftesystems durch ein astatxscJi 
äquivalentes nennt man astatische Reduktion. 

Die von Möbiua begründete Astatik gilt als „eins der schönsten Kapil"J 
der elementaren Mechanik" (Heun); eine anregende knappe Darst^Uu^ 
findet man in Petersens bekanntem kleinen „Lehrbuch der Statik fe>&t«r 
Körper". In eine Vorlesung über angewandte Mechanik wird freilich *» 
r&umlicfae Astatik schwerlich aufgenommen werden können. Die Schwierig- 
keiteu für die Anschauung sind nicht gering und ausgesprochen räumhclip 
Anwendungen dürft« es außer dem Sonderfall der parallelen Schwerkri'^ 
kaum geben. 

Sind die Anwendungen nun auch in der Ebene nicht gerade bedent- 
Bam, so ist doch die ganze Astatik der Ebene dafür auch so schnell ntd 
einfach zu erledigen, daß es sich empfehlen dürfte, wenigstens dieser iwwto 
KlarsteUung der Begriffe einen bescheidenen Platz einzuräumen. Nur » 



*0. Sitmug, 31, Januar 1SÜ6. 
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dürft« PS möglich sein, die Lehre vom Schwerpiuikt und die Lehre von der 
Stabilität Bcliwimmender Körper dem Unterricht organisch einzufttgen. 

Die nachstehenden einfachen geometri- 
schen Betrachtungen sind größtenteÜs he- 
kannt, man vergleiche z. B. Somoffs 
„Theoretische Mechanik". Sie beschranken 
mch auf ebene Kräftesjsteme iind kom- 
planare Lagen änderungen des SjBtems der 
An grilTäpunkte. 

1. Zwei Kräfte P und Q in einer Ebene 
mögen in den Punkten A und B angreifen 
(Fig. 1 1. Anstatt einer Drehung des Sy- 
items der An (,'riffsp unkte woUen wir A und 
S ruhen lassen und /' und Q um gleiche 

Winkel, z. G. um a, drehen, sodaQ sie in "* '■ 

die Lage F' und Q' kommen. Ihr Schnitt- 
punkt I) wandert dabei offenbar auf dem Kreise ABD nach B'. Die Resul- 
tante S dreht sich natürlich ebenfalls tun den Winkel «, und da sie erst 
durch J). nachher durch ly geht, so geht sie bei der Drehung duich einen 
festen Punkt C des nämlichen Kreises. Die Kriifte I' und Q haben also 
eine astatische Resultante. 

2. Die erhaltene astatische Resnltant« küimte man mit einer dritten 
gegebenen Kraft zu einer neuen astatischen Resultante zusammensetzen, diese 
mit einer vierten etc. Es kann also jedes gebundene ebene Kraftesystem 
astatiach äquivalent durch eine Einzelkraft ersetzt werden. 

3. Zwei Kräfte sind nur dann im astatischen Gleichgewicht, wenn sie 
erstens gleich und entgegengesetzt sind und zweitens ihre Angriffspunkte 
nsammen fallen. Trifft nur das erstere zu, so bilden sie ein astatisches 
Kräftepaar. 

■l. Versehwinden die Komponenten eines gebundenen ebenen Systeme» 
von « Kräften nach zwei Richtungen, so ersetze man n — 1 davon durch 
Ihre astatische Resultante. Fällt der Angriffspunkt derselben mit demjenigen 
''der nten Kraft zusammen, so besteht astatisches Gleichgevrieht , andernfalls 
'ist; das Kräftesystem einem astatischen Kraftepaar ilquivalent. 

5. Die beiden Kräfte eine.^ astatischen Paares seien B, der Abstand 
:er Angriffspunkte sei a, der Winkel zwischen P und der Verbindungslinie 
Dann ist das Moment des astatischen Paares Pa sin o. 
inn die Kräfte senkrecht auf der Verbindungslinie der 
imd verschwindet, wenn die Kräfte P in diese Ver- 
Hierbei ist aber das Gleichgewicht nicht „astatiach", 
lern stabil, wenn die Kräfte voneinander fort, und labil, wenn die Kräfte 
bnfeinander -/.a gerichtet sind.') 

]) Die Kräfte au der Magnetnadel biliten ein aetutieclieB Paar. Legt man 
xwei gleich stark mag» etiiierte Nadeln bo aufeinander, daB der Nordpol der einen 
auf den Südpol der anderen fällt, »o heben sicli die astatischen Paare auf, nnd 
M entsteht astatiBcbes Gleichgewicht. Sind die Nadeln gleich stark mognetiaiert, 
hllen aber ihre Achsen nicht genau in dieselbe Vertikalebene, bilden vielmehr 
3ire Horixontalpiojektionen einen kleinen Winkel S mit eiuander, bo heben sich 
' ' Winkel a tier Nadeln gegen den Meridian die astatiachen Paare 



4er Angriffspunkt* 

I ist am gröBten, 
Angriffspunkte stehi 
ländungslinie fall 
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6. Wenn 3 Kräfte PQB im astatischen Gleichgewichte sind (Fig. 2), 
so ist das Dreieck ABC ihrer AngrifGsponkte ähnlich und zwar symmetrisch- 
ähnlich dem Kräftedreieck DE F. Denn es ist Winkel EFD=^ Winkel BAC 

als Supplement zu dem nämlichen Winkel 
BDC, und es ist Winkel ^DF— Winkel 
ABC als Peripheriewinköl über dem näm- 
lichen Bogen AC. 

Der Demonstrationsapparat beruht auf 
. folgendem Gedanken. Wenn man einen Faden 
über eine horizontale Kante führt und am 
einen Ende durch ein Gewicht belastet, so 
stehen beide Teile des Fadens um so naher 
senkrecht auf der Kante, je geringer die 
Reibung an ihr ist. Durch geeignete tech- 
nische Hilfsmittel, eine Kombination von 
Rollen, die hier um so weniger Beschreibung 
verdient, als Vervollkommnungen noch be- 
vorstehen, gelang es leicht, die Abweichungen 
vom Lot bis auf weniger als 1® zu bringen. 
Führt man nun das andere Ende des Fadens 
in einer durch die Kante gelegten (z. B. hori- 
zontalen) Ebene umher, so hat man in der 
Fadenspannung eine Kraft verwirklicht, wie 
sie die Astatik voraussetzt, deren Größe un- 
verändert gleich dem spannenden Gewicht und deren Richtung ebenfalls un- 
verändert, nämlich immer auf der Kante senkrecht bleibt. Ordnet man drei 

solche Kanten zu einem horizontalen Dreieck GEK 
an (Fig. 3), und belastet man drei über diese Kanten 
laufende, in einem Punkt D der Ebene GHK zu einem 
Knoten verbundene Fäden mit Gewichten P, Q und B, 
so ist dann und nur dann Gleichgewicht vorhanden, 
wenn das Kräftedreieck DEF sich schließt. Nun ist 
aber Dreieck DEF ^ Dreieck GHK, weil ihre Seiten 
paarweise aufeinander senkrecht stehen: es ist also 
zum Gleichgewicht erforderlich, daß die Gewichte P, Q 
und R sich verhalten wie die Seiten des Kantendreiecks, 
über welche sie bezw. hängen. Selbstverständlich kann 
man dann dem Knoten D jede Lage in dem Dreieck 
GHK geben, ohne das Gleichgewicht zu stören. 

Vereinigt man dagegen die drei Fäden nicht zu 

einem Knoten, sondern befestigt sie in drei verschiedenen 

Punkten A, B und C einer horizontalen Scheibe (Fig. 2), so sind die drei 

Spannkräfte P, Q und R, trotzdem die Summe ihrer Komponenten nach 




Flg. 2. 




nicht auf, sondern setzen sich za einem astatischen Paar mit dem Moment 
Fa sin (a + ^) — Pa sin a = Pa d sin (90® + «) zusammen: die sogenannten 
astatischen Nadelpaare stellen sich senkrecht zum Meridian. Auch Gewicht und 
Auitrieb des schwimmenden Schiffes können für hinreichend kleine Bewegungen 
als astatisches Paar gedeutet werden. Angriffspunkt des Auftriebs ist bekanntlich 
das sogenannte Metacentrum. 



40. Sitzung, 31. Januar 1906. 
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beliebiger Richtung verschwindet, im allgemeinen nicht in astatischem 
Gleichgewichte, sondern einem astatischen Eräftepaare äquivalent. Astatisches 
Gleichgewicht ist vielmehr nach Satz 6 nur dann vorhanden, wenn das Dreieck 
ABC symmetrisch ähnlich dem Dreieck BEF, also nach Vorstehendem 
auch symmetrisch ähnlich dem Dreieck GUK ist. In diesem Falle kann 
man die Scheibe ABC in eine beliebige Lage in der Ebene GUK bringen, 
ohne das Gleichgewicht zu stören. 

Die Verwirklichung dieses Gedankens stieß auf erhebliche Schwierig- 
keiten. Einerseits scheint es unmöglich, volle Umdrehungen der Scheibe 
ABC vorzunehmen, ohne daß sich die Fäden stören; andrerseits galt die 
Betrachtung überhaupt nur für ebene Bewegungen, und es ist tatsächlich 
bei Bewegungen aus der Ebene (r/fiT heraus das Gleichgewicht nicht astatisch, 
sondern unvermeidlich labil, sofern der triviale Fall ausgeschlossen bleibt, 
daß P, Q und R parallel sind und demzufolge -4, B und C in eine Gerade 
fallen. 

Diese Schwierigkeiten ließen sich nach Anregungen der Herren Professor 
Friedmann und cand. techn. Gathemann durch eine eigenartige kon- 
struktive Ausbildung der Scheibe ABC überwinden, wie sie schematisch in 
Figur 4 wiedergegeben ist Die Scheibe ist als Winkelhebel ausgebildet, 
und die Fäden greifen nicht unmittelbar in den Punkten A^ B und C an, 
sondern vermittels dreier Gelenkstangen, welche infolge sauberer Herstellung 
der Gelenke nur kom- 
planare Bewegungen 
ausfahren können. 

Die in B und C 
angreifenden Stangen 
sind so gekröpft, daß 
die für den Anpiflf 
der Fäden mit Ösen 
versehenen Enden der 
drei Stangen sich in 
einer und derselben 
zu den Zapfenachsen 
normalen Ebene be- 
wegen. Bei genügen- 
der Länge der Stangen wird hierbei zweierlei erreicht: erstens kehren bei 
einer vollen Drehung des Winkelhebels die drei Fäden, ohne sich gestört zu 
haben, in ihre Anfangslage wieder zurück, und zweitens verhält sich die 
ganze Konstruktion bei Bewegungen aus ihrer Ebene heraus stabil. Sie 
bedarf also gar keiner Führung und verharrt, da ihr Gewicht gegenüber 
den Kräften P, Q und R recht klein gehalten werden konnte, in der Ebene 
GHK frei schwebend. Diese Konstruktion bewährt sich recht gut, der 
Beibungswiderstand bei Lagenänderungen des Winkelhebels bleibt ziemlich 
gering. 

Um das astatische Kräftepaar zu demonstrieren, könnte man einen 
Winkelhebel mit anderen Abmessungen anwenden. Man kann aber auch 
bei demselben Winkelhebel bleiben, wenn man entweder den Kräften P, Q 
und B die Angriffspunkte A^ B und C anders zuordnet, oder noch einfacher, 
indem man die bisherige Unterseite der Konstruktion nach oben kehrt. 




Fig. 4. 
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wobei dann Dreieck ABC — entgegen Satz 6 — gleichen Umfahrungssinn 
wie das ihm ähnliche Dreieck GHK erhält. 

Nachdem dies geschehen ist, zeigt sich, daß der Winkelhebel ABC 
zwei mn 180^ unterschiedene Gleichgewichtslagen hat, von denen die labile 
infolge der geringen Beibungswiderstände nur mit großer Vorsicht hergestellt 
werden kann. Das Verlassen derselben erfolgt bei der geringsten Erschütterong^ 
und zwar so heftig, daß für diesen Versuch die Fallhöhe der Grewichte P, 
Q und B durch unterbauten tunlichst beschränkt werden muß. 

Den fär astatisches Gleichgewicht erforderlichen Zusammenhang der 
Dreiecke ABC und GHK kann man auch kinematisch ableiten, ohne dabei 
auf das Krafteck DEF einzugehen. 

Bei astatischem Gleichgewicht muß die Summe der von den Gewichten 
P, Q und B geleisteten Arbeiten bei jeder endlichen Verrückung des Winkel- 
hebels verschwinden. P leistet keine Arbeit, wenn man Punkt A paraUel 
zur Kante GH (Fig. 2) verschiebt, Q keine Arbeit, wenn man Punkt B 
parallel zur Kante HK verschiebt. Bei der hierdurch schon bestimmten 
Bewegung des Winkelhebels muß sich also auch C parallel zur Kante GK 
verschieben, damit auch B keine Arbeit leistet. Im allgemeinen beschreiben 
die Punkte des Winkelhebels bei der charakterisierten Bewegung bekanntlich 
Ellipsen (Leonardos Ovalwerk), gerade Linien werden nur von denjenigen 
Pimkten beschrieben, welche auf dem umfang eines Kreises nodt AB als 
Sehne und Winkel GHK als Peripheriewinkel liegen, und eine gerade 
Linie parallel zu GK^ wie leicht zu bestätigen, eben nur von dem Punkte 
C, für welchen Dreieck ABC ähnlich und zwar symmetrisch ähnlich zu 
Dreieck GHK ist. 



Über lineare homogene Differentialgleicliungen dritter Ordnung mit nur 

wesentliclien singolären Stellen. 

Von Richard Fuchs. 
Wenn eine lineare Differentialgleichung dritter Ordnung 

der Fuchsschen Klasse eine Substitutionsgruppe besitzt, die von der Wahl 
der singulären Stellen unabhängig ist, so müssen, wenn a die Anzahl der 
im Endlichen gelegenen wesentlichen singulären Stellen bedeutet, im all- 
gemeinen neben diesen Singularitäten noch mindestens p = 3(<y — l)— 2 
außerwesentliche singulare Stellen vorhanden sein.^) In gewissen speziellen 
Fällen aber kann die Anzahl der außerwesentlichen Singularitäten eine ge- 
ringere sein, und wir wollen uns hier die Aufgabe stellen, diejenigen Fälle 
hervorzuheben, bei denen diese Anzahl sich auf Null reduziert. 



1) Vgl. die Riemannschen Fragmente, Werke S. 886 ff. und L. Schlesinger, 
Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen, 11, , S. 888. 
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Wenn die Gruppe von der Wahl der wesentlichen singnlären Stellen 
^9 ^1 • * • 9 ^a unabhängig ist, so besteht für ein Fundamentalsjstem von 
Integralen von (A) y^, y^, y^ das Gleichungssystem ^) 

dy . dy . d^y 

(B) -^ = -Dooy « + -^01 ä^' + -»oi-äiT , (•■ = >- «. ») 

wenn < irgend eine der Stellen t^ ist und D^^ rationale Funktionen von a; be- 
deuten. Durch fortgesetzte Differentiation ergibt sich bei Benutzung von (A) 

ay («) 

(C) -^\- - DaoVi + ^alVl + ^oÄ^ri (« = «' 1' «) 

wo die oberen Accente Ableitungen nach x bedeuten. Das BUdungsgesetz 
der Größen 2>„^ spricht sich in dem Gleichungssjstem^) aus 

dB 

-ä^ = -0« + i,/*--D„,^_i+i>,_^-Drf, («=0,1) 

—^ = — ^»ß+Pi-li^n — Pi^iji — Pi^iß — Pi^ofi g{~" 



(D) 



Für die rationale Funktion Dq^ hat mein Vater ^) bewiesen, daß sie 
fdr alle wesentlichen singulären Stellen mindestens von erster Ordnung ver- 
schwinden muB und nur für auBerwesentliche singulare Stellen unendlich 
werden kann. Sollen also keine außerwesentlichen singulären Stellen vor- 
handen sein, so muB D^ eine ganze rationale Funktion sein. Wendet man 
dieselben Schlüsse auch auf Dq^ und Dq^ an, so findet man, daß bei Aus- 
schluß außerwesentlicher Singularitäten D^^ auch eine ganze rationale 
Funktion sein muß, JD^q aber für wesentliche singulare Stellen von erster 

Ordnung unendlich werden kann. Transformiert man (A) durch a? = — , so 

z 

geht (B) über in: 

Nimmt man, was durch eine Transformation von (A) stets zu erreichen 
ist, an, daß der unendlich ferne Punkt eine wesentliche singulare Stelle ist, 
so muß Dq2^ für z = verschwinden und Dq^z^ für e = nicht unendlich 
werden. Es kann also die ganze rationale Funktion D^g höchstens vom 
dritten und D^^ höchstens vom zweiten Grade sein, wenn diese Funktionen 
nicht überhaupt identisch verschwinden sollen. D. h. aber: es muß entweder 
Dqj = sein, oder es dürfen höchstens drei wesentliche singulare Stellen im 
Endlichen vorhanden sein. Der Fall nämlich, daß nur zwei wesentliche singu- 
lare Stellen vorhanden sind, ist ohne Interesse, da zwei solche Stellen durch 
eine einfache Transformation von (A) stets in zwei feste Stellen, z. B. 



1) L. Fuchs, Sitzungsberichte der Berl. Akademie 1888, S. 1278—82. 

2) L. Fuchs, S. B. d. Berl. Ak. 1898. S. 224, Gl. F, F' und Richard Fuchs, 
Beilage zum Programm des Bismarck - Gymnasiums , Dt. Wilmersdorf -Berlin, 
Ostern 1902. 

3) L. Fuchs, Sitzungsberichte d. Berl. Ak. 1893, S. 983 und 1894, S. 1117. 
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und 1 übergeführt werden können; es hat also kein Interesse, sie als 
variabel zu betrachten. Es bleiben daher fär die Untersuchung nur die 
beiden Fälle: l) D^ = 0, 2) es gibt drei wesentliche singulare Stellen t^y 
^2, ^s ^ Endlichen. 

1) Wenn Dqj = 0, so erleichtert man sich die Rechnung, wenn man 
(A) vorher so transformiert, daß der Koeffizient der zweiten Ableitung ver- 
schwindet, wobei Dq2 unverändert bleibt. Aus (D) ergibt sich in die- 
sem Falle 

Dq^ muß, wie schon gesagt, eine ganze rationale Funktion von höchstens 
zweitem Grade sein und kann nicht identisch verschwinden. Denn wäre 
Dqi = 0, so müßten nach (l) p^ und p^ von t unabhängig sein, was un- 
möglich ist. Wenn Dq^ =^ c{x — (i){x — 6) ist, so ergibt die Transformation 

1 

z = -: 

X — a 

|f = 2>ooy-c{<a-6)+l}|^-. 

Man kann also von vornherein annehmen, daß D^^ vom ersten Grade ist 
wodurch sich die Gleichungen (l) erheblich reduzieren. Aus (l) folgt, daß 
jPg und jpg nur fttr solche von t verschiedenen Stellen unendlich werden 
können, für die Bq^ verschwindet, daß also neben o? = < nur noch eine im 
Endlichen gelegene singulare Stelle vorhanden sein kann, welcher Fall, ^^e 
schon gesagt, ohne Interesse ist. Es bleibt also nur der Fall übrig, daß 

2) Do2 = c{x - <i) {x - t^){x - t). 
Aus (B) folgt 

wenn z^^ j?^, z^ das zu y^, y,, y^ adjungierte Funktionssystem bedeutet 
Ist dann, für x = t^, t^^, t^^, % ein bezw. zu den Wurzeln r^, rj, r^ gehöriges 
kanonisches Fundamentalsjstem von (A), so gehört das dazu adjungierte 
System fj, ^2? ?8 ^^ ^^^ Wurzeln 2 — r^, 2 — r^, 2 — r,. Es ist aber dann 

i, k 

wenn c^^ von x unabhängige Größen bedeuten. Wären also r^, r^, r^ nicht 
um ganze Zahlen voneinander verschieden, so müßten, wenn D^g eine rationale 
Funktion von x sein soll, alle c^j^ verschwinden. Dann müßte aber, weil 

-r, y auch mindestens zum Exponenten r,- gehört, Dqj fiir a? == <j mindestens 

von zweiter Ordnung verschwinden. Es muß also hier der Fall eintreten, 
daß sich zwei der Wurzeln r^, r^, r^ um die Einheit unterscheiden, und 
die beiden dazugehörigen Integrale von (A) von Logarithmen frei sind. Da 
man es durch die Transformation y =^ {x — t^^^u stets so einrichten kann, 
daß in der aus (A) hervorgehenden Differentialgleichung einer der Exponenten 
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den Wert Null hat, so können wir annehmen, daß für x ^^ t^ zwei Integrale 
von (A) zu den Wurzeln und 1 gehören, und daß diese Integrale keine 
Logarithmen enthalten. 

Wenn die zu x ^^ t^ gehörige determinierende Fundamentalgleichung 
von (A) die Wurzeln und 1 besitzt, so folgt, daß, für x = <j, p^ höchstens 
7on erster und p^ höchstens von zweiter Ordnung unendlich wird. Wenn 
man aber dann (A) durch eine nach positiven ganzen Potenzen von x — i^ 
fortschreitende für 2; = ^ nicht verschwindende Beüie zu genügen sucht, so 
zeigt es sich, daß auch p^ fdr x *= t^ nur von erster Ordnung unendlich 
werden darf. Was für ^ gilt, kann ebenso für t^ und t gesagt werden. 
Verlegt man also durch die schon vorher erwähnte Transformation t^^ und 
^ nach und 1, so müssen also p^^ jpj, p^ die Gestalt haben 

d 






l)(a;-t)' 



x(x — l){x — t) 



Da die Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen für 0, 1, ^, 00 
von t unabhängig sein müssen^), so müssen a^ ß^ y und, wie die Trans- 
formation X => — zeigt, auch ß. und d von t unabhängig sein. Es kann 

z 

also nur noch ß^ als Funktion von t angesehen werden. Setzt man in (B) 
für y eine nach positiven ganzen Potenzen von a;, x — 1 oder x — t fort- 
schreitende Reihe, die für a? = 0, 1 oder i nicht verschwindet, so sieht man, 
daß auch Dqq für keine der Stellen 0, 1, ^ unendlich werden darf, was im 
allgemeinen noch möglich war. Da aber D^q für x ^= <x> höchstens von 
erster Ordnung unendlich werden darf, so muß Dqq eine ganze rationale 
Funktion ersten Grades von x sein. Setzt man nun D^ = gÄx)^ -Doi == 9%i?^i 
-^08 = Cic(a; — \){x — i) und die Werte für jj^, p^^ p^ aus (3) in das System 
von Gleichungen (D) ein, so ergibt die Rechnung folgendes: 

Es wird 



(E) 



-»0» = 



D. 



Ol 



ax{x — l)(x — t) 



hx 



^oo-e(f-l)' 



und für a, ft, a, j3, y, j3q, jS^, ö ergibt sich, wenn man zur Abkürzung 
p = a-fj3 + y, a = a + >'+(a + i3)f setzt, folgendes Gleichungssystem: 

{hß^=^2a8{Q — ^)—^ö 

hß^ ^{t + l)(2a + 1)^ — aöc 

ß^{2 — Qo)^ Sad — Q(2aQ — 6a + 2ft — 2) 

(^) {ßi(t + 1 — aa)— /3q = 2ad{t + 1)— a(2aQ — 6a + 2ft — 2) 

accß^ +ßQ +(1 — 0^^ a^ + a(2a^ — 6a + 2b — 2) 

[2aß^ = p - 6 + 4a(^ - 3)+ 36. 



1) L. Fuchs, S. B. d. Berl. Ak. 1892, S. 162 Satz I. 
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Zu einer Auflösung dieser Gleichungen kann man z. B. auf folgende Weise 
gelangen: Die Substitutionsgruppe der reduktiblen Differentialgleichung 

(4).(. - 1)(. - ,)g +[-' + f-; + ^;].(. - .)(. - ')g = 0, 

deren Integrale leicht angegeben werden können, besitzt eine von t unab- 
hängige Substitutionsgruppe. Dasselbe wird von der Differentialgleichung 

gesagt werden können, der — - = w^ genügt. Diese lautet, wenn ^(x) 

^ x(x — l)(x — t), 

*(^)«;" + ^(^)(| + J31 + ^t)««" + [-«<'+ "(» + !)(<+ 1) 

1+ x{2xQ — 3k(x + 1)]«'^ + [x(x — i)(f — 2(k + l)x(x — 1)]m, = 0. 

Die Gleichungen (F) müssen also zu erfüllen sein durch: 

f /3o = - xö + x(x + 1)(1 + t), 
ft = 2x9 — 3x(x + 1), 
(H) l6 = 9-2(x+l), 



(G) 



a = 



-1' 

yö = x(x + 1)(» — 2x(x + l)(x - 1). 

Diese Ausdrücke genügen nun in der Tat den Gleichungen (F), und 
zwar nicht nur für ein ganzzahliges, sondern auch für ein ganz beliebiges %. 
Und man überzeugt sich leicht, daß, wenn x eine beliebige Konstante ist, 
(H) die allgemeine Lösung von (F) angibt. 

Bie Gleichung (G) stellt daher die einzige Differentialgleichimg dritter 
Ordnung dar, deren Substitutionsgruppe von der Wahl der singuUiren SteHm 
unabhängig ist, und die keine außerwesentlichen singulären Stellen besitjsL 
Die Größen a, /3, y, x sind willkürliche Konstanten. 

Die Gleichung (G) ist in der Literatur mehrfach behandelt worden. 
Sie ist zuerst von Tis so t^) aufgestellt und dann von Herrn Pochhammer*) 
behandelt worden.^) Sie geht in die übliche Form über, wenn man setzt: 

a = -5i+l, ß = -b, + l, y = -63+l 

X = — (A — 2). 

1) Tissot, Sur un däterminant d'int^grales d^finies, 1852, Liouvilles Journal, 
Bd. 17, p. 177. 

2) Pochhammer, Grelles Journal Bd. 71, S. 316 fr., Bd. 78, S. 135 ff. Mathe- 
matische Annalen Bd. 37 S. 612, u. a. 

3) Vgl. auch Schlesinger, Grelles Journal, Bd. 116, S. 119 ff., Bd. 117, S. 161 ff, 
Handbuch 11, S. 456. 
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Die Gnmdzäge der Pokaltheorie linearer Strahlenkongrnenzen. 

Von Stanislauä Jolles. 

Die Fükaltheorie korrelativ iiiTolutorischer RSume ist identisch mit der 
Fokaltheorie der FlScben II, Klasse, und als solche Ällgemeingiit der Geouteter. 
Die Fokaltheorie geschart involutorischer Räume dagegen ist bisher nicht 
aufgestellt worden. Nun bilden bekanntlich die Doppelstrahlen eines ge- 
schart involutorischen Raumes eine lineare Kongruenz, und umgekehrt be- 
stimmt eine lineare Kongruenz einen geschart involutorischen Baum. Somit 
ist die Fokaltheorie des geschart involutorischen Raumes zugleich die 
Fokaltheorie der linearen Kongruenz, ebenso nie die Fokaltheorie des korre- 
lativ involutorischen Raumes die seiner Inzidenzfläche. Im folgenden werden 
die Grundüüge der Fokaltheorie linearer Kongruenzen ohne die zugehörigen 
Beweise mitgeteilt. Eine ausführliche Abhandlung über diese Theorie er- 
scheint demnächst in den Mathematischen Annalen, Sie enthält unter 
anderem diese Beweise sowie die Beziehungen der Fokaltheorie linearer 
Strahlenkongruenzen zu den Forschungen anderer. 

Eine Ebene, welcher durch eine lineare Kongruenz Cj eine zu ihr 
normale Ebene zugeordnet ist, heifie eine Mittelebene der Kongruenz. Zu 
den Mittelebenen von C\ gehört die Fluchtebene y der Kongruenz, sie 
heiße ihre Hauptmittelebene. Die Mittelebenen von C\ umhüllen ein gleich- 
seitiges Paraholoid C, das Pokalparaboloid der linearen Kongruenz. Seine 
Seheitelebene ist ;-, seine Hauptachse ist der zu y normale Kongruenzstrahl c^ 
und Beine Seh eitel strahlen c,, Cj sind die beiden in j' gelegenen durch den 
Punkt c^y gehenden Geraden p,, Cj, welchen durch C{ zu einander normale 
Geraden zugeordnet sind. — Cj ist bekanntlich eine Symmetrieachse von C\, 
Symmetrieachsen von C\ sind aber auch c,, c,. Erstere Symmetrieachse 
wird als die Hauptsymmetrieachse, jede der beiden letzteren Symmetrie- 
achsen als eine Nebensymmetrieachse von C\ bezeichnet. Die Erzeugenden 
des Fokalparaboloides C* sind durch C\ paarweise einajider zugeordnet. 
Werden die beiden Regelscharen von C* die Fokalregelscharen und die sie 
bezw, paarenden Involutionen die Fokal Involutionen von C\ genannt, so ist 
C} hyperbolisch, wenn beide Fokalinvolutionen elUptisch sind, elliptisch, 
wenn die eine Fokalinvolution hyperbolisch, die andere elliptisch ist. Die 
Doppelstrahlen der auf C gelegenen Fokalinvolutionen sind die Fokalachsen 
von C\. Eine hyperbolische lineare Kongruenz hat also zwei Paar kon- 
jugiert imaginäre Fokalachsen, eine elliptische ein Paar reelle und ein Paar 
konjugiert imaginäre. Bei einer parabolischen linearen Kongruenz ist die 
eine FoknlinvolutJon parabolisch, die andere elliptisch. Letztere wird ge- 
bildet durch die sich rechtwinklig kreuzenden Strahlen der betreffenden 
Fokalregel schar. — Je zwei einander zugeordnete Geraden Cj , e^ einer 
Fokal in volution sind Leitstrahlen je einer in (7j enthaltenen orthogonalen 
Regelschar II. Ordnung !(*, deren Krejsschnitte zu e^ bezw. e^ orthogonal 
sind. Bei einer elliptischen linearen Strahlenkongruenz degeneriert Jf' zwei- 
mal in einen Strahl, nämlich in die beiden reellen Fokalachsen f\ f". Sie 
liegen auf allen orthogonalen Rcgelscharen 7i!', zu deren Leitstrahlen zwei 
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einander zugeordnet« Geraden der elliptisch involutorischeß Fokalregebchar 
geboren. Die in einer elliptischen linearen Kongnteni! enthaltenen durch 
f', f" gehenden Regelscharen IL Ordnung sind demnach orthogonal. 

Eise in einer linearen Kongruenz C\ enthaltene orthogonale Regelsehar 
II. Ordnung, zu deren Leitschar zwei durch C\ einander zugeordnete Ge- 
raden einer Fokal regelschar gehören, heiße mit dieser Fokalregelach ar ver- 
bunden. Die Strahlen jeder mit einer Fokalregelschar tob G\ verbundenen 
orthogonalen Eegelschar ü^ sind paarweise reziproke Polaren für das Fokal- 
paraboloid C* der linearen Kongruenz; reziproke Polaren fftr C- sind auth 
im allgemeinen je zwei durch C\ einander zugeordnete Leitstrahlen von ß'. 
umgekehrt ist C* aulopolar für jede mit einer Fokal rege Isehar verbundene 
orthogonale Eegelschar it'; einander zugeordnete Strahlen der mit B* ver- 
bundenen Fokalregebchar haben zu reziproken Polaren für //' im aUgemeinea 
wiederum einander zugeordnete Strahlen dieser Fokalregcl schar, während 
einander zugeordnete Strahlen der anderen Fokal regeischar seihst reziprok 
polar für ü* sind. Jede mit der einen Fokalregelschar von C\ verbundene 
orthogonale Regelschar ist autopolar für jede mit der anderen Fokalregel- 
schar verbundene, die durch ü\ einander zugeordneten Leitstrahlen der 
einen sind reziproke Polai-en für die andere. 

Die Flächen der mit einer Pokalregel schar von C\ verbundenen ortho- 
gonalen Regelscharen bilden einen J^' Büschel. Seine in vier Geraden zer- 
fallende Basiskurve enthält das Paar Fokatachsen, welches zur andero 
Fokal rege 1 schar gehört. Die reellen Fokalachsen f\ {" einer elliptisehen 
linearen Kongruenz sind reziproke Polaren tUr die Flächen des J^* Büsehels, 
welchen alle mit ihrer hyperbolisch in volu torischen Fokalregel schar ver- 
bundenen orthogonalen Regelscharen bilden. Je zwei zu einer FokaJregel- 
Bchar gehörige Pokalachsen sind die Leitgeraden einer mit C\ in bemerkens- 
werter Beziehung stehenden linearen Kongruenz. Sie heiße eine Fokalkon gruenz 
der linearen Strahl enkongruenz 0\. 

Eine gleichseitige parabolische Regelschar, deren Strahlen derart in- 
volutorisch gepaart werden, daß ihrem unendlich fernen Strahle der ihn 
rechtwinklig kreuzende zugeordnet wird, ist stets eine Fokalinvolution einer 
gewissen linearen Kongruenz. Da nun eine elliptische Fokalinvolution so- 
wohl eine hyperbolische wie auch eine elliptische lineare Kongruenz be- 
stimmen kann, so ist es von Wichtigkeit, die Kriterien flir das eine und 
das andere zu ermitteln, was zu einer Fülle neuer SStze führt. Überhaupt 
scheinen die Fokeüinvolutionen einer linearen Slrahlerüamgruene für sie t-on 
da'se!ben Wiciitigkeit tu sein, wie die FokaJinvoIutumen für das polare Feld 
und die. Fok/djelder für de» polaren liaum. 

Mit der Pokaltheorie von C\ eng verknüpft sind rotatorische polare 
RSiune r*, für welche C\ autopolar ist, und für welche die durch C\ 
einander zugeordneten Punkte und Ebenen konjugiert sind. Bisher bat 
man solche rotatorischen polaren Räume F* wohl für die hjperbolischa 
lineare Kongruenz bestimmt, hingegen die betreffenden Untersuchungen fOr 
die elliptische lineare Kongruenz gan?. unterlassen. Die Rotationsachsen 
der rotatorischen polaren Rüume Fl sind die Eneugenden des Fokalparabo- 
loides t'* von C[. Während aber bei hyperbolischen lineareu Kongruenzen 
diesen Rotationsachsen nur rotatorische polare Räume F*, mit reellen 
Inzidenzflfichen gehören, gehören hei elliptischen zu ihnen sowohl rotatorische 
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polare Räume Fl mit reellen wie mit imaginären Inziden/flächen. Alle 
Strahlen der elliptisch involutorischen Fokalregelschar einer elliptischen 
linearen Kongruenz sind die Rotationsachsen rotatorischer polarer Räume 
rl mit imaginären Inzidenzflächen, ebenso alle Strahlen der hyperbolisch 
involutorischen Fokalregelschar, welche in denjenigen von den beiden Fokal- 
achsen begrenzten Teil Allen, dem der Scheitelstrahl der Regelschar angehört. 
Alle außerhalb dieses Teiles gelegenen Strahlen der hyperbolisch involu- 
torischen Fokalregelschar sind die Rotationsachsen von rotatorischen polaren 
Räumen r\ mit reellen Inzidenzflächen. Ftlr die Fokalachsen artet die 
Inzidenzfläche des zugehörigen rotatorischen polaren Raumes Fl in die be- 
treffende Fokalachse selbst aus. 

Lineare Strahlenkongruenzen mit demselben Fokalparaboloide C^ sollen 
konfokal heißen. Eonfokale lineare Strahlenkongruenzen bilden einen qua- 
dratischen Strahlenkomplex r*^; sie sind für C^ autopolar und haben dasselbe 
Achsenzylindroid C\ Werden auf den Tangentialebenen von C* in ihren 
Schnittgeraden mit der Scheitelebene dieser Fläche Normalebenen errichtet, 
so umhüllen diese Ebenen das Achsenzylindroid C\ es ist zugleich der Ort 
der Mittelpunkte aller C^ umschriebenen Kegel des Hachette. Die zwischen 
den Flächen C^ und C^ bestehenden Beziehungen führen zu neuen Eigen- 
schaften des gleichseitigen Paraboloides. So bilden z. 6. die zueinander 
polaren Fokalachsen eines gleichseitigen Paraboloides die Regelschar eines 
Zylindroides und ebenso bilden die Regelschar eines Zylindroides die Scheitel- 
strahlen konfokaler hyperbolischer Paraboloide. Aus der Theorie des Fokal- 
paraboloides und Achsenzylindroides konfokaler linearer Kongruenzen folgen 
beiläufig bemerkt recht anschauliche Bedingungen, unter denen zueinander 
normale Tangentialebenen eines Kegels 11. Ordnung sich in den Strahlen 
eines Kegels 11. Ordnung oder zweier Strahlenbüschel I. Ordnung schneiden. 

Vier konfokale lineare Kongruenzen sollen vier harmonische konfokale 
lineare Kongruenzen heißen, wenn sie mit einem, und wie hieraus folgt, mit jedem 
Kegel des quadratischen Komplexes F^ vier harmonische Strahlen gemein 
haben. Femer sollen die cx)^ konfokalen linearen Kongruenzen, welche zu 
demselben Fokalparaboloide gehören, eine Kette konfokaler linearer Kon- 
gruenzen genannt werden. Eine Kette konfokaler linearer Kongruenzen läßt 
sich hiemach auf jedes Gebilde I. Stufe projektiv beziehen. Heißt der von 
den Kongruenzen einer Kette gebildete quadratische Komplex F^ der die 
Kette umfassende Komplex, so ist eine Kette konfokaler linearer Kongruenzen 
zu einem Kegel des sie umfassenden Komplexes F^ projektiv, # wenn jede 
Kongruenz der Kette ihrem Schnittsti'ahle mit dem Kegel entspricht. Die 
einem beliebigen Punkte des Raumes durch die Kongruenzen einer Kette zu- 
geordneten Punkte bilden eine zur Kette projektive Parabel. 

Haiensee b. Berlin, d. 28. Febmar 1906. 
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Ober die Genanigkeit geometrisclier EonstrnktioiieiL 



Von Emil Haentzschel. 

Die Genauigkeit geometrischer Konstroktionen ist in den letzten Jahren 
mehrfach Gegenstand von Erörterungen gewesen. Die Anregung dazu ist 
im wesentlichen durch die von Herrn Lemoine veröffentlichte Schrift: 
Geometrographie, Paris, Gauthier -Villars, 1902, gegeben worden. Zur 
Erläuterung des von Herrn Lemoine eingeführten Begriffs ,^Genauigkeir^ 
greife ich aus derselben eine beliebige Aufgabe heraus. Auf S. 30 heißt 
es: Aufgabe 27. Durch einen Punkt E zu einer der Winkelhal- 
bierenden des von den Geraden AB und AC gebildeten Winkels 
die Parallele zu ziehen. Geomctrographische Konstruktion. Man nehme 
^J^ in den Zirkel, setze in J. ein und beschreibe mit AE den Kreis, der 
.^1^ in ^ und B\ AC in C und C schneiden wird. Jetzt nehme man 
J^jEJ in den Zirkel und beschreibe um C den Kreis, der den um A be- 
schriebenen Kreis in E' treffen wird. EE' ist die gesuchte Parallele. 
Wünscht man die Halbierungslinie des Nebenwinkels zu zeichnen, so setze 
man in C den Zirkel ein mit ^^ als Radius. Der um A beschriebene 
Kreis wird dann in E'' geschnitten; es ist EE" die gesuchte Parallele. 
Da wir, um EE' zu ziehen, das Lineal so anlegen mußten, daß es durch die 
beiden Punkte E und E' geht, so haben wir nach Herrn Lemoine die Ope- 
ration 22^ (j^ rk%\e\ d. h. ein Lineal so an- 
zulegen, daß es durch einen gegebenen 
Punkt geht, zweimal vollführt, also das 
Symbolik zweimal zu notieren. Wir mußten 
die Zirkelspitzen in A, E, jB, JEJ, C einsetzen, 
d.h. fünfmal die Operation C^ (= centre) 
machen, wofür Herr Lemoine 5Q an- 
schreibt. Daraus ergibt sich nach ihm die 
Genauigkeit 2 + 5 = Sieben. 

Dieses mechanische Abzahlen der aus- 
geführten Operationen hat merkwürdiger- 
weise einige Anhänger und Verteidiger ge- 
funden, obschon doch diese durchaus ober- 
flächliche Art, den schwierigen Begriff 
„Genauigkeit einer geometrischen 
Konstruktion'^ zu definieren, unhaltbar 
ist. Man fühlt, daß hier ein Fehler ge- 
macht wird; aber, wenn es nicht gleich 
gelang, ihn genau festzulegen, so liegt dies meines Erachtens an folgendem 
Umstände. Die Präzisions-Mathematik kennt ihrem Sinn und ihrer Be- 
deutung nach ein Unterscheiden der Genauigkeit geometrischer Konstruktionen 
überhaupt nicht. Die theoretische Geometrie läßt jede Gerade durch zwei 
Punkte, jeden Punkt durch zwei sich schneidende Gerade bestimmt sein. 
Die natürliche oder Approximations-Geometrie aber muß hinzufügen, 
„wenn die beiden Punkte nicht zu nahe beieinander liegen,'* oder „doch 
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dürfen die beiden Geraden nicht einen gox ^u spitzen. Winkel einschließen" 
(Weber und Wellstein, Enzyklop&die der Blementannathematik, Bd. 2, 
S. 115. Leipzig 1905). 

Die Geometrograpbie gehört der PräKisionsmathematik an. 
Sehr richtig sagt deshalb Herr Lemoine, 1. c. 8. 18: Eine Konstruktion ist 
goometrographisch, wenn sie 1) allgemein ißt, d. h. sich anwenden laßt, 
wie auch GröQe und Lage der gegebenen Stücke beschaffen ist, 
2) unter allen möglichen Konstruktionen die einfachste ist. Er nimmt 
daher unter die Annahracn, die der Geometrograpbio zugrunde liegen, mit 
Recht die folgende auf: Sie setzt voraus, daß ein Punkt vollkommen 
bestimmt ist, wie klein auch der Winkel sein mag, unter dem sich 
die beiden, ihn festlegenden Geraden schneiden (Lemoine, Archiv 
der Math, und Phya. 3. Reihe. Bd. 1, 8. 99, 1901). In gleichem Sinne 
iagt Herr Reusch im Vorwort seiner Schrift: Planiraetrische Konstruktionen 
in geometrograp bischer Äusflihrung. Leipzig, Teubner, 1904, 8. VIII: Die 
Geometrograpbie ist rein theoretischer Natur. Herr Lemoine be- 
ging daher einen fundamentalen Fehler, als er den Begriff „Genauigkeit" in 
sein System aufnahm. Denn, indem dieser Begriff der Approiimations- 
Mathematik eigentümlich ist, gab er Anlaß zur Verwirrung, vermischte 
Herr Lemoine zwei sich scharf sondernde Zweige der Geometrie. 

Die Schwierigkeiten für eine erschöpfende Diskussion dieses Punktes 
liaufen sich aber um deswillen, so daß die Polemik der Herren Mehmke 
,(D. Math. Ver. Karlsbad 1902) and Holzraailer (Unterrichtsblätter f. Math. 
Jahrg. 11, 1905) gegen den der Approximationsgeometrie entlehnten Be- 
standteil der Geometrographie nicht völlig überzeugend gewirkt bat, weil, 
tun mit Herrn Klein zu reden, „in der zeichnenden Geometrie eine rationelle 
Fehlertheorie, wie sie in der Geodäsie vorliegt, bisher nicht entwickelt ist." 
„Dabei nenne ich," fälul Herr Klein fort, „eine Fehlertheorie rationell, 
welche auf Verwendung von Wahrscheinliehkeitsbetracbtungen basiert ist, 
■BO daß wir, um die Genauigkeit einer Konstruktionsmetbode zu beurteilen, 
sie wiederholt auf dieselbe Aufgabe anwenden und daon die erhaltenen 
Eesoltate mit der Methode der kleinsten Quadrate oder sonstwie abgleichen." 
(F. Klein: Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie. 
Aiitograpbicrtes Vorlesungsheft. Leipzig, Teubner, 1903.) 

Herr W. Franz Meyer (Königsberg) hat daher einen jüngeren 
Fachgenossen veranlaßt, auf diesen Punkt sein Augenmerk zu richten. Herr 
Konrad Nitz hat das Ergebnis seiner Studien in einer Dissertation: An- 
wendungen der Theorie der Fehler in der Ebene auf Konstruk- 
tionen mit Zirkel nnd Lineal, Königsberg, 1906, niedergelegt. Eine 
reiche Literatur ist über diesen Punkt vorhanden, die, mit Bravais (1846) 
beginnend, u. a. Arbeiten von Chr. Wiener, Helmer t (1868). Jordan (1871), 
Ciubor aufführt, und mit den Dissertationen von F. Geuer (Freibarg, 
1902) und P. Böhmer (Göttingen, 1904) schließt. Es ist merkwürdig, daß 
Herr Lemoine sogar an den Arbeiten seiner Landsleute Bravaia, Bienayme 
<1851j, Bertrand (C. B. 1888), d'Ocagne (C. R. 1894) achtlos vorüber- 
gegangen ist. 

Um einen Einblick in diesen Ideenkreis zu geben, knüpfe ich an die 
im Eingang dargestellte Konstmktions aufgäbe an. Offenbar ist es doch bei 
Ansfflhnmg derselben keineswegs gleichgültig, unter welchem Winkel sich 
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die beiden Geraden schneiden. Ist er sehr klein, der Pnnkt Ä also 
ein sog. schleifender Punkt, so ist man von yom herein im Zweifel, 
ob man auch wirklich in Ä den Zirkel eingesetzt hat; es ist praktisch un- 
möglich, Ä von den benachbarten Punkten zu unterscheiden. Abgesehen 
hiervon versagt die Konstruktion auch dann, wenn E und E' sehr nahe 
beieinander zu liegen kommen. Der stolze Bau einer geometrographischen 
Konstruktion erweist sich also in Hinsicht auf Genauigkeit (exactitude) 
und Einfachheit (simplicit^) als ein Nebelgebilde; sie war eben doch nur, 
um mit Steiner zu reden, eine mit der Zunge ausgeführte Konstruktion. 
Ein EUnweis auf weniger einfache Konstruktionen für solche Fälle wäre 
in völligem Widerspruch mit dem Prinzip der Lem oine sehen Geometrographie. 

Die Fehlertheorie stellt den Satz auf: Alle Punkte gleicher Wahrschein- 
lichkeit bei Ausführung der Operation C^ für den Schnittpunkt zweier 
Geraden liegen auf konzentrischen, ähnlich liegenden Ellipsen um den ge- 
gebenen Schnittpunkt; dies sind die sog. Fehlerellipsen. Es ist dies 
das Theorem von Bravais. Macht man die gegebenen Geraden zu Achsen 
eines schiefwinkligen Koordinatensystems, bezeichnet man den Durch- 
schnittswinkel mit (D, die mittleren Fehler beim Einsetzen des Zirkels in 
Beziehung auf jede Gerade mit wij bezw. m,, — bei einer Strichbreite von 
0,10—0,15 nmi schwanken bei verschiedenen Personen und unter verschiedenen 
umständen diese mittleren Fehler in den Grenzen 0,035 — 0,060 mm, — 
und ist Je eine willkürliche Konstante, so ist die Gleichung der Fehlerellipse 

— I + ^ = . , . Sie ist dem Parallelogramm einbeschrieben, das von den 

sich schneidenden Geraden im Abstände d: 194 bezw. d: tn^ gebildet wird. 

n f M. aT MI. 

Für mj = w^ = m ist die Länge der Halbachsen: a = und h = 

sin ~ cos I 

Für (0 = 90® haben wir also einen Fehlerkreis. 

Schwieriger ist die Bestimmung der Fehlerfläche fOr die Punkte B und 
C\ die sich als Schnittpunkte je einer der beiden Geraden und eines Kreises 
ergeben haben. Die Theorie zeigt hier, daß man es mit Kurven 4. Ordnung,, 
den sog. Fehlerovalen 4. Ordnung, zu tun hat Punkt E' ergibt sich als 
Schnittpunkt zweier Kreise. Die Fehlerfläche für einen solchen Punkt wird 
von einem Fehleroval 8. Ordnung begrenzt. 

Zum Schluß wird in der Konstruktion die Gerade EE' gezogen. Nimmt 
man den einfachsten Fall an, nämlich den, daß zwei Punkte als Schnittpunkte 
von rechtwinkligen Geraden oder noch besser als kreisförmige Bleistiftpunkte 
gegeben sind, so daß der mittlere Fehler des Anlegens des Lineals nach 
jeder Richtung gleichgroß ausfällt, so ist die Genauigkeit der Verbindungs- 
geraden zweier Punkte charakterisiert durch eine Schar konfokaler Hyperbeln 
in der Art, daß alle Geraden gleicher Wahrscheinlichkeit eine dieser Hyperbeln 

umhüllen. Die Gleichung dieser Hyperbeln ist: rf-^ ^ j^i — § = 1. Endlich 

bedarf noch der Erwähnung die Genauigkeit, mit der ein Kreis charakterisiert 
ist, der mit gegebenem Radius um einen gegebenen Punkt beschrieben werden 
soll. Da die Genauigkeit des Einsetzens der Zirkelspitze durch eine Schar 
von Fehlerflächen gegeben ist, und zwar durch Fehlerellipsen und Fehlerovale, 
so erkennt man, daß alle Kreise gleicher Wahrscheinlichkeit eine Parallel- 
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kurve zu einer Fehlerkurye des Mittelpunktes umhüllen; bei Fehlerellipsen 
im besonderen handelt es sich um die Toroiden. 

Zum SchluB sei auf die photographische Nachbildung einer Zeichnung 
hingewiesen, — eine solche wurde vorgelegt, — die auf Veranlassung der 
Firma Clemens Biefler in Nesselwang und München vom Ingenieur 
Esseling angefertigt, ein regelmäßiges Sechzigeck mit seinen sämtlichen 
Diagonalen, also insgesamt 1770 gerade Linien, darstellt. Sie ist geeignet 
zu den manigfachsten Gedanken anzuregen, so über die Güte des Zeichen- 
materials, als eine der Vorbedingungen für die Genauigkeit geometrischer 
Konstruktionen, und femer über die Befähigung des Zeichners zu seiner Arbeit, 
also gleichsam über dessen persönliche Gleichung. 



üntersuolinng der birationalen Transformationen, dnrcli welche ein 
algebraisclies Gebilde vom Range Eins in sich selbst nbergebt, inbezng 

auf ihr Verhalten bei der Iteration. 

Von Paul Koebe. 

Die Gleichung 
(1) y2 _ 4^ _ g^^ _ g^ 

zwischen den Variablen x und y stellt, abgesehen von bii*ationalen Trans- 
formationen, das allgemeine algebraische Gebilde vom Bange Eins dar, 
wenn g^ und g^ willkürliche Konstanten bezeichnen, welche nur der Un- 
gleichheitsbedingung g^ — 27^J =^ unterworfen sind. Wird mit u das 
elliptische Integral erster Art 



Cdx 

J y 



QO . OO 



bezeichnet, so lassen sich zwei ein primitives Periodenpaar bildende und der 
Nebenbedingnng 91 ( — ^.j > *) genügende Konstanten 2(ö, 2(ö' so angeben, 
daß 

X ■= ^.;(t* j Cö, w'), t^ — ^.?'(t* I G), Co') 

wird, wobei ^.?(t*|(ö, ©') die zu dem primitiven Periodenpaar (2(i), 2(ö') ge- 
hörende Weierstraßsche Pc-Funktion bezeichnet. 

Jeder birationalen Transformation, durch welche das algebraische Ge- 
bilde (x, y) in sich selbst übergeht, entspricht bekanntlich in der w-Ebene 
eine Transformation von der Form 

(2) u^^au + ß, 

unter a imd ß Konstanten verstanden. Um alle birationalen Transformationen 
des Gebildes (^, y) in sich selbst zu erhalten, hat man in der Gleichung (2) 
der Konstanten ß jeden reellen und komplexen Wert, der Konstanten a, 
wenn weder g^ noch g^ gleich Null ist, nur die Werte dt 1 beizulegen, 
wenn g^^^O ist, außer den Werten ± 1 noch die Werte ± V , wenn ^2 ^ ^ 



1) Das Zeichen 91 soll bedeuten: Reeller Teil von. 
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ist, außer den Werten ± 1 noch die Werte i y i jVS i. Diejenigen bi- 
rationalen Transformationen, denen in der u-Ebene eine Transformation (2) 
mit von Eins verschiedenem Koeffizienten a entspricht, verhalten sich, wie 
leicht zu sehen ist, bei der Iteration periodisch, und zwar ist die Zahl, 
welche angibt, nach wie vielmaliger Anwendung der birationalen Trans- 
formation die identische Transformation erhalten wird, gleich dem Exi>onenten, 
zu welchem die Einheitswurzel a gehört, also eine der Zahlen 2, 3, 4, 6. 

Die Transformationen von der Form 

(3) M^ = M + a, 

wobei a eine willkürliche Konstante bezeichnet^ bilden den Hauptgegenstand 
der vorliegenden Untersuchung. Diese Transformationen zerfallen, wie sich 
zeigen wird, in drei charakteristisch unterschiedene Klassen. 

Aus der Transformation (3) und der zu derselben inversen Trans- 
formation u_^ = M — a entspringen durch Iteration die Transformationen 

(4) u^«=w + wa. [«=0, ±1, ±», ...1 

Bezeichnen m und m' zwei von einander und von n unabhängige Parameter, 
so wird durch die Gleichung 

(5) u^ = w + wa -f- 2mQ) -f- 2m'Q)' m =0, +1, +j, ... 



Lm 



dieselbe Gesamtheit birationaler Transformationen wie durch Gleichung (4) 
dargestellt. Vermöge der Gleichung (5) entspricht einem Punkte h der 
w-Ebene das System der Punkte 6-f-wa + 2woi + 2w'G)', dem Punkte 
w = das System der Punkte na -{• 2wo)-f- 2 m' (o\ welches aus dem 
System der Punkte 6-f-«a-+- 2mo)+ 2w'o)' durch eine bloße Parallel- 
verschiebung hervorgeht. Die durch die Form wa-f- 2«ig)4- 2w'cö' dar- 
gestellte Punktmenge werde mit M bezeichnet. Die Natur dieser Punktmenge 
soll jetzt näher untersucht werden. 

Zu dem Zwecke bemerke man zunächst folgende Eigenschaften der 
Punktmenge Mi 

I. Sind TT^ imd tc^ zwei Punkte der Menge, so gehören auch die 
Punkte 

^1 + K^% ~ ^) ^^"^^ ±1. ±2, • 1 

zur Menge (s. Fig. 1).. 




Flg. 1. 



n. Sind TT^, TCg, 7^3 drei Punkte der Menge, die nicht in einer Geraden 
liegen, also ein eigentliches Dreieck bilden, so gehört auch das durch diese 
Punkte bestimmte Parallelpunktgitter 

^1 + K^2 — ^1) + ^'(% ■" ^ \j'"^^ i^ **» •••] 

zur Menge (s. Fig. 2). 
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i sich nun folgende drei Fttlle ünter- 



Zahl ^i von der Be- 
Abstand < ä babeu. 
oa Null verschiedene 




Inbezug auf die Menge M las 
scheiden : 

a) Es gibt eine positive von Null ■ 
schaffenheit, daß keine zwei Punkte der Menge M e 

b) Wenn iJ eine beliebig klein gegebene positive v 
OröBe ist, so lassen sich stets zwei 
von einander verschiedene Punkte 
der Menge M bestiainien, deren 
Abstand ■< S ist; es existiert je- 
doch eine positive von Null ver- 
schiedene Zahl i/j von der Be- 
schaffenheit, daß es in der Menge M 
kein System von drei ein eigent- - 
liebes Dreieck bildenden Punkten 
gibt, von denen je zwei einen Ah- Fig. » 
stand < ^j bähen. 

c) Wenn & eine beliebig klein gegebene positive von Null verschiedene 
Größe ist, so lassen sich in der Menge üf stets drei ein eigentliches 
Dreieck bildende Punkte bestimmen, von denen je zwei einen Abstand 
< & haben. 

Der Fall a). 
Im Falle a) enthält jeder ganz im Endlichen liegende Bereich der 
«-Ebene nur eine endliche Anzahl von Funkten der Menge 3f, und man 
erkennt hei Beachhiag der Eigenschaft II,, daß die Funbtmenge M ein durch 
drei geeignet auszuwählen Je Punkte der Menge bestimmtes J'rtrallHpunklffitler 
darstellt. Unter den Punkten 

b + na [-.=0, +1. +», .,.] 

I im Falle a) nur eine endliche Anzahl solcher, die mod. (2a), 2ta') 
'•mander inkongruent sind; zu einem Funkte (x^, y^) des algebraiacben 
Gebildes (x,if) gehören also nur eine endliche AfizalA von BAdpimkttn 
innerhalb des GrbiUies. Für das Eintreten des Falles a) ist folgende Be- 
dingung notwendig und hinreichend: 
Wmn 

a = 2ixo,+ 2^'m' 

tsetH wird, unhr (i find fi' rcrlle Zahlen verstandw, so find n und ft 
onat. 
Der kteinstr gcmeitiscliaftticke Nrnner der Brüche, durch wddie /i und 
' dargestellt werden, gihi an. nach wirvielmaliger Anwendung der btraHonalm 
Pransformatiwi die idcntisdie Transformation erhalten wird. 






Der FeOl b). 
■r Punktmenge M behauptet werden, daß sie folgende 
,n„irj, n^ vier Punkte der Menge M, für welche die 
Lbstände | n, — »j | und | wj — Wj | kleiner als -;,' sind, so ist die Verbindnngs- 
rade der Punkte Wj und »j entweder identisch mit der Verbindungsgeraden der 
ji, oder ihr parallel. 



Im Falle b) kann von d 
igeuscbaft besitzt; Bind n 

I und Ir 
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Anderenfalls würden die Punkte n^ und tt, mit dem Punkte n^ + («^ — äj), 
der wegen U. ebenfalls zur Menge M gehört, ein eigentliches Ih:^ieck bildoD, 
dessen Seiten sämtlich kleiner wären als J^. Die Existenz eines solchen 
Dreiecks ist aber durch b) ausgeschlossen worden. 

Man denke sich nun aus der Menge M zwei Punkte ausgewählt, deren 

Abstand < -»^ ist, und durch jeden Punkt der Menge M diejenige Gerade 

gezogen, welche der Yerbindungsgeraden der beiden ausgewählten Punkte 
parallel ist. Das auf diese Weise konstruierte System einander paralleler 
Geraden werde mit S bezeichnet. Je zwei Punkte der Menge If , deren 

Abstand < ~ ist, liegen dann wegen der soeben bewiesenen Eigenschaft 

der Punktmenge stets auf einer und derselben Geraden des Systems S. 
Nun gibt es nach Voraussetzung b) in der Menge M Paare yon Punkten, 
deren Abstand kleiner ist als eine beliebig klein gegebene positive Größe d. 
Folglich gibt es, wenn d gegeben ist, stets eine Gerade des Systems 8j auf 
welcher sich zwei Punkte der Menge M befinden, deren Abstand < 6 ist 
Daraus kann mit Hilfe von U. geschlossen werden, daß jede Gerade des 
Systems 8 zwei Pimkte der Menge M enthält, deren Abstand •< d ist 
Beachtet man jetzt die Eigenschaft I der Menge itf, so erkennt man, daß 
das G^radensystem S, welches nach seiner Definition sämtliche Punkte der 
Menge M auf sich enthält, von diesen Punkten allenthalben unendlich didU 
erfaUt wird, d. h.: jeder Punkt der M-Ebene, welcher auf einer (Geraden 
des Systems S liegt, ist ein Häufungspunkt für die Punktmenge M. 

Nun soll nach b) in der Menge M kein einziges System von drei ein 
eigentliches Dreieck bildenden Punkten existieren, von denen je zwei einen 
Abstand < J^ haben. Je zwei Geraden des Systems S müssen daher einen 
Abstand ^ J^ haben, und zwar bilden diese Geraden, wie man mit EKlfe 
von I. erkennt, ein System van äquidistanten Creraden, 

Das von den Periodenpunkten 

2w(ö + 2ni'(ö' [m'""^ ±^' **» •••] 

gebildete Punktgitter stellt eine in der Menge M als Teilmenge enthaltene 
Menge M^ dar. Auch die Menge M^ besitzt die Eigenschaften I. and H. 
Die Punkte der Menge M^ verteilen sich in bestimmter Weise auf dem 
Geradensystem S. Der Punkt w =■ gehört zur Menge M^, Diejenige 
Gerade des Systems 8, welche durch den Punkt u = geht, werde mit (? 
bezeichnet. Auf der Geraden G muß noch ein anderer von w = ver- 
schiedener Punkt der Menge M^ liegen. Wäre dies nämlich nicht der Fall, 
so könnte wegen TL. auf keiner Geraden des Systems S mehr als ein Punkt 
der Menge M^ liegen, imd folglich würden, wenn zwei beliebig weit von 
einander entfernte Geraden des Systems S herausgegriffen werden, in dem 
ganzen von diesen beiden Geraden begrenzten Teil der Ebene nur eine 
endliche Anzahl von Punkten des Pimktgitters M^ liegen, was offenbar 
nicht zutrifft. 

Unter den von m =« verschiedenen Punkten des Gitters JBtf"^, welche 
auf der Geraden G liegen, gibt es einen, welcher dem Punkte w =« 
am nächsten liegt. Der zu cdesem Punkt gehörende Wert von u werde 
mit 2& bezeichnet. Dann kann eine andere komplexe Größe 26b\ welche 



39. Sitzung, 13. DeJ.eraber lil06. 61 

etienfallB einem Punkte des Gittere M^ entspricht, so liestimmt werden, daß 
die Größen 2fi, 2A ein mit (2«, 2«') Bquisaleutes primitives Periodenpaar 
bilden. Das ParaUeioRranim mit den 
Ecken 0, 2S, So + 2t&' — 2ß", 
2i&' werde mit 77 bezeichnet. Dieses 
Paralleiogramm wird in der Weise, 
wie Fig. 3 zeigt, durcb das Geraden- 
system 6' in eine gewisse ÄnzaJil, N, 
von einander kongruenten Parallelo- 
grammen zerlegt. (In Fig. 3 ist N= 5 
gewählt.) 

Die Zahl N hat für die betrach- , 
tete Transformation M| >= « + o eine fi« s 

charakteristische Bedeutung. Es werde 

mit [u] der dem Puakte n modd. (2£i, 2(&') kongraente im Perioden Parallelo- 
gramm 77 (die Seiten 2ö . - . 2ö" und 2ä" . . . 2m' excl.) liegende Punkt 
bezeichnet. Von den Punkten 

[na] ,„.,±i.±,..l 

EiViiid in dem gegenwärtig betrachteten Falle b) keine zwei modd. (an, 2<ä'} 
■ einander kongruent. Die Punkte [wo] gehören dem Punktsystem M an 
und bilden fiir die Gesamtheit der Punkte dieses Punktsystems ein toU- 
stftndiges Bestsystem modd. (2c5, 2i&'). Die Punkte [na] liegen samtlich 
auf den N in Fig. 3 dargestellten der Strecke . . . 2^ parallelen Strecken 
(0 . . . 2iB incl., 2t&' . . . 2ca" eicl.), und zwar kehren diese N Strecken, 
wenn man n die ganzzahligen Werte von — oo bis -)- oo durcblaufeu läßt, 
in einer bestimmten Reihenfolge periodisch wieder. 

Man übersieht jetzt, wie sich die der Transformation m, = » -|- a ent- 
sprechende birationale Transformation des algebraischen Gebildes {x, i/) in 
sich selbst im Falle b) bei der Iteration verhalt: Wenn {p^^y^ ein Punkt 
der Riemannschen Fläche ist, welche die Verzweigung der Punktion y(x) 
geometrisch darstellt, so gibt es in der Riemannschen Flache JT gesc/j/ossetie 
analytische Linien (Perioden wege), von welchen keine zwei einen Punkt 
gemeinsam haben und eine durch den Punkt (xg, y^) selbst geht. Diese 
JV' Linien sind Träger der Menge aller BilJpunkte des Punktes {x^, y^), und 
7war werden die genannten Linien von den Bildpunkten des Punktes {x^, y^ 
allenthalben unendlich dicht erltillt. Durch den Iterationsprozeß ist eine 
bestimmte Reihenfolge der Bildpuukte festgesetzt. Durchläuft man die 
Bildpunkte in dieser Reihenfolge, so gelangt man zu jeder der N ge- 
schlossenen Linien und zwar jedesmal nach N, niemals nach weniger als 
N Schritten zur selben Linie. 

Es muß nun untersucht werden, welche Bedingungen für die Zahl a 
notwendig und hinreichend sind, damit der Fall b) eintritt. 

Eine notwendige und hinreichende Bedingung kann sofort aus Fig. 3 
abgelesen werden. Der Punkt w = ß gehört nllmlieh der Menge M an und 
liegt daher auf einer Geraden des Systems S. Also kann 



^ 



■^gesetzt werden , 



■ine reelle Zahl, mit i eine positive oder 
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negative ganze Zahl bezeichnet wird. Hierbei ist die Zahl x irrational; 
denn andernfalls würde a die für das Eintreten des Falles a) notwendige 
und hinreichende Bedingung erfüllen. Die ganze Zahl k kann mit der 
ganzen Zahl N keinen Teiler gemeinsam haben, weil sonst die Zahl der 
mit der Strecke ... 2ö parallelen Strecken, auf denen die Punkte \na\ 
liegen, kleiner als N sein würde. Damit ist folgende für das Eintreten 
des Falles b) nicht nur notwendige, sondern auch hinreichende Bedingong 
gefunden : 

Es gibt ein mit (2 a), 2 a)') äquivcUcnies primitives Periodenpaar (2ö, 2©') 
von der Beschaffenheit, daß von den beiden reellen Zählen x und x', ire/cÄc 
sich aus der Gleichung 

a = 2xö + 2x'c&' 

ergeben, die erste irrational^ die zweite rational ist. Wird % als Quotient 
von zwei teilerfremden ganzen Zahlen dargestellt, so hat der Nenner für die 
betrachtete Transformation die Bedeutung der Zahl N, 

Um eine andere für das Eintreten des Falles b) charakteristische Be- 
dingung zu erhalten, kann man entweder einen direkten Weg einschlagen 
oder, ausgehend von der soeben gefundenen charakteristischen Bedingung, 
folgendermaßen verfahren. 

Aus den Gleichungen 

2ö = 2ß^(o— 2a,G)', 2c5' = 2a(o + 2xoi' 

ergeben sich vier reelle ganze Zahlen j3^, a^, a, r, und es ist 

a^a + (3iT = 1, 

a = 2(x/3i + %'a)(o + 2( — xo^ + x't)g)'. 

Zwischen den reellen Zahlen 

^ßi ~^ ^'^ ^^ f* 
und 

— x«! + X T == fl 

besteht, wie sich bei Berücksichtigung der Gleichung aj^d + /Sj^t = 1 ergibt, 
eine lineare Gleichung mit rationalen Zahlenkoeffizienten, nämlich die 
Gleichung 

«1 • fl + j3i . fl' — X =0. 

Außer der vorstehenden linearen Gleichung mit rationalen Zahlenkoefßzienten 
kann zwischen den Größen fi und ft' nicht noch eine zweite, von jener un- 
abhängige lineare Gleichung mit rationalen Zahlenkoeffizienten bestehen, 
da sonst fi und fi' rationale Zahlen und folglich die Bedingungen des 
Falles a) erfüllt wären. 

Die zweite für das Eintreten des Falles b) charakteristische Bedingung 
lautet nun: 

Wenn fi und fi' aus der Gleichung 

a = 2fi(o + 2^'(o' 

als reelle Größen bestimmt werden, so besteJU Zicisdien fi und jti' eine und 
nur eine lineare Gleichung mit rationalen Zahlenkoeffizienten 

afi + ßfi' + y = 0. 



39. Siizniig, 13. Dezember 1906. 63 

Der Beweis dafür, daß diese Bedingung nicht nur notwendig, sondern 
auch hinreichend ist, ergibt sich folgendermaBen. Es kann angenommen 
werden, daß a, j3, y ganze Zahlen sind, welche keinen gemeinschaftlichen 
Teiler haben. Der größte gemeinschaftliche Teiler der Zahlen « und fJ 
werde mit d bezeichnet. Man bestimme zwei ganze Zahlen a und r so, daß 

^ <y + ^ ^ == 1 ^i^ » ^^<^ setze 

2-^Q) — 2^0)' = 2d>, 2aa> + 2ia>'=» 2ra', 



dann wird 



V 



/ »' 



a = 2x0 + 2x0. 



Die Größe x ist irrational; denn wäre sie rational, so würden zwischen 
den Größen fi und \k zwei von einander unabhängige lineare Gleichungen 
mit rationalen Zahlenkoef&zienten bestehen, entgegen der Voraussetzung. 
Die Größe x' hat einen rationalen Wert, nämlich, in reduzierter Form dar- 

y 

gestellt, den Wert — ^- Für die Zahl a ist also die zuerst aufgestellte, 

ftbr das Eintreten des Falles b) charakteristische Bedingung erfüllt; zugleich 
ergibt sich: 

Der größte gemeinschaftliche Teiler d der Zahlen a und ß hcU für die 
Transformation m, = t* + a df€ Bedeutung der Zahl N. 



Der Fall o). 

Der bisher unerörtert gebliebene Fall c) kann jetzt leicht erledigt 
werden. Aus der Annahme c) folgt mit Hilfe von II., daß die ganze 
tt- Ebene von den Pimkten der Menge M allenthalben unendlich dicht er- 
füllt wird. Innerhalb der Riem an n sehen Fläche, welche zur Funktion y{x) 
gehört, verteilen sich also die Bildpunkte eines Punktes (xq, ^q) so, daß in 
der Nähe jedes Punktes der Riemannschcn fläche Bildpunkte liegen. Als 
notwendige und hinreichende Bedingung für das Eintreten des Falles c) 
ergibt sich: 

Wenn 

a = 2fi(ö + 2ft'(ö' 

gesetzt tcird^ unter fi und fi' reelle Grrößen verstcmden, so hesteM zmschen (i 
und fi' keine lineare Glcidiung 

. «fi + |3fi + y «= 

mit ratiofiälen Zahlenkoeffieientcn «, /3, y; oder: es ist nicht möglidi, ein mit 
(2q), 2(ö') äquivalentes primitives Periodenpaar (2ö, 2ö') sowie eine reelle 
Zahl X und eine reeUe rationale Zahl % anzugeben, für welche 

a -B 2x0 + 2x'c&' 
icird. 



Mit der vorstehenden Untersuchung, soweit dieselbe sich auf die Punkt- 
menge M bezieht, ist eine arithmetische Arbeit von Kronecker nahe verwandt. 
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Kronecker: Über näherungs weise ganzzablige Auflösung linearer 
Gleichungen. (Sitzungsberichte der Kgl. Preußischen Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin, Jahrgang 1884, Bd. ü, pag. 1179—1193 und 1271 
—1299.) 

Eine andere in dem genannten Bande der Sitzungsberichte veröffentlichte 
Arbeit von Kronecker gehört demselben Gedankenkreise an: 

Kronecker: Die Periodensysteme von Funktionen reeller Variablen 
(1. c. pag. 1071—1080). 

Ober die Projektion des ramnliclien Pnnktgitters. 

Von Gerhard Hessenberg. 

1« Seien o^, Oj» 03 drei komplexe Zahlen, zwischen denen nur eine 
Gleichung 

mit reellen Koeffizienten a^ besteht, deren geometrische Bilder also nicht 
in eine Gerade fallen. Die Menge aller komplexen Zahlen von der Form 

(2) WiWi +m,ai, + WjWj, 

worin m^ ganze Zahlen, positiv, negativ oder null, sind, werde mit 51 be- 
zeichnet. Diese Menge Sl ist ein ebenes PimktgUterj wenn die a^ ganzz<Mig 
sind, Sie liegt auf einer Schar äquidistanter Geraden dicht, wenn eine und 
nur eine Gleichung 

(3) a^aj + flgaj + «,0, = 

mit ganztahligen reellen Koeffizienten a^ besteht Sie ist endlich in der 
ganzen Zahlenebene dicht, wenn eine solche BeloHon nicht besteht 

Für diesen Satz gab in der Dezembersitzung vergangenen Jahres Herr 
Koebe einen Beweis an. In der anschließenden Diskussion wurde bereits 
darauf hingewiesen, daß die Menge ^ als Projektion eines Baumgitters 
aufgefaßt werden kann. Indem ich diesen Gedanken weiter verfolgte, ge- 
langte ich zu einer einfachen geometrischen Interpretation der drei möglichen 
Fälle. Auf dieser Interpretation läßt sich aber zugleich ein rein geometrischer 
Beweis des Satzes aufbauen, der im folgenden skizziert werden soll. 

Es bezeichnen durchweg 

G)i, 02> cog) ^i Vektoren mit dem gemeinsamen Anfangspunkt 

a, ß, Xj fiy V reelle Zahlen 

a, m, p, q ganze, positive oder negative Zahlen einschließlich der Null. 

In Summenzeichen durchläuft der Zeiger t stets die Werte 1, 2, 3. 

I. Begriff des Gitters. 

2. Die Menge der Endpunkte aller Vielfachen mo eines Vektors co bei 
festgehaltenem Anfangspunkt wird als lineares Punktgitter bezeichnet. Es 
besteht aus Punkten -4_^, ..., Aq=^ 0, A^^ Ä^^ , , ., A^ einer Geraden, von 
denen je zwei aufeinanderfolgende gleichen Abstand haben. 

Die Punktmenge m^co^-f-^ct^s wird ebenes Punktgitter genannt, und 
zwar ein reguläres, wenn o^, o, verschiedene Richtungen haben, wenn also 
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keine Gleichung a^a^ + <40|» besteht, ein depepifrifrtrSy wenn das Gegen- 
teil zutrifft. Ein degeneriertes Gitter liegt auf einer Geraden. 

Die Ponktmenge ^m^a- heißt ein räwmUdies Pitnktpiftfr^ und zwar 
ein reguläres, wenn i»|, cu^. iO| nicht in einer Ebene liegen, also keine 
Relation Za^a^ »» besteht, ein degeneriertes im entgegengesetzten Fall. 
Von degenerierten Gittern betrachten wir nur diejenigen, bei denen C0| , coi , (0| 
nicht in eine Gerade fallen, somit nur eime Gleichung (1"^ besteht. Sie 
liegen in einer Ebene, nicht aber auf einer Geraden. 

3. Zieht man durch und die Endpunkte 0^ der erzeugenden 
Vektoren go^ eines degenerierten Gitters Sl parallele Strecken 00'||0,0i, 
die nicht in den Träger, d. h. die Gerade oder Ebene Ton Sl fallen, so ist 
Sl die ParaUelprojektion des von den Vektoren cdI* « O'O] erzeugten 
Gitters Sl\ und zwar entsprechen sich die Punkte mit gleichen Koeffizienten m^. 
Durch passende Wahl der Punkte CfO'i l&Bt sich aber stets erreichen, daB 
Sl' nicht degeneriert: Ist A ein degeneriertes ebenes Gitter, so dürfen 
O'OiOi nicht in einer Geraden, ist Sl ein degeneriertes räumliches Gitter, 
80 dürfen O'OiOiOi nicht in einer Ebene liegen Ein degeneriertes Gitter 
ist daher stets Parallelprojektion eines regulären. 





Fi«. 8. 

4, Die Verbindungsgerade zweier Punkte eines regulären Gitters wird 
eine Gittergerade genannt. Das lineare Gitter kann als Trivialfall außer 
Betracht bleiben. Eine Gittergerade enthält unendlich viele Punkte des 
Gitters, die in ihr ein lineares Gitter bilden. Zieht man zu einer Gitter- 
geraden eine Parallele durch einen Punkt des Gitters, so ist diese selbst 
eine Gittergerade. 

Legt man durch drei Punkte eines Baumgitters, die nicht in einer Ge- 
raden liegen, eine Ebene, so heißt diese eine Giiterebene, Sie enthält un- 
endlich viele Punkte des Raumgitters, die in ihr ein ebenes Gitter bilden. 
Legt man zu ihr eine Parallele durch einen Gitterpunkt, so ist auch diese 
eine Gitterebene. 

n. Projektion des Gitters. 

5« Projiziert man nunmehr ein reguläres ebenes Gitter Sl in emer 
Richtung, die seiner Ebene angehört, auf eine Gerade, so entsteht auf dieser 
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ein degeneriertes ebenes Gitter £1, und es sind zwei Fälle möglich, jcaachdä 
die Projektionstrahlen Gittergeraden sind oder nicht Im ersten Fall bilden 
sie eine Schar äquidistanter Geraden, es ist daher il ein lineares Punkt- 
gitter. Im zweiten Fall liegen sie dicht, es ist daher auch die Pankt- 
menge Sl dicht. 

6. Bei der Projektion eines regulären Raumgitters entstehen drei 
Fälle: Erstens kann eine Projektionsgerade Gittergemde sein, und dann 
sind Bömtliohe Projektionsgeraden Gittergeraden. Der Schnitt des ProjektionB- 
hündels ist ein ebenes Punktgitter. Zweitens kann ein Projektionsstrahl, 
ohne Gittergerade zu sein, in einer Gitterebene liegen. Dann gilt wiederum 
das Gleiche von allen Projektionsstrahlen. Sie liegen alle in parallelen 
ßitterebenen E, und diese bilden eine Uqnidistante Schar, die natürlich 
nicht dicht ist. In jeder dieser Ebenen bilden die Punkte des Gitters ein 
ebenes Gitt«r, in dessen Ebene die Projektionsrichtang fällt, ohne daß die 
Projektionsstralilen Gittergerade sind. Es liegen daher die Projektions- 
strahlen in den Ebenen E dicht, wie wir in § 5 sahen, und die Projektion 
des Raumgitters wird als Schnitt des Bündels der Strahlen eine Punkt- 
menge, die auf Geraden einer äqaidistanten Schar dicht liegt — Drittens 
kann ein Projektions strahl weder Gtttergerade sein noch auch in einer 
Gitterebene liegen. Dann ist der Projektionsbünde! und mit ihm die Pro- 
jektion des Gitters selbst dicht. 

7. Im dritten Fall ist folgende Eigenschaft des degenerierten Gittere 
bemerkenswert: Es liegt auf kdwr Geraden dicht. Wenn PQB drei 
Punkte des degenerierten Gitters in geradliniger Lage sind, so sind sie 
Projektionen von Punkten P'Q'Il' eines regulären Raumgitters, und diese 
liegen ebenfalls in einer Geraden, denn andernfalls müßte die Projektioos- 
richtung in die Gitterebene P'Q'Ji' fallen. Es gehören somit P'Q'R' und 
damit PQR je einem linearen Gitter an. Den erzeugenden Vektor des anf 
PQ gelegenen Gitters wollen wir den primitiven Vektor der Geraden PQ 
nennen. Irgend zwei auf PQ gelegene Punkte haben als Abstand ein Viel- 
faches des primitiven Vektors. 

Man erkennt daraus, daß bei dem degenerierten Raumgitter sich noch 
der Begriff der Gittergeraden aufrecht erhatteu läßt. Eine Gerade in der 
Ebene des Gitters enthält entweder keinen oder einen oder unendlich viele 
Punkte des Gitt-ors. Im letzteren Fall bilden diese ein Gitter, und zwar 
im allgemeinen stets ein lineares, ausgenommen, wenn das Gitter auf einer 
äquidistanten Geradenschar parallel liegt. Dann enthalten die Geraden 
dieser Schar degenerierte dichte ebene Gitter. 



in. Die Kritei 



■ Sonderfälle. 



^. zusa 



8. Um die in § 1 aufgestellten Kriterien zu erbalten, betrachten wir 
zunächst ein Raumgitter il', das in Richtung einer Gittergeraden in das 
degenerierte Gitter ß projiziert wird. Der Projektionsstrahl von 0' geht 
durch einen zweiten Punkt P' von ft', dessen Vektor £pita'{ in den 
Vektor Xp^w^ projiziert wird. Da die Bilder P und O von P' und O' 
zusammenfsdlen, folgt 
(4) Zp.m, = 0, 
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d. h. die Relation (l) läßt sich ganzzahlig schreiben, und umgekehrt sagt 
sie, ganzzahlig geschrieben, aus, daß zwei Punkte von Sl' dasselbe Bild 
haben. 

9, Fällt der Projektionsstrahl von 0' in die Gitterebene 0' F' Q\ wobei 
F'Q' mit 0' nicht in einer Geraden liegen, so fallen die Bilder OPQ in 
eine Gerade. Von den Vektoren OP ^ ZpiCo^ und OQ =^ £q^G)^ ist also 
der eine ein reelles Vielfaches des andern: 

(5) küp^G)^ + fi^ZgiOö, = 0. 

Da nur eine reelle Gleichung zwischen den a^ besteht, (l), so folgt 

^Pi + Mi = va^ 
und nach Elimination von k, ft, v: 



(6) 



' Pi Qi «1 

Pi % «2 
Pi ^8 «5 



Za^a. = 0. 



Die Koeffizienten a,- verschwinden nicht gleichzeitig, da alsdann O'P'Q' 
in einer Geraden lägen. Besteht umgekehrt die Gleichung (3^ und ist a^ 
von Null verschieden, so folgt durch Elimination von ^3 aus (l) imd (3): 

Diese Gleichung ist ein Spezialfall von (5). Die Bedingung (3) ist 
also notwendig und hinreichend dafür, daß jeder Projektionsstrahl in einer 
Gitterebene liegt. 

IV. Nirgends dichter Projektionsbüschel. 

10« Den Vorteil der bisherigen Betrachtung sehe ich in der einfachen 
geometrischen Deutung der Kriterien und in dem heuristischen Wert einer 
solchen Auslegung. Dagegen ist der Hinweis auf die geometrische An- 
schauimg in Abschnitt 11 natürlich ein minderwertiger Ersatz für eine 
wirkliche Herleitung der Dichtigkeiisverhältnisse. Diesen Hinweis durch 
einen exakten Beweis zu ersetzen ist das Ziel der weiteren Betrachtungen. 

Wir beginnen mit dem Satz, daß die Schar aller zu einer gegebenen 
parallelen Gittergeraden nicht dicht ist. Daß sie äquidistant sein muß, 
folgt ohne weiteres daraus und aus der Eigenschaft des Gitters, bei Ver- 
schiebungen um einen seiner Vektoren sich selbst zu decken. 

!!• Aus der Erzeugung des Gitters folgt, daß ein reguläres Gitter 
seinen Träger (Gerade, Ebene, Raum) in kongruente Gebietsteile (Strecken, 
Parallelogramme, Parallelflache) zerlegt. Innerhalb eines endlichen Gebiets- 
teiles liegen darum nur endlich viele Gitterpunkte, d. h. ein reguläres 
Gitter hat keine Verdichtungsstellen im Endlichen. Sind insbesondere 27, 
V zwei Punkte auf der Geraden eines linearen Gitters moo, deren Abstand 
gleich |o)| ist, so liegt zwischen ihnen ein Gitterpunkt, sofern sie nicht selbst 
Gitterpunkte sind. Und sind in der Ebene eines ebenen Gitters // F «= Oj, 
UW^^ Wg zwei von U ausgehende, den erzeugenden Vektoren gleiche 
Vektoren, so liegt innerhalb des Parallelogranmis UV WZ, das durch die 
Vervollständigung von Z7 FW entsteht (FZ = (»,, TFZ— Wi), ein Gitter- 
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paukt P, fftlls nicht eine der Geraden 171' oder tlW Gittergende ist 
Dann kann P auch auf der Begrenzung liegen. 

12. Es seien nun PQR drei Punkte eines ebenen Gitters, die nicht 
in einer Geraden liegen. Zwischen P und Q sowohl wie zwischen P und 
S liege kein weiterer Gitterpunkt. Wir ergänzen durch SS [ PQ, QS \\ PR 
die Figur zu einem Parallelt^p-amm. Liegt in 
diesem noch ein Gitterpnntt, so gibt es zwischen 
PQ und RS noch eine Oittergerade, und um- 
gekehrt. Unter allen Gitterpnnkten im Inneren 
des Parallelogramms PQRS gibt es, da ihre 
Anzahl endlich ist^ einen, der am nfichsten au 
PQ liegt, und kein anderer kann gleichen Ab- 
stand haben, da sonst gegen die Annahme auch 
zwischen P, Q noch ein Oitterpnnkt liegen 
müSte. Dieser Punkt heifie T. Man ziehe 
TU. PQ, QU\. PT, so Uegt innerhalb PTUQ 
kein Gitterpunkt mehr und zwischen TU und 
PQ gibt es keine Gittergerade mehr. 
Analog beweist man, daß es zu jeder Gitterebene auf jeder Seite eine 
n&chste gibt. Von hier aus folgt mühelos, dafi der Projektionsstrahlen- 
hflschel, sofern er aus Gittergeraden besteht, nirgends dicht liegt. 




V. In sich dichter Projektionsbflschel. 

13. Wir denken uns nunmehr ein reguläres ebenes Gitter in einer 
Richtung projiziert, die seiner Ebene angehört, aber keiner Gittorgeraden 
zukommt PU, QV seien zwei Projektionsstrablen , die die Punkte P, Q 
des Gitters projizieren; es soll gezeigt werden, daB zwischen ihnen ein 
dritter Projektionsstrahl liegen mufl. Indem wir von einem TriTialbll so- 
gleich absehen, uehmen wir an, es liege zwischen P und Q auf PQ kein 
Gitterpnnkt mehr, zieben sodann durch einen nicht auf PQ gelegenen 
Gitterpnnkt 8 die zu PQ parallele Gittergerade, die PU und QF in 17 
und V schneiden mSge. Da U, V keine Gitterpujikte sind, liegt zwischen 
ihnen ein Punkt R des auf 8UT gelegenen Lineargittors; dessen Pro- 
jektionsstralil fallt daher zwischen P V und Q V. 

11. Es seien PQR drei nicht in einer Geraden gelegene Punkte eines 



regulären Raumgitters 




ziehen QS\\PB, RS\\PQ, so ist auch l 

Gitterpunkt. Projizieren wir in einer Rich- 
tung, die keiner Gittergeraden sokommt 
und in keiner Gitterebene enthalten ist; 
wählen wir femer einen nicht in der Ebene 
PQR enthaltenen Gitterpunkt M und legen 
durch ihn die zu PQR paraUele Gitter- 
ebene, die die Projektionsstrablen von PQBS 
in i7 F WZ schneiden möge. Im Parallelo- 
gramm UV WZ liegt ein Gitterpunkt T, 
und zwar nicht auf der Begrenzung und 
auch auf keiner Diagonale, da sonst durch 
die Projektionsstrablen Gitterebenen gingen. 



42. SittuDg, Se. H&rs 1906. 69 

Er liegt daher entweder im Dreieck UVW und Bein Projektion sstrahl filllt 
zwiBoh«n die Strahlen von PQIt, oder er liegt in VWZ. In diesem Fall 
ziehen wir PT'\fST, QTWRT, zum Üherfufl noch UridT, 8T'\\PT. 




Diese vier Strahlen laufen durch denselben Oitterpunkt T', dessen Projektions- 
strabi aus SymmetriegrOnden zwischen PQB hindurchgeht. 

Der Frojektionsbüschel eines regulären Gitters und damit die degmerierie 
PrcjektioH eines Gitters ist daher im dUgemeinen Fali in sich dicht. 

YI. Relative Dichte. 

15. Es könnte scheinen, als hätten wir hiermit die Dichtigkeits- 
verhBltuisse des degenerierten Gitters im allgemeinen Fall vollständig be- 
scbriebeD. Dies trifft aber nicht zu, wie folgendes einfache Beispiel zeigen 
mOge: Die Uenge aller reellen Zahlen zwischen und 1 und zwischan 3 
and 3, die Grenzen aasgeschlosaen , ist in sich dicht, denn zwischen irgend 
zweien von ihnen liegt noch immer eine dritte. Trotzdem besitzt sie nicht 
die Eigenschaft unseres degenerierten ebenen Gitters, die gante Zahleugerade 
dicht zu Sberdecken. Dag was wir zu zeigen haben, ist vielmehr folgendes: 
zwischen irgend zwei Paukten auf der Geraden eines degenerierten ebenen 
Gitters, aucA wenn sie nicht dem Gitter angehören, liegt stets ein Punkt des 
Gitters. Man sagt dafür, das Gitter liege relativ dicht zu den Punkten 
seines Trägers. Diese Unterscheidung zwischen relativ dichten und in sich 
dichten Punktmengen kommt bei der arithmetischen Behandlung nicht so 
klar znm Ausdruck. 

16. Um die Frage zum Abschluß zu bringen, haben wir za zeigen, 
daß ein degeneriertes ebenes Gitter beliebig kleine Vektoren enthält, d. h. 
daß sich zwei Punkte PQ so bestimmen lassen, daß die Strecke PQ absolut 
genommen kleiner ist, als eine vorgeschriebene Strecke d. Indem wir dann 
den Vektor PQ = Vi von aus nach beiden Seiten auf dem Träger 
wiederholt abtragen, gelingt es nach dem archimedischen Axiom, zwischen 
irgend zwei Punkt« ü, T der Geraden, deren Abstand nicht kleiner als i 
ist, einen Gitterpnukt zu legen. 



Sitnmgebencbte der Berliner Mathematiachea GeeelladiafL 

Da das Gitter in sich dicht ist, liegt zwischen zwei Punkten A, B 
des Gitters eine (abzahlbar) unendliclie Menge von Gitterpiutkten , es gibt 
also mindesteas eine VerdichtuagssteUe zwisuben A, B und damit beliebig 
kleine Vektoren. Elementar würde sich das folgendermaßen ausfahren 
lassen: Man trage die vorgeachriebene Strecke S von A aus nach B hin 
so oft ab, bis man sicher ist, B überacbritten ku haben. Dies sei nach 
fi-maligem Abtragen erreicht. Sodann wäble man zwischen A, B einen 
Punkt (7, des Gitters , zwischen A und C^ einen neuen C^ , ebenso Cj 
xwiscben 0^ und B, C^ zwischen A und (7], C^ zwischen Cj und Ci, C( 
zwischen C^ und C, und so fort; das Verfahren kann auch anders vor- 
geschrieben Bein, nur muS es gewiß sein, daS stets neue Punkte gewählt 
werden. Nach Auswahl von n -|- 1 Paukten müssen notwendigerweise 
zwei darunter sein, deren Abstand kleiner als 6 geworden ist 

17. Analog beweisen wir zunächst, daß es im degenerierten Raum- 
gitter im allgemeinen Fall einen Vektor gibt, der absolut genommen kleiner 
ist, als eine vorgeschriebene Zahl d. Seien PQR drei nicht in einer Ge- 
raden gelegene Punkte des Gitters, r der Radius eines Kreises, der PQH 
ganz in seinem Innern enthält, etwa des Umkreises, n eine gauEa Zahl, für 
die n3> 2r. Teilt man die drei Seiten des Dreiecks PQB in je n gleiche 
Teile und verbindet diese durch Parallelen zu den Seiten, so zerf&llt PQR 
in j«(m+ 1) kongruente Dreieckchen, deren jedes innerhalb eines Kreises 
vom Durchmesser 6 Platz hat. Indem man nun in P<^B einen Punkt S 
des Gitters, in den Dreiecken PSQ, QSIU BSP wiederum je einen Gitfer- 
punkt wühlt und das Verfahren fortsetzt, Ündet man nach Auswahl von 
höchstens \(n + l)n -\- 1 Punkten zwei, deren Abstand kleiner als 3 ist. 

18, Die beiden Gitterpunkte mögen M. N heiüen. Der primitive 
Vektor (Ti, der Geraden iHiS' ist höchstens gleich MN", also sicher absolut 
kleiner als d. Wir bestimmen nun nach dem Verfahren des § 17 einen 
zweiten Vektor iil, des Gitters, primitiv oder nicht, der absolut kleiner als 
ßj ist; er kann nicht mit lo, gleichgerichtet sein, da sonst iS, nicht 
primitiv wäre. Die Vektoren E>„ Bjj bilden daher ein GitterparaUelogr&mm, 
dessen Dimensionen beliebig klein vorgeschrieben werden können: die größte 
Diagonale kann 2d nicht tiberschreiten. Überzieht man darum die ganze 
Ebene mit dem Gitter »«jiTij + Wjiug, welches ein Teilgitter von ü ist, so 
fällt ins Innere jedes Kreises vom Radius ä mindestens ein Punkt. Damis 
folgt als nahezu Belbstveratändlich , daß in jedem noch so kleinen Dreieck 
UVW der Gitterebene ein Gitterpunkt von ü liegt, d. h. das Gitter Sl ist 
zu der Menge aller Punkte seiner Ebene relativ dicht. 

Grunewald, Miirz 1906. 




Über systematische Fahler bei ZehntelsoliätzimgeiL 

Von Otto Meißner. 

1, Wenn ein Beobachter bei Ablesung einer Skala Zehntel der Skalen- 
teile oder bei irgendwelchen Zeitbestimmungen, etwa Stern durchgBngen, 
Zehntels etunden schätzt, so sollten eigentlich in einer großen Beobachtungs- 
reihe alle Zehntel nahezu gleich häufig auftreten. Dies ist jedoch durchaus 
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Fmll, die Abweichiingen sind sehr frroB, aber völlig individuell; 
variieren sie bei einer und derselben Person im Laufe der Zeit, und 
tritt fast immer eine stärkere Bevorzugung einzelner Zehntel, d. h. 
also eine Yerscblechterong der Genauigkeit, ein. Dies mag an ein paar 
Beis|nelen erläutert werden. 

im Die folgenden ZebntelscbAtzungen sind Ablesungen an einer Milli- 
meterskala, im ganzen 12 590 Einzel werte. 

Zehntel 






1 


2 3 4 


5 


6 7 


8 
10.01 

0.30 

1 


9 


20.15 

0.54 


10.92 
0.49 


8.84 
0.28 


6.78 6.57 
0.26 0.32 


11.82 7.13 
0.39 0.30 

1.1 |l.2 


7.08 
0.26 
1.0 


10.88 
0.37 


1.6 


1.5 0.8 ,1.0 i.a 


1.0 


1.2 



Dispersion^) 

unter Berücksichtigung der narh diut OniiMUlltzoii dor Atisgleichungs- 
rechnung ermittelten Unsicherheiten kiiiiti tniiii Hn^oii, daß die Zehntel 3, 
4, 6 und 7 in gleicherweise zu Hollen yfimolilll/t wenlen, 7% statt 10%. 
Das Überwiegen der Null orkliirt Ni<*)i wuhl iliin doi' Vi«nia('hlllKKigiing der 
Dicke des Teilstrichs, die nilniliidi itii vnrlinH«'HdiMi Kullu nahi'/.u 0.1 war, 
also j5 des Intervalles betrug. Dum nnktiiidiliit Miuiitiutti \m U rOhrt nicht 
etwa daher, daß die 5 eine bfNondniH „br«i|uiiiiii«'* /itlil in! , Honiiorn viidliMcht 
daher, daß die Kurve, der«n Miit« nb]^ubi*lint;^ttii wnr, iHl ^«Im« hftiai'htliilii* 
Dicke besaß. — Man findet num tldii ubi^/tin /Mhlr«H, i\^\ü d)« ^i«iM'hni/t«*ri 
Zehntel sich folgendennaß«*ii üb«»' düb lnh)ivnll «»1110« Hkit luiii<*iU vctH"il«*n'. 



Geschätzt 



wirklich 



0.0 0.1 0.2 lOI) O.l i)U «Mi ,0 7 OH 



O'i» 



0.000 0.154 0.254 O «02 0,1<Ur04«l r«Mfi O Uftijlo 741 0«i«J 



3. Das nun folgende Matc*nul taiiid »S<4mt/oii|ji*M vidi '/ulifd4j|i^c;)(«ukiMidr>u4 
ausgeführt am Fernrohr. J)er li***d#iM'b<«-» ww» «IH« dmHti||i«i, f\^Jm4*wM li 
und in liegen 2' ^u^ir*i nicht iiu»|{t*/üblli< M«;<»lmt-bhMi{ii>M 



1. Uii'Ji tii'U^UMU^cH 

Zehntel <) ' J 2 I 3 I 4 I 6 I «i I / ' « 

Häufigkeit \ !«•» 5.4 '. 4M j Hl ' 14 '.MU ;< U I ' ^ U , t* / 

Zehntel i I 1 2 3 4 ö I) | / | t* 

Häutigkeit % 17.« .V.6' 6.4 10.6 15-0 116. h^ , ^ö ' b« 

Hl. 2196 8chiit/.uiig43ii 



Zehntel 



! 



1 



2 < 3 



6 



H&ttiigkeit % '2».6 J.5 4.4 7.4 ,137 JO.O.iii 



7 

«.7 



b 
5.6 



U 

U 
6 1 



li Über deu lieKiitT der ,.i>ii»pen.ioiJ^' vgJ von Hortke wjti.i )i, Ow <ic 

«et/, der kleiueu Zaiiieu; Teubiier, J^ip/.ij< <;/.üb«^r. Wahr,jrheijilujlikL.»U 
T^huMU^ UBW ; Teubuer, L.np/.iK JiH>», ö »12 f Kii*K«^ührt int Jei- ÜegnÜ von 
W. Lexiti. 

KttsuugtfWriolaUf d. Akirl M*t2i. 0«w- V 




Wie orsichtlich, ist such hier die Null entscbieden, und in Eiemlicb 
koniitÄnter Weise bevorzugt. Auch die geringe Häufigkeit der 1 und 2 
hält während der ganzen Beobachtungsperiode (die einen Zeitraum vun 
etwa. 6 Jahren unifaflt) ziemlich gleichmäßig an, ebenso die auftalteade 
Häufigkeit der 4. Während der Beobachter aber die letzten 4 Zehntel zu 
Beginn der Periode fast glaieh häufig schätzte, bevorzugte er zuletzt die 6 
und 7 gegenüber der 8 und 9 in erheblichem Maße. Die Genauigkeit der 
Schätzungen hat sich also im Laufe der Zeit nicht erhOht. Bei 1 und 
rV entsprechen die geschätzten den wirklichen Zehntelsekunden in fol- 
gender Weise: 



Geschätzt |0.0 


O.I |0.2 


0.3 


0.4 0.5 
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0.7 


0.8 


0.9 


Wirklich I 0.000 


0.118 O.ltiS 


0.231 


0.347,0.483 


0.5Ü0 
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0.758 
0.824 


0.854 


Wirklich IV 0.000 


0.117 0.152 


0.228 


0.369 0.507 


0.626 


0.744 


Ö.874 



4. Uta zu piHfen, ob und wieweit die Schwankungen der Häufig- 
keit der einzelnen Zehntel den Charakter der Zufälliglicit tragen, habe ich 
verschiedene Boiheu, jodoeh andere als die oben angeführten, in Gruppen 
von je etwa 200 Schätzungen geteilt, t&r jede Gruppe die Häufigkeit d«r 
verschiedenen Zehntel berechnet, die Summe der Quadrate der AbweiehungeD 
vom Mittel gebildet, und hieraus in bekannter Weise diu mittlere Ab- 
weichung oder Unsii^herheit des errechneten Hüufigkeits wertes der einielDeo 
Zehntel gefunden. Diese schwankte bei einer Gesamtzalil von 12 000 
Schätzungen ftlr die einzelnen Zehntel um 0.3 "/q. Die Division einer b«. 
rechneten mittleren Abweichung einer GrO&e durch diejenige, die man n»cb 
dem Umfang des Materials und der Wahrscheinlichkeit der Größe theoretiscb 
zu erwarten hätte, ergibt nach Lexis die Dispersion. Ist dieser Quotient 
^ 1, die Unsicherheit also bedeutender als zu erwarten wäre, ao nennt tiiu 
die Disperaiim übernorm.il; in deu berechneten Fällen war sie fast <Ut» 
normal, nahezu ^ I, nur bei starker Bevorzugung der übomonual (ik 
EU 5!), was andeutet, daß der betrelTende Beobachter in der NElie der 
sehr ungleich genau geschätzt hat: einmal bat er sehr häufig gesohlte, 
das Dächst« Mal dafür um so weniger, ein nicht emp Fehlens wertes Vw- 
fahren, da der Geuauigkeitsgrad dadurch niemals erhöht, sondern fast il«li 
herabgesetzt wird. 

Potsdam, 29. April 1906. 



